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§§6.3  6.3  闵可斯基空间和洛仑兹变换闵可斯基空间和洛仑兹变换

本节将从本节将从爱因斯坦爱因斯坦的两个基本假设出发，建立狭义的两个基本假设出发，建立狭义

相对论的理论框架。相对论的理论框架。

若有两个惯性参考系∑和∑若有两个惯性参考系∑和∑’’，∑，∑’’相对于∑沿相对于∑沿xx轴正轴正
向以匀速向以匀速

 
运动，把两个坐标完全重合的时刻选作两运动，把两个坐标完全重合的时刻选作两

个坐标系时间个坐标系时间
 

t t 和和
 

tt’’的起算点。的起算点。
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11、间隔不变性、间隔不变性
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222 tcr =

022222

22222

=−++

=++

tczyx
tczyx

当∑当∑’’和∑的坐标原点和∑的坐标原点00’’，，00重合时（重合时（t=tt=t’’=0)=0)发出一发出一

光脉冲，根据光速不变原理，在∑系观察者看来，任何光脉冲，根据光速不变原理，在∑系观察者看来，任何

时间时间
 

t t 光的波前皆为一球面，即光的波前皆为一球面，即

也就是：也就是：

222 tcr ′′=′

而在∑而在∑’’系观察者看来，因为光脉冲也是在∑系观察者看来，因为光脉冲也是在∑’’系的原系的原

点点00’’发出，根据光速不变原理，任何时刻发出，根据光速不变原理，任何时刻
 

tt’’光的波前光的波前

同样是球面，即同样是球面，即
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022222

22222

=′−′+′+′

′=′+′+′

tczyx
tczyx也就是：也就是：

2222222222 tczyxtczyx ′−′+′+′=−++

因为时间和空间是均匀的，而且空间是各向同性的，这因为时间和空间是均匀的，而且空间是各向同性的，这

意味着∑系和∑意味着∑系和∑’’系之间的时空变换必须是线性的。通系之间的时空变换必须是线性的。通

过线性变换可知：过线性变换可知：对于以光信号联系的两事件对于以光信号联系的两事件上的两个上的两个

二次式，从两个惯性系观察都为零，因此必然相等。即二次式，从两个惯性系观察都为零，因此必然相等。即

对于不以光信号联系的其他事件对于不以光信号联系的其他事件，从两惯性系观察，它，从两惯性系观察，它

们虽然不等于零，但由于时空坐标变换是线性的，这两们虽然不等于零，但由于时空坐标变换是线性的，这两

个二次式至多只能相差一个系数个二次式至多只能相差一个系数AA。。即即

)( 2222222222 tczyxAtczyx −++=′−′+′+′
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)(vAA =

其中系数其中系数AA仅与两个惯性系的相对速度的绝对值有关，系仅与两个惯性系的相对速度的绝对值有关，系

数数AA不可能与坐标或时间有关，否则空间的不同点及时间不可能与坐标或时间有关，否则空间的不同点及时间

的不同时刻就不等价了，这与时间空间的均匀性相矛盾。的不同时刻就不等价了，这与时间空间的均匀性相矛盾。

另外，系数另外，系数AA也不可能与惯性系的相对速度的方向有关。也不可能与惯性系的相对速度的方向有关。

因为这与空间的各向同性的性质相矛盾。由此可见因为这与空间的各向同性的性质相矛盾。由此可见

)( 2222222222 tczyxAtczyx ′−′+′+′=−++

由于∑由于∑’’系相对∑系的运动速度显然与∑系相对∑系相对∑系的运动速度显然与∑系相对∑’’系系

的运动速度相同，因此的运动速度相同，因此

从以上两个式子可看出：从以上两个式子可看出：

1         , 12 ±== AA 即
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2222222222 tczyxtczyx ′−′+′+′=−++

)( 2222222222 tczyxAtczyx ′−′+′+′=−++

为了从两个值为了从两个值±±11中选择一个，我们应注意：中选择一个，我们应注意：AA只可以永只可以永

远等于远等于+1+1，或永远等于，或永远等于--11，假如，假如A(vA(v))真的对于某些速度真的对于某些速度

为为+1+1，而对于另外某些速度为，而对于另外某些速度为--11，那么，就一定有些速，那么，就一定有些速

度存在，与这些速度相应的度存在，与这些速度相应的A(vA(v))是在是在+1+1与与--11之间，而这之间，而这

是不可能的。既然如此，是不可能的。既然如此，A(vA(v))要么只取要么只取+1+1，要么只取，要么只取--11，，

最后，我们取最后，我们取A(vA(v))应该永远为应该永远为+1+1，这是因为恒等式，这是因为恒等式

是变换式是变换式

的一个特殊例子，可见其中的一个特殊例子，可见其中A(vA(v) = +1) = +1。。



6

2
12

2
12

2
12

2
12

22 )()()()( zzyyxxttcS −−−−−−−=

假如假如xx
 

11

 

，，yy
 

11

 

，，zz
 

11

 

，，tt
 

11

 

及及xx
 

22

 

，，yy
 

22

 

，，zz
 

22

 

，，tt
 

22

 

是∑系任何两个事是∑系任何两个事

件的坐标，定义件的坐标，定义

为这为这两个事件的间隔两个事件的间隔。。

2
12

2
12

2
12

2
12

22 )()()()( zzyyxxttcS ′−′−′−′−′−′−′−′=′

同理，在∑同理，在∑’’系中任何两个事件的间隔为：系中任何两个事件的间隔为：

22 SS =′

由上述比例关系式得到由上述比例关系式得到

这称作这称作间隔不变性间隔不变性。。
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222222 dzdydxdtcdS −−−=

22 dSSd =′

如果两事件彼此无限地接近，那么间隔为：如果两事件彼此无限地接近，那么间隔为：

也可得到也可得到

因此，我们得到因此，我们得到一个很重要的结论：一个很重要的结论：两个事件的间隔在两个事件的间隔在

所有惯性系里都是一样的，即当由一个惯性系变换到任所有惯性系里都是一样的，即当由一个惯性系变换到任

何另一惯性系时，它是不变的何另一惯性系时，它是不变的。。这也是光速不变的数学这也是光速不变的数学

表示。表示。
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constant2222222222 =′−′+′+′=−++ tczyxtczyx

22、闵可夫斯基空间、闵可夫斯基空间
由由间隔不变性可知：间隔不变性可知：

),,(),,(       3214 zyxxxxictx ==

)4,3,2,1(          inv. == uxx uu

令令

根据根据爱因斯坦爱因斯坦求和法则求和法则

如果把如果把xx
 

11

 

,x,x
 

22

 

,x,x
 

33

 

,x,x
 

44

 

看作一个四维空间坐标矢量的四个分看作一个四维空间坐标矢量的四个分

量，那么间隔不变性意味着∑系与∑量，那么间隔不变性意味着∑系与∑’’系之间的变换是系之间的变换是

一个由线性变换式一个由线性变换式 vuvu xax =′

所表征的四维空间旋转操作，通常把由这个所表征的四维空间旋转操作，通常把由这个xx
 

11

 

,x,x
 

22

 

,x,x
 

33

 

,x,x
 

44

所组成的空间叫做所组成的空间叫做闵可夫斯基空间闵可夫斯基空间。。
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33、洛仑兹变换、洛仑兹变换

这里讨论闵可夫斯基空间的坐标变换的具体形式。因为这里讨论闵可夫斯基空间的坐标变换的具体形式。因为
 要求在坐标变换下不改变闵可夫斯基空间的矢量长度，要求在坐标变换下不改变闵可夫斯基空间的矢量长度，
 根据间隔不变性和变换式，我们看到：根据间隔不变性和变换式，我们看到：

 inv.=′′= uuuu xxxx vuvu xax =′

可见变换系数可见变换系数
 

服从下列正交条件：服从下列正交条件：uva

σσ δ vuuvaa =

变换系数的确定：变换系数的确定：

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+++=′
+++=′
+++=′
+++=′

4443432421414

4343332321313

4243232221212

4143132121111

xaxaxaxax
xaxaxaxax
xaxaxaxax

xaxaxaxax

vuvu xax =′
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由于沿由于沿xx
 

22

 

、、xx
 

33

 

方向的两个坐标之间没有相对运动，因而方向的两个坐标之间没有相对运动，因而

0         ,  1
0         ,  1

34323133

24232122

====
====

aaaa
aaaa

由于当由于当t=tt=t’’=0=0时，∑和∑时，∑和∑’’完全重合，所以当完全重合，所以当xx
 

11

 

、、xx
 

44

 

为为
零时，零时，xx

 
11

 

’’、、xx
 

44

 

’’也应为零，从而得到：也应为零，从而得到：

0         ,  0 43421312 ==== aaaa

于是有于是有

444141432

224141111

                    
                   

xaxaxxx
xxxaxax

+=′=′
=′+=′

间隔不变性要求间隔不变性要求

2
4

2
1

2
444141

2
414111 )()( xxxaxaxaxa +=+++
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+

=+

=+

0

1

1

44411411

2
44

2
14

2
41

2
11

aaaa

aa

aa
比较等式两边系数比较等式两边系数

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

+=′
=′
=′

+=+=′

4441414

33

22

41114141111 )(

xaxax
xx
xx

x
c
vixaxaxax

因为在因为在
 
的点应该是的点应该是

 
的点，即的点，即01 =′x vtx =1

ict0 1411 avta += 1114 a
c
via =
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)( 411144111411144 aa
c
viaaxxa

c
vixa −=′−′

乘以第一式，乘以第一式，
 
乘以第四式，两式相减得到乘以第四式，两式相减得到11a

c
vi44a

41114411

411144

1
aa

c
viaa

xa
c
vixa

x
−

′−′
=

比较两式得到比较两式得到

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=

141114411

4411

aa
c
viaa

aa

考虑空间各向同性，考虑空间各向同性，xx
 

11

 

的逆变换为的逆变换为 )( 41111 x
c
vixax ′−′=

)( vv rr
−→
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+

=+

=+

0

1

1

44411411

2
44

2
14

2
41

2
11

aaaa

aa

aa

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=

141114411

4411

aa
c
viaa

aa

ict0 1411 avta +=综合以上有各个系数间关系综合以上有各个系数间关系

44

2

211
2
11

2
11

1

1                1)( a

c
v

aaa
c
vi =

−

±==+

得到及由 11144411
2
44

2
14   , 1 a

c
viaaaaa ===+

114114 a
c
viaa =−=
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2

24114

2

24411

1

1           
1

1

c
vc

viaa

c
v

aa
−

±=−=

−

±==
即

由于由于xx轴和轴和xx’’轴正向相同，变换系数轴正向相同，变换系数aa
 

1111

 

应取大于零；应取大于零；

又由于时间又由于时间tt和和tt’’的正向相同，的正向相同，aa
 

4444

 

亦取大于零。因此亦取大于零。因此

2

24114

2

24411

1

1           
1

1

c
vc

viaa

c
v

aa
−

=−=

−

==
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于是，我们得到∑和∑于是，我们得到∑和∑’’系之间的坐标变换关系为：系之间的坐标变换关系为：

2

2

4
1

4

33

22

2

2
1

1

1

     

1

c
v

xx
c
vi

x

xx
xx

c
v
vtxx

−

+−
=′

=′
=′

−

−
=′ 相相

 应应
 的的
 洛洛
 仑仑
 兹兹
 变变
 换换
 式式
 为为

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−=′

=′
=′

−=′

)(

)(

x
c

tt

zz
yy

vtxx

βγ

γ

 1

1
1

1 

  

2

22

c
v

c
v

−

=
−

=

=

β
γ

β
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根据根据
 

，写成矩阵形式，即为：，写成矩阵形式，即为：νν xax uu =′

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

′
′
′
′

4

3

2

1

4

3

2

1

  

00
0100
0010

00

x
x
x
x

i

i

x
x
x
x

γβγ

βγγ

如果把该式中的如果把该式中的
 

v v 改成改成
 

--v v ，可得逆变换关系式：，可得逆变换关系式：

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−

′+′
=′=

′=

−

′+′
=

2

2

2

2

2

1
                 

        
1

c
v

x
c
vt

tzz

yy

c
v
tvxx 矩阵的形式：矩阵的形式： vuvu xax ′=~

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

′
′
′
′

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

4

3

2

1

4

3

2

1

  

00
0100
0010

00

x
x
x
x

i

i

x
x
x
x

γβγ

βγγ



17

a)a)
 

空间和时间是统一的，时空的度量与物质运动密不空间和时间是统一的，时空的度量与物质运动密不
可分。可分。

b)b)
 

如果对如果对LorentzLorentz变换式中把变换式中把cc看成无穷大，即看成无穷大，即cc→∞→∞，，
则变换式立即成为：则变换式立即成为：

所以说伽利略变换是洛仑兹变换在低速运动下的一所以说伽利略变换是洛仑兹变换在低速运动下的一

个近似。个近似。
c)c)

 
以上所得到的洛仑兹变换式，是在一种特殊的运动以上所得到的洛仑兹变换式，是在一种特殊的运动
条件下所构成的时空变换关系，即∑条件下所构成的时空变换关系，即∑’’系相对于∑系相对于∑
系沿系沿xx正方向运动，而且正方向运动，而且xx’’与与xx平行，如果平行，如果

 
∑∑’’系系

相对于相对于
 

∑系不是沿∑系不是沿xx正方向运动，那么以上洛仑兹正方向运动，那么以上洛仑兹
变换式不能适用。变换式不能适用。

ttzzyyvtxx =′=′=′−=′     ,   ,   ,

LorentzLorentz变换表明：变换表明：
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