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基于离散元的柱状节理岩体等效弹性模量 
尺寸效应研究 
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摘  要：尺寸效应的研究在评估节理/裂隙岩体力学性质方面具有重要意义，通过离散元数值方法研究尺寸效应。

引入 Voronoi 图模拟随机节理，以相对标准差为标准，衡量试验结果的稳定性和可靠度，进行了足够次数不同尺

寸的单轴压缩数值试验。进而采用统计方法分析 Eeq(等效弹性模量)和 1/Eeq(等效柔量)的尺寸效应。研究表明：相

对标准差值为 5%对应的变形 REV(representative elementary volume)尺寸约为 4 倍 Voronoi 多边形平均边长；

样本 Eeq的均值随着尺寸的增大显著降低，而样本 1/Eeq的均值随尺寸变化很小。对结论的适用性进行了分析，实

际工程中多采用样本 Eeq的均值估算岩体的整体等效弹性模量，建议同时采用 1/Eeq均值的倒数估算其下限。并将

此方法应用于白鹤滩水电站节理岩体原位变形试验成果的分析。 

关键词：岩石力学；尺寸效应；离散元；表征单元体积(REV)；弹性模量；节理/裂隙岩体 
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Abstract:  Scale effects play an important role in evaluating mechanical properties of jointed/fractured rock 

masses. These phenomena were studied through use of the distinct element method. The Voronoi diagram was 

introduced to simulate stochastic joints, and the coefficient of variation (CV) was used to estimate the resolution 

of a certain property from numerical tests. A large number of numerical tests with different geometric sizes were 

carried out. Then, the scale effects of equivalent continuum elastic modulus, Eeq and equivalent continuum elastic 

compliance, 1/Eeq were statistically analyzed. The investigation shows that: the estimated deformation REV size is 

about 4 times of average side length of a Voronoi polygon with acceptable variations for CV of 5%; the mean 

value of specimen’s Eeq obviously decreases as size increases, and the mean value of specimen’s 1/Eeq increases 

slightly with increasing size. In discussing the applicability of the results, it is better to adopt the reciprocal of a 



 工    程    力    学 91 

mean specimen’s 1/Eeq as the lower bound of Eeq, while the mean specimen’s Eeq should be used as the effective 

Eeq in engineering. This method was finally applied to analysis deformation data from in situ tests of Baihetan 

Hydropower Station. 

Key words:  rock mechanics; scale/size effects; distinct element method; representative elementary volume 

(REV); elastic modulus; jointed/fractured rock masses 

 

材料的力学性质往往会随着试验尺寸的变化

而变化，这种有趣的现象被称为尺寸效应。尺寸效

应的研究在评估节理/裂隙岩体力学性质方面具有

重要意义。Hudson 和 Harrison[1]引入了表征单元体

积的概念 REV(如图 1)，表示某一特性趋于稳定时

的最小尺寸，REV 是度量岩体能否视为等效连续体

的基本标准。Oda[2]得到 REV 尺寸应该在 3 倍的典

型节理出露迹长以上。宁宇等[3]引入 Voronoi 方法

对白鹤滩水电站柱状节理岩体进行随机模拟，得到

其 REV 尺度约为典型节理迹长的 3 倍~4 倍。为了

准确定量地计算 REV 值，Min 等[4―5]引入了相对标

准差系数 CV，定义为试验结果的标准差与均值的

比值。在 REV 尺度内试验结果的离散性往往较大。

以白鹤滩水电站工程坝基基岩部分柱状节理岩体

承压板试验为例，出现有两试验点相隔仅 2m，试

验结果相差却有一倍之多的情况[6]。离散性如此之

大的试验结果能否准确预测岩体的真实参数、如何

分析和选取参数等问题急需解决。为更加全面细致

地评价尺寸效应，Kanit 等[7]引入统计方法，分析不

同边界条件下随机复合材料的弹性模量与尺寸的

关系，本文采用期望函数描述试验结果均值随尺寸

变化的总体趋势，采用方差函数描述试验结果离散

度的尺寸依赖性。 

 
图 1  REV 基本概念(根据 Hudson 和 Harrison[1]  

Fig.1  REV concept (after Hudson and Harrison[1]) 

周火明等[8]采用多种手段研究三峡永久船闸边

坡卸荷带岩体变形参数，建立了岩体变形模量与岩

体尺寸之间的关系，发现了明显的尺寸效应。而

Yoshinaka 等[9]研究发现室内试验和现场试验成果

表现出的弹性模量的尺寸效应部分是由于不同的

试验方法和边界条件造成的，通过数值方法修正后

尺寸效应减弱。孙广忠[10]、Hudson[11]等认为试件尺

寸愈小，占有结构面和结构体的数量愈小，小到一

定尺寸就成为完整的单一结构体，有些研究以此说

明节理岩体等效弹性模量、强度等随着尺寸增大而

降低。类比室内试验和现场试验，这种解释有一定

的合理性，但是这和取样的主观性密切相关，如果

等概率取样，部分小尺寸试样包括的结构面密度可

能更高。Barton[12]在回顾了大量岩石工程方面尺寸

效应的研究后，指出取样存在偏见和扰动，导致了

一些尺寸效应的不正确的结论。试样尺寸、试验对

象、试验方法、边界条件、分析方法等因素不同均

会造成试验结果不同，本研究仅关注模型(试样)尺

寸不同所引起的结果差异，而限定其它非尺寸因素

相同或一致。 

数值方法是研究节理岩体变形尺寸效应的有

效方法之一。宁宇等[3,4,6]的数值研究成果显示等效

弹性模量均值没有明显的尺寸依赖性。Esmaieli 等[5]

研究却发现等效弹性模量均值随着尺寸的增大而

显著减小。上述研究成果均表明等效弹性模量离散

度随着尺寸的增大而减小，特别是小尺寸试验结果

离散度相当大，然而数值试验次数偏少，统计结果

的可靠性不高，某种程度上导致了上述研究成果结

论的不一致。本文根据不同的试验尺寸进行了不同

次数足量的数值试验，以使样本变形参数的统计结

果(如均值、标准差等)精确可信。 

值得注意的是尺寸效应和表征单元体 RVE 

(representative volume element，与 REV 一致)在复

合材料、固体力学等领域有着广泛应用，许多专家

和学者对此进行了深入研究[7,14―15]。岩体变形特性

的尺寸效应研究成果相对较少，其他领域的研究成

果值得参考，更为重要的是借鉴其研究思路及研究

方法。本文基于 Itasca 公司开发的二维离散元软件

UDEC 进行数值计算，进行了足够次数的单轴压缩

数值试验，分析 Voronoi 随机节理岩体变形特性的

尺寸效应，证实在复杂情况下以上结论的适用性，

并对 1/Eeq 的统计特性进行了进一步分析，最后将

研究成果应用于白鹤滩水电工程节理岩体原位变

形试验成果的分析。 
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1  数值试验 

1.1  基于 Voronoi 随机裂隙的数值模型 

N个在平面上有区别的点，按照最邻近原则划

分平面，每个点与它的最近邻区域相关联，划分得

到的结果既是 Voronoi 图。Voronoi 图基本概念可形

象描述如下：区域内有 n个火源，这 n个火源同时

点燃，并以相同速度向所有方向蔓延，当两个火源

扩散后相遇时熄灭，那么燃烧熄灭处所形成的图便

是 Voronoi 图[13]。Voronoi 图是重要的几何结构，在

随机模型方面也有着广泛应用[16]。UDEC 自带了

Voronoi 随机节理生成函数，生成方法的基本思路

如下：在区域内生成随机点，这些点随着迭代过程

而移动，迭代次数越多，点的分布越有序，本文中

Voronoi 多边形的平均边长 lvor=0.2m，迭代次数为

10(默认迭代次数为 5)；接着，在所有点之间生成三

角形；最后通过所有具有公共边的三角形的垂直平

分线建立 Voronoi 多边形，并通过模型边界修剪多

边形。 

1.2  参数、边界条件及等效弹性模量计算方法 

完整岩石采用各向同性弹性本构，节理模型采

用库伦滑移模型，计算采用的完整岩石及节理物理

力学参数见表 1。 
表1  岩石及节理物理力学参数[17－18] 

Table 1  Physical-mechanical parameters of rock and joints 

完整岩石 节理面参数 

密度/ 

(kg·m3) 

弹性模量/ 

GPa 
泊松比 

法向刚度/ 

(GPa·m1) 

切向刚度/ 

(GPa·m1) 

粘聚力/

MPa

摩擦角/

(°) 

2900 65.1 0.23 204.1 69.7 0.6 36.0

图 2 显示了尺寸为 0.1m×0.1m 的 Voronoi 随机

节理岩体二维数值模型。模型下表面竖向位移固

定，首先考虑试样自重计算至初始平衡，接着在上

表面加一均布压应力 s=1.0MPa，此边界条件用以模

拟应力控制的单轴压缩试验[19]，应力相对较低，节

理间未出现滑移现象，应力应变基本呈线性关系。 

一般而言，网格越细精度越高，本文统一采用

边长小于 0.01m 的三角形单元划分网格。单轴压缩

数值试验结束后，提取上表面上每个网格节点的位

移，并取平均值作为上表面的平均位移，记为 d ，

对于 l×l 尺寸的试样，采用以下公式计算等效弹性

模量。 

eq

sl
E

d
                   (1) 

d

 
图 2  0.1m×0.1m 的 Voronoi 随机节理岩体数值模型 

及其边界条件 

Fig.2  Numerical model of Voronoi stochastic jointed rocks 

and boundary conditions, 0.1m×0.1m 

1.3  不同尺寸的离散元数值模型 

本文选取了从 0.1m×0.1m 到 1m×1m 的 8 组数

值模型尺寸，并对每个尺寸进行不同次数大量数值

试验(如图 3 所示)，以保证在此基础上的统计结果

的可靠性，具体试验尺寸及对应数值试验次数见表

2 第一列、第二列。 

 
图 3  生成的各种节理岩体示意图，图中随机 Voronoi 模型

尺寸分别为 0.1m×0.1m、0.5m×0.5m、1.0m×1.0m 

Fig.3  Schematic view of generations of jointed rock masses, 

the size of stochastic Voronoi models in the figure are 

0.1m×0.1m、0.5m×0.5m and 1.0m×1.0m, respectively 

表 2  足量的数值试验及其结果的统计分析 

Table 2  Number of numerical simulations and the statistical 

analysis of the results 

尺寸 l×l/m 试验数/次 eqE /GPa ( eq1 /1 / E )/GPa CV( eq1 / E )/(%)

0.1 4128 35.2 23.5 0.90 

0.15 1349 27.5 23.1 0.92 

0.2 644 24.4 23.0 0.82 

0.3 225 22.9 22.5 0.92 

0.4 123 22.6 22.4 0.87 

0.5 106 22.3 22.2 0.71 

0.6 101 22.7 22.6 0.70 

0.7 93 22.5 22.4 0.57 

0.8 77 22.6 22.6 0.57 

0.9 55 22.4 22.4 0.63 

1.0 34 22.4 22.4 0.64 
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二维离散元计算效率较高，易于在合理时间内

实现精细的网格划分和大量的数值试验计算，本文

采用二维模型计算主要是为研究节理岩体变形特

性尺寸效应的基本规律，其适用范围和具体应用等

有待三维计算的进一步研究和相关试验成果等的

验证。 

2  数值试验结果分析 

2.1  等效弹性模量和柔量尺寸效应对比分析 

图 4、图 5 分别显示了数值试验所得到的等效

弹性模量 Eeq和柔量 1/Eeq与尺寸的关系曲线。一方

面：试验结果的离散度随着尺寸的增大而减小，试

样尺寸为 2 倍 Voronoi 多边形平均边长 lvor 时(即

0.4m)，Eeq和 1/Eeq的 CV值分别为 10.08%和 9.67%，

试样尺寸为 4lvor时(即 0.8m)，Eeq和 1/Eeq的 CV 值

分别为 4.95%和 4.96%，大于此尺寸的试验结果基

本趋于稳定。另一方面：当尺寸较小时， eqE (样本

Eeq 的均值)随着尺寸的增大显著降低，尺寸小于 1

倍 lvor的结果相对于大尺寸结果误差大于 9.00%，已

无法准确预测整体岩体的 Eeq； eq1 / E (样本 1/Eeq 的

平均值)随着尺寸增大略有增大，即使当最小尺寸

(0.5lvor，试验结果的离散性非常大，此时单个试验

结果的相对标准误差高达 57.79%)时，相对于大尺

寸结果误差亦仅为 5.03%，足量小尺寸样本的

eq1 / E 能够较好预测节理岩体整体的 1/Eeq。工程上

多采用样本均值 eqE 直接预测岩体的整体等效弹性

模量，表 2 第三、四列分别显示了传统方法和通过

1/ eq1 / E 间接估算岩体整体等效弹性模量的对比结

果，两者在大尺寸时结果相当一致，后者估算结果

对尺寸敏感度较低，采用 1/ eq1 / E 间接估算岩体整

体等效弹性模量明显优于 eqE 估算。 

 
图 4  Eeq与尺寸的关系曲线(误差线中心为均值，上下 

两端点指示均值±1.0 标准差) 

Fig.4  Equivalent continuum elastic modulus correlated with 

sample length (error bars indicate ±1.0 standard deviation from 

the mean) 
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图 5  1/Eeq与尺寸的关系曲线 

Fig.5  Equivalent continuum elastic compliance correlated 

with sample length 

2.2  指定精度要求下所需要的试验次数估算 

现实工程中试验尺寸往往无法达到 REV 尺寸，

而通过大量的小尺寸试验“弥补”尺寸的不足，以

上分析证实了足量小尺寸试验结果预测岩体整体

弹性模量是可行的(通过柔量间接估算)，以下以相

对标准差为标准，定量分析在指定精度要求下所需

要的试验次数。 

对于 n 个 l×l 尺寸下的任意试验结果 1
eq1 / E ，

2
eq1 / E , , eq1 / nE ，它们是独立同分布的随机变量序

列，其公共期望为 μ，标准差为 σ，则柔量均值 

eq1 / E 的相对标准差为： 

eq eq
eq

eq

(1 / ) CV(1/ )/
CV(1 / )

(1 / )

E En
E

E E n

 


   (2) 

CV( eq1 / E )是柔量均值的相对标准差，用以描

述样本整体精度。如图 6 所示，将不同尺度试验得

到的柔量相对标准差绘制成散点图，采用幂函数拟

合，得到柔量相对标准差与尺寸的关系如下： 

eq 1.28

2.97
CV(1 / )E

l


               (3) 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.00

10

20

30

40

50

60
拟合曲线
试验值

模型尺寸l/m

1.2

 
图 6  1/Eeq的相对标准差与尺寸的关系曲线 

Fig.6  CV of 1/Eeq correlated with sample length 

由图 6 可知，当尺寸较小时，拟合结果与数值

试验结果较为一致，而此处试验次数的研究对象主

要为小尺寸试样，拟合结果满足研究要求；当尺寸

大于 0.5m 时，拟合结果较数值试验结果略偏小。



94 工    程    力    学  

综合式(2)、式(3)，可以得到： 
2

2.56

eq

2.97

CV(1/ )
n l

E


 
   
 

           (4) 

为准确预测节理岩体的柔量，可以采用不同尺 

寸的试样使得试验统计结果达到所需的精度，对于

本文的二维节理岩体，为满足整体精度要求，所需

试验次数与试验尺寸的 2.56 次方成反比，数值上大

于其尺寸发生变化的空间维数值。一个大尺寸试样

可分成多个小尺寸试样的个数与尺寸发生变化的

空间维数值成正比。结合以上结论可推知：一个大

试样单独试验的结果优于将其分成多个小尺寸试

样的试验结果的均值。结论可推广至三维节理岩

体，其适用范围限于本文岩体模型，即均匀应力边

界条件下的贯通节理岩体。而其是否严格成立，尚

需相应数值试验、室内和现场试验等的验证。 

2.3  统计结果可靠性论证 

本文进行了大量的数值试验，结合式(2)和图 6，

可以得到本文足量试验次数对应柔量平均值的  

相对标准差如表 2 最后一列所示，每个值均小于

1%，证实了本文采用的试验次数足够多，统计结果

可靠。 

3  结论适用性探讨 

等效弹性模量的选取在复合材料力学中已有

系统研究，Voigt假设复合材料的各组分中的应变是

相等的，将各组分的弹性模量加权平均得到了复合

材料等效弹性模量的上限，如图7(a)和式(5)所示；

Reuss假设则认为复合材料内的应力是均匀的，基于

柔量得到了复合材料等效弹性模量的下限，如图7(b)

和式(6)所示。 

          

(a) Voigt等应变模型      (b) Reuss等应力模型 

图 7  Voigt-Reuss 边界 

Fig.7  Voigt-Reuss Bounds 

对于Voigt等应变模型有： 
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对于 Reuss 等应力模型有： 
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      (6) 

其中： Ê、̂ 、̂ 分别表示复合材料的等效弹性模

量、等效应力和等效应变； if 为第 i个组分所占的

体积百分比。 

工程上往往取样本平均弹性/变形模量估算其

整体等效模量，完整性高、岩性好的样本(试验点)

具有相当高的弹性模量，在这种统计方法中占主导

因素，得到的结果偏大，对应于复合材料力学中等

效模量的上限(Voigt bound)；而采用样本柔量的均

值间接估算弹性模量，完整性低、岩性差的样本具

有相当高的柔量，在这种统计方法中占主导因素，

得到的结果偏安全，对应于复合材料力学中等效模

量的下限(Reuss bound)。如果将 Voigt-Reuss 等效模

量估算方法推广到岩体材料，可以得到如下推论：

1) 在岩体内部应变均匀的情况下，宜直接取样本平

均弹性/变形模量估算其整体等效模量；2) 在岩体

内部应力均匀的情况下，宜采用样本柔量的均值间

接估算弹性模量。本文离散元数值试验岩体采用贯

通节理(非贯通节理尖端容易出现应力集中现象)，

边界条件采用应力控制型边界条件，使得岩体内应

力分布相对均匀，数值试验结果显示采用柔量间接

估算弹性模量更为准确，验证了推论 2)的合理性。

现实中的岩体节理并非完全贯通，边界条件复杂，

如何准确估算整体等效弹性模量，有待进一步研究

和探讨。 

4  工程应用 

白鹤滩水电站位于金沙江下游攀枝花至宜宾

河段，坝址左岸属四川省宁南县跑马乡，坝址右岸

属云南省巧家县大寨乡，是我国继三峡、溪洛渡之

后开展前期工作的又一座千万千瓦级水电站。坝址

区部分玄武岩层柱状节理发育(如图 8)，其变形特征

等研究对评价建基岩体质量、确定合理开挖深度具

有重要意义。柱状节理Ⅲ1 类岩体柱体不规则，长

度一般 1m~5m，柱体直径 13m~25cm，典型截面如

图 9 所示，以不规则五边形和四边形为主，柱面平

直粗糙，与图 3 对比可知：柱面形态与 Voronoi 多

边形甚为相近。宁宇等计算得到柱状节理岩体 REV

尺度为 3.0m×3.0m[3]。表 3 为白鹤滩水电站左岸Ⅲ1

类柱状节理岩体的水平向承压板试验成果，承压板

直径为 50.5cm，远小于 REV 尺度，样本等效弹性
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模量值离散度大，宜综合考虑上述两种方法估算整

体等效弹性模量。 

 
图 8  白鹤滩水电站坝址区柱状节理岩体图 

Fig.8  Columnar jointed rock masses at the dam site of 

Baihetan Hydropower Station 

 
图 9  柱状节理岩体断面素描图 

Fig.9  Cross-section sketch drawing of columnar jointed rock 

masses 

采用传统方法估算岩体整体等效弹性模量： 

eq 21.9GPaE                 (7) 

以“均值±标准差”的形式估算整体等效弹性

模量取值范围，则： 

 eq eq eq eq 18.7 ~ 25.0( ( ) ~ ( )) GPaE E E E    (8) 

基于样本柔量估算岩体整体等效弹性模量： 

eq1 /1 / 18.7 GPaE                          (9) 

eq eq eq eq

1 1
~

1/ (1 / ) 1 / (1 / )E E E E 

 
    

 

(16.6 ~ 21.4)GPa        (10) 

类似于 Voigt-Reuss 边界理论，由式(7)、式(9)

得到该类岩体整体等效弹性模量的参考取值范围

为 18.7GPa~21.9GPa，若考虑统计结果本身的误差，

由 式 (8) 、 式 (10) 得 到 扩 大 的 取 值 范 围 为

16.6GPa~25.0GPa。 

表 3  白鹤滩水电站左岸 III1类柱状节理岩体的 

水平向承压板试验成果 

Table 3  Statistics of equivalent continuum elastic moduli 

based on horizontal bearing plate test of III1 class columnar 

jointed rocks on left bank of the Baihetan Hydropower Station 

编号 1 2 3 4 5 6 7 8 9

等效弹性模量/GPa 35.8 29.2 13.7 15.6 15.1 35.0 13.513.525.3

5  结论 

本文采用离散元数值试验，充分考虑岩体中节

理和完整岩石的相互影响以及节理的随机性，得到

应力控制型单轴压缩边界条件下的贯通 Voronoi 随

机节理岩体变形尺寸效应特性如下： 

(1) 在本文给定参数下，相对标准差 CV 值为

10%对应的变形 REV 尺寸约为 2lvor，CV 值为 5%

对应的变形 REV 尺寸约为 4lvor。 

(2) 在 REV 尺度内，等效弹性模量的均值 eqE

随着尺寸的增大显著降低；而柔量的均值 eq1 / E 随

尺寸变化很小。采用 1/ eq1 / E 间接估算岩体整体等

效弹性模量明显优于 eqE 估算。 

(3) 为获得节理岩体的整体柔量，既可以通过

少量的大尺寸试验，也可以通过大量的小尺寸试

验，为满足指定精度要求，所需试验次数与尺寸呈

负的幂函数关系。对于本文的二维节理岩体，所需

试验次数与试验尺寸的 2.56 次方成反比，数值上大

于其尺寸发生变化的空间维数。 

与 Voigt-Reuss 边界理论对比分析知：结论(2)

适用于岩体内部应力均匀的情况。现实中的岩体节

理并非完全贯通，边界条件复杂，结论(2)不完全正

确但仍具参考价值。实际工程中多采用样本 eqE 估

算岩体的整体等效弹性模量，结果偏于乐观，本文

建议同时采用 1/ eq1 / E 间接估算岩体的整体等效弹

性模量的下限。 
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