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摘 要: 针对属性权重完全未知,属性值以直觉梯形模糊数形式给出的多属性决策问题,提出一种灰关联投影寻踪

动态聚类法. 该方法综合考虑灰色关联和优隶属度,改进灰关联投影法 (GRPM),并将改进的灰关联投影法与投影寻

踪动态聚类 (PPDC)方法结合,构建投影目标函数. 引入萤火虫算法 (FA)优化投影目标函数,寻求灰关联投影值的最

佳投影方向,从而求得灰关联投影值.根据灰关联投影值的大小对备选方案进行分类、排序和择优. 实例分析结果验

证了所提出方法的有效性和可行性.
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Abstract: Aiming at unknown attribute weights and attribute values which are expressed in trapezoidal intuitionistic fuzzy

numbers, a gray relation projection pursuit dynamic cluster method is proposed. This method improves grey correlation

projection method(GRPM) under the comprehensive consideration of preferential membership and grey correlation,

combines projection pursuit dynamic cluster(PPDC) method and the grey relation projection method, and constructs the

projection objective function. The firefly algorithm(FA) is adopted to optimize the objective function of projection for

obtaining the best projection direction of grey correlation projection values, and the grey correlation projection values are

evaluated, which are applied to classify, rank and prefer the alternatives. Results of the application examples verify the

effectiveness and feasibility of the proposed method.
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0 引引引 言言言

多属性决策 (MADM)是现代决策科学的一个重

要组成部分, 主要是利用已有决策信息,对有限个备

选方案按照一定方式进行排序择优[1-3], 以解决多个

属性有限个方案的决策问题,其理论和方法在应急会

商、系统工程和管理科学等诸多领域有广泛的应用.

现有研究成果对属性值为区间数、三角模糊数

和梯形模糊数的MADM问题均有研究[1-6]. 自文献

[7]提出模糊集理论以来, 该理论便被广泛用于研究

模糊决策问题;文献 [8-9]提出了直觉模糊集,并在此

基础上进一步研究了区间直觉模糊集 (IVIFS); 文献

[10]针对属性权重不完全已知或完全未知的区间直

觉模糊MADM问题,提出了一种理想解的方法;文献

[11]定义了直觉三角模糊数及其运算,并应用于直觉
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模糊故障数分析;文献 [12]定义了直觉梯形模糊数和

区间直觉梯形模糊数;文献 [13]定义了直觉梯形模糊

数的距离公式和加权算数平均算子, 并提出了信息

不完全确定的多准则决策方法;文献 [14]从几何角度

定义了直觉梯形模糊数期望值和期望函数, 以及直

觉梯形模糊数有序加权集成算子;文献 [15]定义了直

觉梯形模糊有序加权平均算子和混合集成算子, 并

提出了用于解决直觉梯形模糊数的多属性群决策方

法; 文献 [16]针对属性值为直觉梯形模糊数, 属性权

重完全未知的多属性决策问题, 提出了一种扩展的

VIKOR方法;文献 [4]提出了直觉梯形模糊数的幂均

算子,并将其应用于多属性群决策问题.

目前,基于直觉梯形模糊多属性决策问题的研究

尚处于起步阶段. 为了避免确定属性权重时主观人为

因素的干扰以及决策信息的缺失,解决多属性决策问

题中的不相容性和模糊性,本文提出一种灰关联投影

寻踪动态聚类方法,并将其用于解决属性权重完全未

知且属性值以直觉梯形模糊数形式给出的多属性决

策问题.

1 预预预备备备知知知识识识

1.1 直直直觉觉觉梯梯梯形形形模模模糊糊糊数数数

定定定义义义 1[12, 17] 设 𝑎̃为实数集中的一个直觉梯形

模糊数,其隶属函数可表示为

𝜇𝑎̃(𝑥) =

⎧⎨⎩

𝑥− 𝑎

𝑏− 𝑎
𝜇𝑎̃, 𝑎 ⩽ 𝑥 < 𝑏;

𝜇𝑎̃, 𝑏 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑐;
𝑑− 𝑥

𝑑− 𝑐
𝜇𝑎̃, 𝑐 < 𝑥 ⩽ 𝑑;

0, otherwise.

(1)

非隶属函数为

𝜈𝑎̃(𝑥) =

⎧⎨⎩

𝑏− 𝑥+ 𝜈𝑎̃(𝑥− 𝑎)

𝑏− 𝑎1
𝜇𝑎̃, 𝑎1 ⩽ 𝑥 < 𝑏;

𝜈𝑎̃, 𝑏 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑐;
𝑥− 𝑐+ 𝜈𝑎̃(𝑑1 − 𝑥)

𝑑1 − 𝑐
𝜇𝑎̃, 𝑐 < 𝑥 ⩽ 𝑑1;

0, otherwise.

(2)

其中: 0 ⩽ 𝜇𝑎̃ ⩽ 1, 0 ⩽ 𝜈𝑎̃ ⩽ 1, 𝜇𝑎̃ + 𝜇𝑎̃ ⩽ 1; 𝑎, 𝑎1, 𝑏, 𝑐,

𝑑, 𝑑1 ∈ 𝑅. 称 𝑎̃ = ⟨([𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑];𝜇𝑎̃), ([𝑎1, 𝑏, 𝑐, 𝑑1]; 𝜈𝑎̃)⟩为
直觉梯形模糊数. 如果 [𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑] = [𝑎1, 𝑏, 𝑐, 𝑑1], 则直

觉梯形模糊数可简记为 𝑎̃ = ([𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑];𝜇𝑎̃, 𝜈𝑎̃). 另外,

𝜋 = 1 − 𝜇𝑎̃ − 𝜈𝑎̃表示模糊数的犹豫程度, 𝜋𝑎̃越小,模

糊数越确定. 特别地,当 𝑏 = 𝑐时,直觉梯形模糊数将

简化为直觉三角模糊数[18].

1.1.1 直直直觉觉觉梯梯梯形形形模模模糊糊糊数数数的的的运运运算算算法法法则则则和和和性性性质质质

定定定义义义 2 设 𝑎̃1 = ([𝑎1, 𝑏1, 𝑐1, 𝑑1];𝜇𝑎̃1 , 𝜈𝑎̃1), 𝑎̃2 =

([𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑑2];𝜇𝑎̃2 , 𝜈𝑎̃2)为两个任意的直觉梯形模糊

数, 𝜆 ⩾ 0,直觉梯形模糊数的基本运算法则定义如下:

1) 𝑎̃1 + 𝑎̃2 = ([𝑎1 + 𝑎2, 𝑏1 + 𝑏2, 𝑐1 + 𝑐2, 𝑑1 +

𝑑2];𝜇𝑎̃1

⋀
𝜇𝑎̃2 , 𝜈𝑎̃1

⋁
𝜈𝑎̃2).其中: 算子“

⋀
”为通过比较

取其小,“
⋁
”为通过比较取其大.

2) 𝑎̃1𝑎̃2 = ([𝑎1𝑎2, 𝑏1𝑏2, 𝑐1𝑐2, 𝑑1𝑑2];𝜇𝑎̃1

⋀
𝜇𝑎̃2 ,

𝜈𝑎̃1

⋁
𝜈𝑎̃2);

3) 𝜆𝑎̃1 = ([𝜆𝑎1, 𝜆𝑏1, 𝜆𝑐1, 𝜆𝑑1];𝜇𝑎̃1 , 𝜈𝑎̃1);

4) 𝑎̃𝜆1 = ([𝑎𝜆1 , 𝑏
𝜆
1 , 𝑐

𝜆
1 , 𝑑

𝜆
1 ];𝜇𝑎̃1 , 𝜈𝑎̃1).

性性性质质质 1 设 𝑎̃1 = ([𝑎1, 𝑏1, 𝑐1, 𝑑1];𝜇𝑎̃1 , 𝜈𝑎̃1), 𝑎̃2 =

([𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑑2];𝜇𝑎̃2 , 𝜈𝑎̃2)为两个任意的直觉梯形模糊

数, 𝜆 ⩾ 0,易见 𝑎̃1, 𝑎̃2具有以下性质:

1) 𝑎̃1 + 𝑎̃2 = 𝑎̃2 + 𝑎̃1, 𝑎̃1𝑎̃2 = 𝑎̃2𝑎̃1.

2) 𝜆(𝑎̃1 + 𝑎̃2) = 𝜆𝑎̃1 + 𝜆𝑎̃2, 𝑎̃𝜆1
1 + 𝑎̃𝜆2

1 =

𝑎̃𝜆1+𝜆2
1 , 𝜆1𝑎̃1 + 𝜆2𝑎̃1 = (𝜆1 + 𝜆2)𝑎̃1.其中: 𝜆 ⩾ 0,

𝜆1 ⩾ 0, 𝜆2 ⩾ 0.

3) (𝑎̃𝜆1 )𝑘 = 𝑎̃𝜆𝑘1 . 其中: 𝑎̃1 ⩾ 0, 𝜆 ⩾ 0, 𝑘 ⩾ 0.

1.1.2 直直直觉觉觉梯梯梯形形形模模模糊糊糊数数数的的的距距距离离离

定定定义义义 3[19] 设𝑍为Banach空间, 𝑈和𝑉 为𝑍中

的任意两个子集,则𝑈与𝑉 之间的Hausdorff距离为

𝑑(𝑈, 𝑉 ) = max{sup
𝑢∈𝑈

inf
𝑣∈𝑉

∣𝑢− 𝑣∣, sup
𝑣∈𝑉

inf
𝑢∈𝑈

∣𝑢− 𝑣∣}.
如果𝑍 = 𝑅, 𝑈 = [𝑢1, 𝑢2]和𝑉 = [𝑣1, 𝑣2]为区间数,则

距离简化为 𝑑(𝑈, 𝑉 ) = max{∣𝑢1 − 𝑣1∣, ∣𝑢2 − 𝑣2∣}.

定定定义义义 4 设 𝑎̃1 = ([𝑎1, 𝑏1, 𝑐1, 𝑑1];𝜇1, 𝜈1), 𝑎̃2 =

([𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑑2];𝜇2, 𝜈2)为两个任意的直觉梯形模糊数,

基于Hausdorff距离的定义, 它们之间的Hamming距

离和Euclidean距离分别定义如下:

𝑑ℎ(𝑎̃1, 𝑎̃2) =

1

4
(∣𝑎1 − 𝑎2∣+ ∣𝑏1 − 𝑏2∣+ ∣𝑐1 − 𝑐2∣+

∣𝑑1 − 𝑑2∣) + max{∣𝜇1 − 𝜇2∣, ∣𝜈1 − 𝜈2∣}; (3)

𝑑𝑒(𝑎̃1, 𝑎̃2) =

1

2
((𝑎1 − 𝑎2)

2 + (𝑏1 − 𝑏2)
2 + (𝑐1 − 𝑐2)

2+

(𝑑1 − 𝑑2)
2 +max{∣𝜇1 − 𝜇2∣2, ∣𝜈1 − 𝜈2∣2})1/2. (4)

若𝜇1 = 𝜇2 = 1, 𝑣1 = 𝑣2 = 0, 则直觉梯形模糊

数 𝑎̃1 = ([𝑎1, 𝑏1, 𝑐1, 𝑑1];𝜇1, 𝜈1)和 𝑎̃2 = ([𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑑2];

𝜇2, 𝜈2)退化为梯形模糊数. 因此, 式 (3)和 (4)均退化

为梯形模糊数的Hamming距离和Euclidean距离.

1.2 改改改进进进的的的灰灰灰关关关联联联投投投影影影法法法

1.2.1 建建建立立立方方方案案案评评评价价价集集集矩矩矩阵阵阵

灰关联投影法是一种多目标系统决策方法, 它

将灰色系统理论与矢量投影原理相结合, 理论简捷,

可操作性好. 该方法能够全面地分析指标间的相互

关系,反映整个指标空间的影响,避免单方向偏差[20].

为了便于分析并保证方案集中各指标之间具有等

效性和同序性, 首先根据模糊数学隶属函数理论,对
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指标原始数据进行归一化处理并消除量纲.设有备

选方案集𝑋 = {𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚},指标 (属性)集𝐵 =

{𝐵1, 𝐵2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐵𝑛},备选方案𝑋𝑖在指标𝐵𝑗下的属性

值为𝑥𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝑤𝑗为指标的

权重, 𝑤 ∈ [0, 1], 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,且
𝑛∑

𝑗=1

𝑤𝑗 = 1. 记𝑋∗

为𝑋的决策矩阵, 对于效益型指标 (越大越优), 通过

下式进行归一化处理并消除量纲:

𝑥∗
𝑖𝑗 =

𝑥𝑖𝑗 − 𝑥𝑗(min)

𝑥𝑗(max) − 𝑥𝑗(min)
; (5)

对于成本型指标 (越小越优),其处理方式为

𝑥∗
𝑖𝑗 =

𝑥𝑗(max) − 𝑥𝑖𝑗

𝑥𝑗(max) − 𝑥𝑗(min)
. (6)

其中: 𝑥𝑗(max)和𝑥𝑗(min)分别为第 𝑗个指标的最大值

和最小值, 𝑥∗
𝑖𝑗为指标值的归一化数列. 于是, 备选方

案集𝑋对指标集𝐵的决策矩阵为

𝑋∗ = (𝑥∗
𝑖𝑗), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

理想方案参考数列的元素应由各备选方案规范

化后的指标 (属性)值最优解组成,即

𝑋∗
0 = (𝑥∗

01, 𝑥
∗
02, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥∗

0𝑛), (7)

其中𝑥∗
0𝑗 = max𝑗 𝑥

∗
𝑖𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

1.2.2 差差差异异异空空空间间间变变变换换换矩矩矩阵阵阵

记𝜎𝑖𝑗为理想方案参考数列𝑋∗
0 与备选方案指标

数列𝑋∗
𝑖 之间差值的绝对值,即

𝜎𝑖𝑗 = ∣𝑥∗
0𝑗 − 𝑥∗

𝑖𝑗 ∣, (8)

Δ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜎11 𝜎12 . . . 𝜎1𝑛

𝜎21 𝜎22 . . . 𝜎2𝑛

...
...

. . .
...

𝜎𝑚1 𝜎𝑚2 . . . 𝜎𝑚𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (9)

其中: 𝜎𝑖𝑗的最大值为两极最大值𝜎max,最小值为两极

最小值𝜎min.

1.2.3 确确确定定定加加加权权权灰灰灰色色色关关关联联联决决决策策策矩矩矩阵阵阵

记Ω为灰色关联空间, 𝜁为特定关联映射, 𝑟𝑖𝑗为

灰色关联系数[21],则

𝑟𝑖𝑗 =
𝜎min + 𝜆𝜎max

𝜎𝑖𝑗 + 𝜆𝜎max
,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (10)

其中𝜆为分辨系数, 𝜆 ∈ [0, 1],通常取𝜆 = 0.5.将𝑚 ×
𝑛个灰色关联系数 𝑟𝑖𝑗组成灰色关联度判断矩阵𝑅,记

指标权重向量𝑤 = (𝑤1, 𝑤2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤𝑛), 于是对𝑅加权

后可得加权灰色关联决策矩阵

𝑅∗ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑤1𝑟11 𝑤2𝑟12 . . . 𝑤𝑛𝑟1𝑛

𝑤1𝑟21 𝑤2𝑟22 . . . 𝑤𝑛𝑟2𝑛
...

...
. . .

...

𝑤1𝑟𝑚1 𝑤2𝑟𝑚2 . . . 𝑤𝑛𝑟𝑚𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (11)

1.2.4 计计计算算算灰灰灰色色色关关关联联联投投投影影影值值值

将每个备选方案堪称一个行向量 (矢量),则称备

选方案与理想方案之间的夹角为灰色关联投影角[20],

其余弦值为

𝑑𝑖 = cos𝛼 =

𝑛∑
𝑗=1

𝑤𝑗𝑟𝑖𝑗𝑤𝑗√√√⎷ 𝑛∑
𝑗=1

[𝑤𝑗𝑟𝑖𝑗 ]
2

√√√⎷ 𝑛∑
𝑗=1

𝑤2
𝑗

. (12)

显然,夹角余弦 0 ⩽ 𝑑𝑖 ⩽ 1,且总是越大越好. 𝑑𝑖越大,

表示𝑋∗
𝑖 与𝑋∗

0 之间的变化方向越一致.记𝑋∗
𝑖 的模数

为 𝑎𝑖, 备选方案𝑋∗
𝑖 在理想方案𝑋∗

0 上的灰色关联投

影值[20]为

𝑧𝑖 = 𝑎𝑖𝑑𝑖 =

𝑛∑
𝑗=1

𝑤2
𝑗 𝑟𝑖𝑗√√√⎷ 𝑛∑

𝑗=1

𝑤2
𝑗

=

𝑛∑
𝑗=1

𝑤𝑗𝑟𝑖𝑗 . (13)

其中

𝑤𝑗 = 𝑤2
𝑗

/√√√⎷ 𝑛∑
𝑗=1

𝑤2
𝑗 ,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛; (14)

称𝑤𝑗 = (𝑤1, 𝑤2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤𝑛)为灰色关联投影值矢量. 依

据灰色关联投影值 𝑧𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)的大小对各备

选方案进行排序并择优; 灰色关联投影值越大,对应

的方案越优.

1.3 投投投影影影寻寻寻踪踪踪动动动态态态聚聚聚类类类法法法[22]

1.3.1 备备备选选选方方方案案案评评评价价价指指指标标标集集集的的的归归归一一一化化化处处处理理理

设有备选方案集𝑋 = {𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚}, 指标

(属性)集𝐵 = {𝐵1, 𝐵2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐵𝑛},备选方案𝑋𝑖在指标

𝐵𝑗下的属性值为𝑥𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

由于各指标的量纲不同或数值范围相差较大, 根据

式 (5)和 (6)对指标进行归一化处理并消除量纲.

1.3.2 线线线性性性投投投影影影

PP方法是将𝑛维数据 {𝑥𝑖𝑗 ∣𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}综合
成以 𝑎 = {𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑛}为投影方向的一维投影值

𝑧𝑖 =

𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚,

其中 𝑎为单位长度向量.

1.3.3 构构构造造造投投投影影影指指指标标标

设备选方案投影特征值集合为Ω = {𝑧1, 𝑧2,
⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧𝑛},记 𝑠(𝑧𝑖, 𝑧𝑘)为任意两投影特征值间的绝对值

距离, 即 𝑠(𝑧𝑖, 𝑧𝑘) = ∣𝑧𝑖 − 𝑧𝑘∣, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛; 将待聚

类方案分为𝑁(𝑁 ⩽ 𝑛)类, 用Θℎ(ℎ = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)表
示第ℎ类备选方案投影特征值集合,即
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Θℎ = {𝑧𝑖∣𝑑(𝐴ℎ − 𝑧𝑖) ⩽ 𝑑(𝐴𝑡 − 𝑧𝑖),

𝑡 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ; 𝑡 ∕= ℎ}.
其中

𝑑(𝐴ℎ − 𝑧𝑖) = ∣𝑧𝑖 −𝐴ℎ∣, 𝑑(𝐴𝑡 − 𝑧𝑖) = ∣𝑧𝑖 −𝐴𝑡∣,
𝐴ℎ和𝐴𝑡分别为第ℎ类和第 𝑡类的初始聚核. 在实际

操作过程中, 用前一次得到的分类备选方案投影特

征值的均值迭代替换.类内方案的邻近程度用类内聚

度 dd(𝑎)表示为

dd(𝑎) =

𝑁∑
ℎ=1

𝑑ℎ(𝑎), (15)

其中: 𝑑ℎ(𝑎) =
∑

𝑧𝑖,𝑧𝑘∈Θℎ

𝑠(𝑧𝑖, 𝑧𝑘), dd(𝑎)越小类内方案

的聚集程度越高.

方案间的离散程度用类间分散度 ss(𝑎)表示为

ss(𝑎) =
∑

𝑧𝑖,𝑧𝑘∈Ω

𝑠(𝑧𝑖, 𝑧𝑘), (16)

ss(𝑎)越大备选方案离散程度越高.

根据动态聚类法构建的投影指标为

QQ(𝑎) = ss(𝑎)− dd(𝑎). (17)

显然, 当QQ(𝑎)取最大值时, 可实现类内备选方案尽

量集中、类间备选方案尽量散开的聚类目标.

1.3.4 优优优化化化投投投影影影指指指标标标

通过上述分析,投影寻踪动态聚类法可转化为如

下非线性优化问题:⎧⎨⎩ max QQ(𝑎);

∥𝑎∥ = 1.
(18)

本文采用萤火虫算法 (FA)求解. FA算法是群

集智能优化算法领域的最新算法, 由英国剑桥大学

YANG[23]根据萤火虫的特性提出, 具体算法参见文

献 [23]. 下面简要介绍萤火虫算法的流程[24].

Step 1: 初始化算法基本参数. 设置萤火虫数目

𝑚,光强吸收系数 𝛾,最大吸引度 𝛽0,步长因子𝛼 ,搜索

精度 𝜀或最大迭代次数max𝑁 .

Step 2: 随机初始化萤火虫的位置,计算萤火虫的

目标函数值,并将其作为各自最大萤光亮度 𝐼0.

Step 3: 计算群体中萤火虫的相对亮度 𝐼和吸引

度𝛽,根据相对亮度决定萤火虫的移动方向.

Step 4: 更新萤火虫的空间位置,对处在最优位置

的萤火虫进行随机扰动. 根据更新后萤火虫的位置,

重新计算萤火虫的亮度.

Step 5: 当搜索精度满足要求或达到最大搜索次

数时转 Step 6; 否则, 搜索次数增加 1, 转 Step 4, 进行

下一次搜索.

Step 6: 输出全局极值点和最优个体值.

算法的时间复杂度为𝑂(𝑚2), 𝑚为萤火虫数目.

2 基基基于于于直直直觉觉觉梯梯梯形形形模模模糊糊糊数数数的的的灰灰灰关关关联联联投投投影影影寻寻寻踪踪踪

动动动态态态聚聚聚类类类法法法

设有备选方案集𝑋 = {𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚}, 指标

(属性)集𝐵 = {𝐵1, 𝐵2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐵𝑛},指标权重𝑤𝑗完全未

知,满足𝑤𝑗 ∈ [0, 1], 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,
𝑛∑

𝑗=1

𝑤𝑗 = 1. 方案

𝑋𝑖在指标𝐵𝑗下的属性值为𝑥𝑖𝑗 , 那么模糊决策矩阵

为 𝑋̃ = [𝑥𝑖𝑗 ]𝑚×𝑛, 𝑥̃𝑖𝑗可用直觉梯形模糊数表示为

𝑥̃𝑖𝑗 = ([ℎ1𝑖(𝑥𝑗), ℎ2𝑖(𝑥𝑗), ℎ3𝑖(𝑥𝑗), ℎ4𝑖(𝑥𝑗)];𝜇𝑖𝑗 , 𝜈𝑖𝑗).

其中: 𝜇𝑖𝑗表示方案𝑋𝑖在属性𝐵𝑗下属于梯形模糊数

[ℎ1𝑖(𝑥𝑗), ℎ2𝑖(𝑥𝑗), ℎ3𝑖(𝑥𝑗), ℎ4𝑖(𝑥𝑗)]的程度, 𝜈𝑖𝑗表示方

案𝑋𝑖在 属 性𝐵𝑗下 不 属 于 梯 形 模 糊 数 [ℎ1𝑖(𝑥𝑗),

ℎ2𝑖(𝑥𝑗), ℎ3𝑖(𝑥𝑗), ℎ4𝑖(𝑥𝑗)]的程度, 0 ⩽ 𝜇𝑖𝑗 ⩽ 1, 0 ⩽
𝜈𝑖𝑗 ⩽ 1, 𝜇𝑖𝑗 + 𝜈𝑖𝑗 ⩽ 1.

针对属性值以直觉梯形模糊数形式表示且属性

权重信息完全未知的多属性决策问题,提出一种灰关

联投影寻踪动态聚类方法,具体计算步骤如下.

Step 1: 构造直觉梯形模糊决策矩阵 𝑅̃并规范化.

若直觉梯形模糊数

𝑥̃𝑖𝑗 = ([ℎ1𝑖(𝑥𝑗), ℎ2𝑖(𝑥𝑗), ℎ3𝑖(𝑥𝑗), ℎ4𝑖(𝑥𝑗)];𝜇𝑖𝑗 , 𝜈𝑖𝑗),

则对于效益型属性,利用下式将 𝑅̃规范化:

𝑟𝑙𝑖(𝑥𝑗) =
ℎ𝑙𝑖(𝑥𝑗)−minℎ1𝑖(𝑥𝑗)

maxℎ4𝑖(𝑥𝑗)−minℎ1𝑖(𝑥𝑗)
, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 4;

(19)

对于成本型属性,利用下式将 𝑅̃规范化:

𝑟𝑙𝑖(𝑥𝑗) =
maxℎ4𝑖(𝑥𝑗)− ℎ5−𝑙,𝑖(𝑥𝑗)

maxℎ4𝑖(𝑥𝑗)−minℎ1𝑖(𝑥𝑗)
, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 4.

(20)

其中: ℎ5−𝑙,𝑖(𝑥𝑗)的下标 5 − 𝑙能确保规范化后的结果

满足 𝑟1𝑖(𝑥𝑗) ⩽ 𝑟2𝑖(𝑥𝑗) ⩽ 𝑟3𝑖(𝑥𝑗) ⩽ 𝑟4𝑖(𝑥𝑗), 即 𝑟𝑖𝑗仍

为直觉梯形模糊数.将 𝑟𝑖𝑗简记为 𝑟𝑖𝑗 = [𝑟1𝑖(𝑥𝑗),

𝑟2𝑖(𝑥𝑗), 𝑟3𝑖(𝑥𝑗), 𝑟4𝑖(𝑥𝑗)], 规范化后的决策矩阵为 𝑅̃ =

[𝑟𝑖𝑗 ]𝑚×𝑛.

Step 2: 确定参考数列. 将参考序列定义为

𝑅0 = (𝑟01, 𝑟02, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟0𝑛), (21)

其中 𝑟0𝑗 = ([1, 1, 1, 1]; 1, 0).

Step 3: 计算属性值数列与参考数列对应元素之

间的距离. 利用定义 4中式 (3)计算Hamming距离,即

𝜎𝑖𝑗 =

1

4
(∣𝑟1𝑖(𝑥𝑗)− 1∣+ ∣𝑟2𝑖(𝑥𝑗)− 1∣+ ∣𝑟3𝑖(𝑥𝑗)− 1∣+

∣𝑟4𝑖(𝑥𝑗)− 1∣) + max{∣𝜇𝑖𝑗 − 1∣, ∣𝜈𝑖𝑗 − 0∣}. (22)

式 (22)确定了属性值数列与参考数列对应元素之间

距离 𝛿𝑖𝑗 , 这种处理方式比直接转化为实数失去的信

息更少. 同时, 可获得所有距离的最大值𝜎max和最
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小值𝜎min. 其中: 𝜎max = max𝑖𝑗 𝜎𝑖𝑗 , 𝜎min = min𝑖𝑗 𝜎𝑖𝑗 ,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

Step 4: 计算灰色关联系数. 根据式 (10)可得灰色

关联系数

𝑟𝑖𝑗 =
𝜎min + 𝜆𝜎max

𝜎𝑖𝑗 + 𝜆𝜎max
,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, (23)

取分辨系数𝜆 = 0.5.

Step 5: 计算灰关联投影值.根据式 (13)可得灰关

联投影值

𝑧𝑖 =

𝑛∑
𝑗=1

𝑤̄𝑗𝑟𝑖𝑗 ,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (24)

灰关联投影法的基本原则为:理想方案与备选方案之

间应该有最大的灰关联投影值.显然, 如果各属性权

重信息已知, 根据式 (14)可得灰关联投影值矢量, 从

而求得灰关联投影值,那么灰关联投影值越大,备选

方案便越优. 然而,本文的属性权重信息完全未知,故

欲求灰关联投影值,需求得属性权重或灰关联投影值

矢量. 因此,通过第 1.3节中的投影寻踪动态聚类法建

立优化模型计算灰关联投影值矢量为

max 𝑧𝑖 =

𝑛∑
𝑗=1

𝑤̄∗
𝑗 𝑟𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚;

s.t.

𝑛∑
𝑗=1

𝑤̄∗2
𝑗 = 1, 𝑤̄∗2

𝑗 ⩾ 0, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (25)

通过引入萤火虫算法对目标模型进行优化,可得

𝑤̄∗
𝑗 = (𝑤̄∗

1 , 𝑤̄
∗
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤̄∗

𝑛), 通过式 (14)求得灰关联投影

值矢量 𝑤̄𝑗 = (𝑤̄1, 𝑤̄2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤̄𝑛), 这样通过式 (13)可得

灰关联投影值 𝑧𝑖.

Step 6: 对各备选方案进行排序.依据灰关联投影

值 𝑧𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)的大小对各备选方案进行分类

和排序择优. 灰关联投影值 𝑧𝑖越大,方案𝑋𝑖越优.

3 实实实例例例分分分析析析

例例例 1 某流域发生水质污染事件,流域主管部门

对现有 5个应急备选方案𝑋𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 5)进行选
择,会商决策者根据应急处理 (𝐵1)、现场控制 (𝐵2)、

调配物资 (𝐵3)、跟踪监测 (𝐵4)和事后恢复 (𝐵5) 5项

评估属性对各备选方案进行比选.现由决策者给出决

策信息,如表 1所示. 由于备选方案是一个多元复杂

体系,影响备选方案的评估属性较多, 规律性各不相

同, 这便给选择最佳方案带来了众多模糊性和不确

定性. 由于备选方案属性权重未知,通过专家调查打

分 (即离散方法)确定备选方案某种评估属性的权重

会过早地将模糊信息精确化, 造成信息的丢失,这样

将导致评判结果可信度降低[25]. 为了避免通过专家

调查打分等方法确定属性权重时主观人为因素的干

扰以及决策信息的缺失,在选择最佳方案时, 可利用

本文提出的决策方法进行求解,求解过程如下:

1)根据 Step 1将直觉梯形模糊决策矩阵规范化,

结果如表 2所示.

2) 根据 Step 3计算各备选方案与参考数列之间

的距离,结果如表 3所示.

3)根据 Step 4计算灰色关联系数,结果如表 4所

示.

4) 根据Step 5计算灰色关联投影值. 首先根据

投影寻踪动态聚类方法建立优化模型, 其中𝑚 = 5,

𝑛 = 5, 𝑁 = 2 (即将方案聚类为两类), 可得到最佳投

影方向

𝑤̄∗
𝑗 = (0.531 9, 0.369 3, 0.751 7, 0.114 4, 0.050 2),

通过式 (14)求得灰关联投影值矢量

𝑤̄𝑗 = (0.155 7, 0.075 0, 0.310 9, 0.007 2, 0.001 4),

表 1 直觉梯形模糊决策矩阵

方案 𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5

𝑋1 ([1, 2, 3, 4]; 0.7, 0.3) ([5, 6, 7, 8]; 0.7, 0.3) ([3, 4, 5, 6]; 0.7, 0.3) ([4, 5, 7, 8]; 0.6, 0.3) ([4, 5, 6, 7]; 0.8, 0.0)

𝑋2 ([2, 3, 4, 5]; 0.6, 0.3) ([6, 7, 8, 9]; 0.8, 0.1) ([4, 5, 6, 7]; 0.8, 0.2) ([3, 4, 5, 6]; 0.7, 0.3) ([6, 7, 8, 9]; 0.6, 0.3)

𝑋3 ([1, 2, 3, 5]; 0.6, 0.4) ([4, 6, 7, 8]; 0.6, 0.3) ([3, 4, 5, 6]; 0.5, 0.5) ([4, 5, 6, 7]; 0.8, 0.1) ([5, 6, 7, 8]; 0.8, 0.2)

𝑋4 ([2, 3, 4, 6]; 0.6, 0.2) ([5, 6, 7, 8]; 0.8, 0.2) ([2, 3, 5, 6]; 0.6, 0.4) ([3, 4, 5, 7]; 0.6, 0.3) ([4, 6, 7, 8]; 0.6, 0.3)

𝑋5 ([2, 3, 4, 5]; 0.8, 0.2) ([4, 5, 6, 7]; 0.9, 0.0) ([3, 4, 5, 6]; 0.8, 0.2) ([3, 5, 7, 8]; 0.7, 0.1) ([4, 5, 6, 7]; 0.8, 0.0)

表 2 规范化决策矩阵

方案 𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5

𝑋1 ([0.0, 0.2, 0.4, 0.6]; 0.7, 0.3) ([0.2, 0.4, 0.6, 0.8]; 0.7, 0.3) ([0.2, 0.4, 0.6, 0.8]; 0.7, 0.3) ([0.2, 0.4, 0.8, 1.0]; 0.6, 0.3) ([0.0, 0.2, 0.4, 0.6]; 0.8, 0.0)

𝑋2 ([0.2, 0.4, 0.6, 0.8]; 0.6, 0.3) ([0.4, 06, 0.8, 1.0]; 0.8, 0.1) ([0.4, 0.6, 0.8, 0.1]; 0.8, 0.2) ([0.0, 0.2, 0.4, 0.6]; 0.7, 0.3) ([0.4, 0.6, 0.8, 1.0]; 0.6, 0.3)

𝑋3 ([0.0, 0.2, 0.4, 0.8]; 0.6, 0.4) ([0.0, 0.4, 0.6, 0.8]; 0.6, 0.3) ([0.2, 0.4, 0.6, 0.8]; 0.5, 0.5) ([0.2, 0.4, 0.6, 0.8]; 0.8, 0.1) ([0.2, 0.4, 0.6, 0.8]; 0.8, 0.2)

𝑋4 ([0.2, 0.4, 0.6, 1.0]; 0.6, 0.2) ([0.2, 0.4, 0.6, 0.8]; 0.8, 0.2) ([0.0, 0.2, 0.6, 0.8]; 0.6, 0.4) ([0.0, 0.2, 0.4, 0.8]; 0.6, 0.3) ([0.0, 0.4, 0.6, 0.8]; 0.6, 0.3)

𝑋5 ([0.2, 0.4, 0.6, 0.8]; 0.8, 0.2) ([0.0, 0.2, 0.4, 0.6]; 0.9, 0.0) ([0.2, 0.4, 0.6, 0.8]; 0.8, 0.2) ([0.0, 0.4, 0.8, 1.0]; 0.7, 0.1) ([0.0, 0.2, 0.4, 0.6]; 0.8, 0.0)
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通过式 (24)得到灰色关联投影值

𝑧𝑖 = (0.409 8, 0.503 9, 0.369 6, 0.393 4, 0.455 2).

表 3 各方案与参考数列的距离

属性 𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 min𝑖 𝜎𝑖𝑗 max𝑖 𝜎𝑖𝑗

𝜎1𝑗 1.0 0.8 0.8 0.8 0.9 0.8 1.0

𝜎2𝑗 0.9 0.5 0.5 1.0 0.7 0.5 1.0

𝜎3𝑗 1.05 0.95 1.0 0.7 0.7 0.7 1.05

𝜎4𝑗 0.85 0.7 1.0 1.05 0.95 0.7 1.05

𝜎5𝑗 0.7 0.8 0.7 0.75 0.9 0.7 0.9

𝜎min 0.5

𝜎max 1.05

表 4 灰色关联系数矩阵

属性 𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5

𝑟1𝑗 0.672 1 0.773 6 0.773 6 0.773 6 0.719 3

𝑟2𝑗 0.719 3 1.000 0 1.000 0 0.672 1 0.836 7

𝑟3𝑗 0.650 8 0.694 9 0.672 1 0.836 7 0.836 7

𝑟4𝑗 0.745 5 0.836 7 0.672 1 0.650 8 0.694 9

𝑟5𝑗 0.836 7 0.773 6 0.836 7 0.803 9 0.719 3

由聚类结果可知: 方案𝑋2和𝑋5为一类,这两种

方案较优; 𝑋1, 𝑋4和𝑋3为一类,较𝑋2和𝑋5次之.因

为 𝑧2 > 𝑧5 > 𝑧1 > 𝑧4 > 𝑧3, 故有𝑋2 > 𝑋5 > 𝑋1 >

𝑋4 > 𝑋3,因此最佳方案为𝑋2.

这一结果与文献 [26]中采用的灰关联投影法、

文献 [27]中采用的灰色关联分析法以及文献 [13]中

的信息不完全确定的多准则决策方法的计算结果均

相同.

例例例 2 某公司为了提升自己的市场竞争力,拟定

3个同行企业𝑋𝑖(𝑖 = 1, 2, 3),欲从中选择一个最佳企

业形成合作联盟. 聘请专家针对 3个指标属性: 生产

能力 (𝐵1), 研发实力 (𝐵2)和资金周转能力 (𝐵3)进行

评价, 这些都是效益型指标.专家给出方案的直觉梯

形模糊决策矩阵如表 5所示.

表 5 直觉梯形模糊决策矩阵

方案 𝐵1 𝐵2 𝐵3

𝑋1 ([3, 5, 6, 8]; 0.5, 0.4) ([2, 3, 4, 5]; 0.8, 0.2) ([2, 4, 5, 7]; 0.7, 0.1)

𝑋2 ([1, 2, 3, 4]; 0.8, 0.0) ([3, 4, 6, 8]; 0.5, 0.4) ([3, 4, 6, 7]; 0.7, 0.2)

𝑋3 ([2, 3, 4, 6]; 0.7, 0.2) ([1, 3, 5, 8]; 0.6, 0.2) ([1, 2, 4, 6]; 0.7, 0.2)

与例 1中的分析计算步骤相同,经计算可得最佳

投影方向为

𝑤̄∗
𝑗 = (0.614 3, 0.689 0, 0.384 7),

通过式 (14)求得灰关联投影值矢量

𝑤̄𝑗 = (0.377 3, 0.474 7, 0.148 0),

通过式 (24)得到灰色关联投影值

𝑧𝑖 = (0.833 9, 0.815 8, 0.765 0).

因为 𝑧1 > 𝑧2 > 𝑧3,故有𝑋1 > 𝑋2 > 𝑋3,因此最佳方

案为𝑋1. 这一结果与文献 [28]中采用的关联变权法

计算结果一致.

以上两个实例说明了本文所提出方法的可行性

和有效性.

4 结结结 论论论

本文提出了一种新的灰色关联投影寻踪动态聚

类法. 该方法运用投影寻踪动态聚类法建立了多目标

优化模型,并引入人工智能领域最新萤火虫算法优化

目标模型,通过求得的灰关联投影值对各备选方案进

行排序择优.

本文方法避免了确定备选方案属性权重时主观

人为因素的干扰以及决策信息的缺失,可对备选方案

进行分类、排序和择优,从而解决多属性决策问题中

的不确定性和模糊性.

实例应用表明,本文方法逻辑清晰,计算简便,丰

富并发展了多属性决策问题中的理论和方法,可用于

会商决策、动态评估等相关决策问题.
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