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摘 要: 针对一类不确定非线性系统,提出一种新的模糊鲁棒𝐻∞跟踪控制方案.应用模糊T-S模型表征非线性系统,

系统不确定性通过模糊逻辑系统消除.由线性矩阵不等式和自适应律给出了模糊控制器存在的一个充分条件.基于

Lyapunov稳定性理论,模糊控制方案在所有闭环信号最终一致有界下保证了期望的𝐻∞跟踪性能.两连杆机械臂的

仿真结果表明了该方案的可行性.
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Fuzzy robust 𝐻∞ tracking control for uncertain nonlinear systems
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126.com)

Abstract: A novel fuzzy robust 𝐻∞ tracking control scheme for a class of uncertain nonlinear systems is addressed. The

nonlinear system is represented by the fuzzy Takagi-Sugeno(T-S) model, and fuzzy logic systems are used to compensate

the uncertainties. A sufficient condition for the existence of the fuzzy controller is given in terms of linear matrix

inequalities(LMIs) and the adaptive law. Based on the Lyapunov stability theorem, the fuzzy control scheme guarantees

the desired 𝐻∞ tracking performance in sense that all the closed-loop signals are uniformly ultimately bounded(UUB).

Simulation results of 2-link manipulator show the effectiveness of the developed control scheme.
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0 引引引 言言言

模糊T-S模型[1]于 1985年提出,该模型可将非线

性系统转化为多个局部的线性模型.它的提出为非线

性控制系统的分析和设计提供了强有力的工具[2-7].

所研究的控制问题包括: 镇定问题[6]、𝐻∞控制问

题[5]、𝐻2保值控制
[4]、稳定性与系统性能分析[3]、鲁

棒控制[7]以及跟踪控制[2]等. 按照对不确定性处理方

法的不同,可以分为三类工作.例如:文献 [2-4]的研究

成果属于不考虑不确定性的一类工作; 文献 [5-6]的

研究工作采用匹配条件来处理不确定性; 文献 [7]考

虑不确定性有上界约束.

尽管各种方法有其优点,但是仍然存在一些不足

之处. 例如,当前处理不确定性的约束假设仍存在一

定的保守性. 由于模糊逻辑系统是对不确定性建模的

有效工具[8-9],可以尝试将模糊T-S模型与自适应模糊

逻辑系统结合起来, 前者对非线性系统建模, 后者抵

消不确定性.以此为基础, 设计模糊鲁棒𝐻∞跟踪控

制器.

基于上面的分析,综合模糊T-S模型和模糊逻辑

系统, 本文提出一种新的𝐻∞跟踪控制方案. 应用模

糊T-S模型表征非线性系统,系统的不确定性通过模

糊逻辑系统消除.由线性矩阵不等式和自适应律给出

了模糊控制器存在的一个充分条件.所提出的模糊控

制方案在所有闭环信号最终一致有界下可以保证期

望的𝐻∞跟踪性能.理论分析和仿真实验表明了本文

提出的控制方案的有效性.

1 问问问题题题描描描述述述

考虑如下的不确定非线性系统:

𝑥̇1 = 𝑥2,
...

𝑥̇(𝛽1−1) = 𝑥𝛽1
,
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𝑥̇𝛽1 = 𝑓1(𝑥) + 𝑓1(𝑥) + (𝑔1(𝑥) + 𝑔1(𝑥))𝑢+ 𝑑1,

𝑥̇(𝛽1+1) = 𝑥(𝛽1+2),

...

𝑥̇𝑛 = 𝑓𝑚(𝑥) + 𝑓1(𝑥) + (𝑔𝑚(𝑥) + 𝑔𝑚(𝑥))𝑢+ 𝑑𝑚. (1)

其中: 𝑥 = [𝑥1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝛽1−1)
1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑛−𝛽𝑚+1), ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝑥
(𝛽𝑚−1)
(𝑛−𝛽𝑚+1)]

T ∈ 𝑅𝑛是已知的系统状态向量, 𝑢 ∈ 𝑅𝑚

是控制输入向量, 𝑓𝑖、𝑔𝑖是已知光滑非线性函数, 𝑓𝑖、

𝑔𝑖是不确定未知非线性函数, 𝑑𝑖表示外部扰动, 𝑖 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

控制任务:设计模糊跟踪控制器使得在所有闭环

信号最终一致有界意义下非线性系统 (1)的状态跟踪

参考模型的状态.

2 模模模糊糊糊模模模型型型、、、参参参考考考模模模型型型以以以及及及控控控制制制器器器设设设计计计

下面介绍由模糊模型、参考模型以及模糊控制

器构成的闭环模糊控制系统.

2.1 模模模糊糊糊模模模型型型

首先, 采用模糊T-S模型对非线性系统 (1)的已

知特性进行初步建模,有

𝑅(𝑖) : If 𝑧1(𝑡) = 𝐹 𝑖
1, and, ⋅ ⋅ ⋅ , and 𝑧𝑠(𝑡) = 𝐹 𝑖

𝑠 ,

Then 𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑖𝑥(𝑡) +𝐵𝑖𝑢(𝑡) + 𝑑,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿. (2)

其中: 𝑧𝑖(𝑡) (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠)是模糊规则的前件变量;

𝐹 𝑖
𝑗 (𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠)是模糊集; 𝐿是规则数; 𝐴𝑖、𝐵𝑖是

适维矩阵, 𝐵𝑖 = [0, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏T𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏T𝑖𝑚]T ∈ 𝑅𝑛×𝑚,

𝑏𝑖1 ∈ 𝑅𝑚, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑖𝑚 ∈ 𝑅𝑚; 𝑑 = [0, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑1, ⋅ ⋅ ⋅ , 0, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑑𝑚]T.

对系统 (2)进行局部模型加权,清晰化后,得到全

局系统为

𝑥̇(𝑡) =

𝐿∑
𝑖=1

𝜇𝑖𝐴𝑖𝑥(𝑡) +

𝐿∑
𝑖=1

𝜇𝑖𝐵𝑖𝑢(𝑡) + 𝑑. (3)

其中

𝜇𝑖 = 𝑣𝑖(𝑧(𝑡))
/ 𝐿∑

𝑖=1

𝑣𝑖(𝑧(𝑡)), 𝑣𝑖(𝑧(𝑡)) =

𝑠∏
𝑗=1

𝐹 𝑖
𝑗 (𝑧𝑗(𝑡)),

𝐹 𝑖
𝑗 (𝑧𝑗(𝑡))是 𝑧𝑗(𝑡)关于𝐹 𝑖

𝑗 的隶属度函数.显然𝜇𝑖 ⩾ 0

(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿),且
𝐿∑

𝑖=1

𝜇𝑖 = 1. 从而,模糊模型 (3)对

系统 (1)的建模误差和不确定性为

𝐵𝛥(𝑥, 𝑢) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑥2

...

𝑓1 + 𝑓1 + (𝑔1 + 𝑔1)𝑢
...

𝑓𝑚 + 𝑓𝑚 + (𝑔𝑚 + 𝑔𝑚)𝑢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
−

( 𝐿∑
𝑖=1

𝜇𝑖𝐴𝑖𝑥(𝑡) +

𝐿∑
𝑖=1

𝜇𝑖𝐵𝑖𝑢(𝑡)
)
. (4)

其中: 𝐵 = diag [𝐵̄1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐵̄𝑚], 𝐵̄𝑖 = [0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0, 1]T ∈
𝑅𝛽𝑖 , 𝛥(𝑥, 𝑢) = [𝛥1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝛥𝑚]T.于是, 非线性系统 (1)

可改写为

𝑥̇(𝑡) =

𝐿∑
𝑖=1

𝜇𝑖𝐴𝑖𝑥(𝑡) +

𝐿∑
𝑖=1

𝜇𝑖𝐵𝑖𝑢(𝑡) +𝐵𝛥(𝑥, 𝑢) + 𝑑.

(5)

2.2 参参参考考考模模模型型型

参考模型为

𝑥̇𝑟(𝑡) = 𝐴𝑟𝑥𝑟(𝑡) + 𝑟(𝑡). (6)

其中: 𝑥𝑟(𝑡)是参考模型的状态, 𝑟(𝑡)是有界输入, 𝐴𝑟

是渐近稳定矩阵.

2.3 模模模糊糊糊控控控制制制器器器

基于上述的初步建模,将基于模糊T-S模型的状

态反馈控制与基于模糊逻辑系统的自适应控制结合

起来,设计整个非线性系统的控制器为

𝑢(𝑡) = 𝑢𝑙(𝑡)− 𝑢𝑓 (𝑡). (7)

其中: 𝑢𝑙(𝑡)是基于模糊T-S模型的状态反馈控制器,

𝑢𝑓 (𝑡)是基于模糊逻辑系统的自适应补偿器.

状态反馈控制器为

𝑢𝑙(𝑡) =

𝐿∑
𝑖=1

𝜇𝑖𝐾𝑖(𝑥(𝑡)− 𝑥𝑟(𝑡)), (8)

其中𝐾𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿)是适维矩阵. 𝐾𝑖满足如下不

等式:

𝐴T
𝑖𝑗𝑃 + 𝑃𝐴𝑖𝑗 +

1

𝜌2
𝑃𝑃 + 𝑄̄ < 0. (9)

其中

𝐴𝑖𝑗 =

[
𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝐾𝑗 −𝐵𝑖𝐾𝑗

0 𝐴𝑟

]
,

𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿,
𝑄̄ = diag{2𝑄, 2𝑄},

𝑃 和𝑄是对称正定矩阵, 𝜌是正常数.

基于模糊逻辑系统的自适应补偿器为

𝑢𝑓 (𝑡) =

⎧⎨⎩ 𝐸−1𝑢̂(𝑥, 𝑢∣𝛩),

𝐸T(𝐼 + 𝐸𝐸T)−1𝑢̂(𝑥, 𝑢∣𝛩).
(10)

若𝐸非奇异,则𝑢𝑓 (𝑡) = 𝐸−1𝑢̂(𝑥, 𝑢∣𝛩); 否则, 𝑢𝑓 (𝑡) =

𝐸T(𝐼+𝐸𝐸T)−1𝑢̂(𝑥, 𝑢∣𝛩). 𝑢𝑓 (𝑡)用来抵消系统的不确

定性.

式 (10)中

𝐸𝑖 = [𝑏T𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏T𝑖𝑚]T ∈ 𝑅𝑚×𝑚,

𝐸 =

𝐿∑
𝑖=1

𝜇𝑖𝐸𝑖, (11)

𝑢̂(𝑥, 𝑢∣𝛩)由模糊逻辑系统构建. 权值𝛩的自适应律
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为

𝛩̇ = 𝜂1𝛹
T(𝑥, 𝑢)𝐵̄T𝑃𝑥̃. (12)

其中: 𝜂1是正常数, 𝛹(𝑥, 𝑢)是模糊基函数矩阵, 𝐵̄ =

[ 𝐵T 0 ]T, 𝑥̃ = [𝑥T, 𝑥T
𝑟 ]

T.

构建模糊逻辑系统逼近不确定非线性函数

𝛥(𝑥, 𝑢),有

𝛥(𝑥, 𝑢∣𝛩) = 𝛹(𝑥, 𝑢)𝛩.

其中

𝛹(𝑥, 𝑢) = diag[𝜉T1 (𝑥, 𝑢), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜉T𝑚(𝑥, 𝑢)],

𝛩 = [𝜃T1 , 𝜃
T
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜃T𝑚]T,

权值𝛩为可调参数.

定义参数逼近误差 𝛩̃ = 𝛩 − 𝛩∗,模糊逻辑系统

对不确定非线性函数𝛥(𝑥, 𝑢)的逼近误差有如下形

式:

𝛥(𝑥, 𝑢∣𝛩)−𝛥(𝑥, 𝑢) = 𝛹(𝑥, 𝑢)𝛩̃ + 𝑤, (13)

其中𝑤 = [𝑤1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤𝑚]T是残差项.

3 稳稳稳定定定性性性分分分析析析

将式 (7)代入 (5),得到

𝑥̇(𝑡) =

𝐿∑
𝑖=1

𝜇𝑖𝐴𝑖𝑥(𝑡)+

𝐿∑
𝑖=1

𝐿∑
𝑗=1

𝜇𝑖𝜇𝑗𝐵𝑖𝐾𝑗(𝑥(𝑡)− 𝑥𝑟(𝑡))−

𝐵(𝑢̂(𝑥, 𝑢∣𝛩)−𝛥(𝑥, 𝑢)) + 𝑑. (14)

令 𝑥̃(𝑡) = [𝑥T(𝑡), 𝑥T
𝑟 (𝑡)]

T, 𝐵̄ = [ 𝐵T 0 ]T.由式

(6)和 (14)得到新的闭环系统

˙̃𝑥(𝑡) =

𝐿∑
𝑖=1

𝐿∑
𝑗=1

𝜇𝑖𝜇𝑗𝐴𝑖𝑗 𝑥̃(𝑡)+

𝐵̄(−(𝑢̂(𝑥, 𝑢∣𝛩)−𝛥(𝑥, 𝑢))) + 𝑑′, (15)

若 𝑢̂(𝑥, 𝑢∣𝛩)抵消𝛥(𝑥, 𝑢),则闭环系统 (15)是稳定的.

令𝑤′ = [𝑤̄T, 𝑟T(𝑡)]T, 𝑤̄ = [0, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑1 − 𝑤1, ⋅ ⋅ ⋅ ,
0, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑𝑚 − 𝑤𝑚]T. 将式 (13)代入 (15),则式 (15)可改

写为

˙̃𝑥(𝑡) =

𝐿∑
𝑖=1

𝐿∑
𝑗=1

𝜇𝑖𝜇𝑗𝐴𝑖𝑗 𝑥̃(𝑡) + 𝐵̄(−𝛹(𝑥, 𝑢)𝛩̃) + 𝑤′.

(16)

定定定理理理 1 针对非线性系统 (1), 假定对称正定矩

阵𝑃 和𝑄满足确定反馈增益的不等式 (9), 选择参数

自适应律 (12), 则存在由基于模糊T-S模型的状态反

馈控制器 (8)和基于模糊逻辑系统的自适应补偿器

(10)组成的模糊跟踪控制器 (7),使得在闭环系统 (16)

最终一致有界下保证期望𝐻∞跟踪性能,即

w 𝑇

0
(𝑥(𝑡)− 𝑥𝑟(𝑡))

T𝑄(𝑥(𝑡)− 𝑥𝑟(𝑡))d𝑡 ⩽

𝑥̃T(0)𝑃𝑥̃(0) +
1

𝜂1
𝛩̃T(0)𝛩̃(0) + 𝜌2

w 𝑇

0
(𝑤′T𝑤′)d𝑡.

(17)

其中: 𝜌和 𝜂1是正常数, 𝑥̃(0)是系统状态初值, 𝛩̃(0)是

权值误差初值.

证证证明明明 选取Lyapunov函数

𝑉 =
1

2
𝑥̃T𝑃𝑥̃+

1

2𝜂1
𝛩̃T𝛩̃

即可得证. □

4 仿仿仿真真真算算算例例例

设不确定非线性系统为两连杆机械臂系统[10]

𝑞(𝑡) + 𝐶(𝑞, 𝑞)𝑞(𝑡) + 𝑔(𝑞) = 𝐵(𝑞)𝑢(𝑡) + 𝑑′. (18)

其中

𝐶(𝑞, 𝑞) = 𝐻−1(𝑞)𝐶 ′(𝑞, 𝑞),

𝑔(𝑞) = 𝐻−1(𝑞)𝑔′(𝑞),

𝐵(𝑞) = 𝐻−1(𝑞),

𝑑′ = 𝐻−1(𝑞)𝑑, 𝑞 = [𝑞1, 𝑞2]
T.

令

𝑥1 = 𝑞1, 𝑥2 = 𝑞1, 𝑥3 = 𝑞2,

𝑥4 = 𝑞2, 𝑥 = [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4]
T.

从而,系统如式 (1)所示,有

𝑥̇ = [ 𝑥2 𝑓2 + 𝑓2 + 𝑑2 𝑥4 𝑓4 + 𝑓4 + 𝑑4 ]T.

其中: [𝑑2, 𝑑4]
T = 𝐻−1(𝑥1, 𝑥3)𝑑, 𝑑是均值为 0方差为

0.1的有界噪声.

参考模型

𝑥̇𝑟(𝑡) = 𝐴𝑟𝑥𝑟(𝑡) + 𝑟(𝑡). (19)

其中

𝐴𝑟 = diag{𝐴𝑟1, 𝐴𝑟2},

𝐴𝑟1 = 𝐴𝑟2 =

[
0 1

−6 −5

]
,

𝑟(𝑡) = [0, 𝑟1(𝑡), 0, 𝑟2(𝑡)]
T,

𝑟1(𝑡) = 𝑟2(𝑡) = 4𝑓(𝑡),

𝑓(𝑡)是周期为 2π的方波信号.

控制器设计步骤如下:

Step 1: 采用九规则模糊T-S模型逼近非线性系

统,隶属度函数取为三角形;

Step 2:选择参数 𝜌,对称正定矩阵𝑄,采用Matlab

中的LMI工具箱,可得反馈增益𝐾𝑗 (𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 9);
Step 3: 构建 7条模糊规则的自适应模糊补偿器;

Step 4: 取状态初值、自适应参数以及权值初值.
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采用本文方法, 跟踪的状态响应曲线如图 1∼
图 4所示. 其中: 𝑥1 ∼ 𝑥4是系统状态, 𝑥𝑟1 ∼ 𝑥𝑟4是期

望信号.
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图 1 状态响应𝑥1和期望信号𝑥𝑟1
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图 2 状态响应𝑥2和期望信号𝑥𝑟2
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图 3 状态响应𝑥3和期望信号𝑥𝑟3
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图 4 状态响应𝑥4和期望信号𝑥𝑟4

实验结果表明,本文所设计的模糊控制器是可行

的、有效的,系统状态能够快速跟踪参考模型状态.

5 结结结 论论论

本文综合两类模糊逻辑方式,提出了一类不确定

非线性系统的新型模糊鲁棒𝐻∞跟踪控制方案.理论

分析和仿真结果均表明了该方法的有效性. 该方法也

可以推广到离散系统、随机系统或时变系统等.

参考文献(References)

[1] Takagi T, Sugeno M. Fuzzy identification of systems and

its applications to modeling and control[J]. IEEE Trans on

Systems, Man, and Cybernetics, 1985, 15(1): 116-132.

[2] Lam H K, Seneviratne L D. Tracking control of sampled-

data fuzzy-model-based control systems[J]. IET Control

Theory & Applications, 2009, 3(1): 56-67.

[3] Wu Z G, Shi P, Su H Y, et al. Sampled-data fuzzy control of

chaotic systems based on a T-S fuzzy model[J]. IEEE Trans

on Fuzzy Systems, 2014, 22(1): 153-163.

[4] Koo G K, Park J B, Joo Y H. Guaranteed cost sampled-

data fuzzy control for non-linear systems: A continuous-

time Lyapunov approach[J]. IET Control Theory &

Applications, 2013, 7(13): 1745-1752.

[5] Li L, Liu X D, Chai T Y. New approaches on 𝐻∞ control

of T-S fuzzy systems with interval time-varying delay[J].

Fuzzy Sets and Systems, 2009, 160(12): 1669-1688.

[6] Yoneyama J. Robust sampled-data stabilization of

uncertain fuzzy systems via input delay approach[J].

Information Sciences, 2012, 198(1): 169-176.

[7] Hu S L, Zhang Y N, Yin X X, et al. T-S fuzzy-model-based

robust stabilization for a class of nonlinear discrete-time

networked control systems[J]. Nonlinear Analysis: Hybrid

Systems, 2013, 8(1): 69-82.

[8] Chen W S, Zhang Z Q. Globally stable adaptive

backstepping fuzzy control for output-feedback systems

with unknown high-frequency gain sign[J]. Fuzzy Sets and

Systems, 2010, 161(5): 821-836.

[9] Li Y M, Tong S C, Liu Y J, et al. Adaptive fuzzy

robust output feedback control of nonlinear systems with

unknown dead zones based on a small-gain approach[J].

IEEE Trans on Fuzzy Systems, 2014, 22(1): 164-176.

[10] Tseng C S, Chen B S, Uang H J. Fuzzy tracking

control design for nonlineardynamic systems via T-S fuzzy

model[J]. IEEE Trans on Fuzzy Systems, 2001, 9(2): 381-

392.

(责任编辑：李君玲)


