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带形介质内 SH 型导波对圆柱孔洞的动力分析 
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摘  要：弹性板壳的反平面运动中由缺陷引起的应力集中问题可以按照带形介质中圆柱孔洞对 SH 型导波的散射

问题来分析。首先，构造带形介质中相容导波的形式，即其满足上、下边界应力自由条件。之后，由波函数展开

法给出圆柱孔洞散射波的级数表示，根据累次镜像叠加的方法构造由上、下边界反射所形成的相容的散射导波。

最后，给定入射导波，由圆柱孔洞边界应力自由的条件来定解波函数级数的系数。数值算例求解了特定导波对圆

柱孔洞的散射，给出了圆柱孔洞边沿的动应力分布，讨论了导波阶数、频率以及孔洞位置的影响。 
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DYNAMIC ANALYSES OF SH GUIDED WAVES BY CIRCULAR 
CYLINDRICAL CAVITY IN AN ELASTIC STRIP 

QI Hui1 , CAI Li-ming1 , PAN Xiang-nan1,2 , ZHANG Yang1 

(1. College of Aerospace and Civil Engineering, Harbin Engineering University, Harbin 150001, China; 

2. State Key Laboratory of Nonlinear Mechanics, Institute of Mechanics, Chinese Academy of Sciences, Beijing 100190, China) 

Abstract:  Dynamic stress concentrations during anti-plane motion caused by a defect an elastic shell can be 

treated as a scattering problem of a circular cylindrical cavity with SH guided waves in an elastic strip for the 

purposes of analysis. Firstly, a compatible guided wave is formulated in the elastic strip, which satisfies stress free 

conditions in upper and lower bounds. Secondly, the scattering of waves around a circular cylindrical cavity is 

expressed as series form by the employed wave function expansion method, and compatible scattering guided 

waves resulting from the reflection of waves off the bounds of the elastic strip is constructed by repeated image 

superposition. Lastly, the coefficients of the wave function expansion are determined based on the stress free 

condition of circular cylindrical bounds with pre-given incident guided waves. Numerical calculating examples 

are presented to solve scattering around a circular cylindrical cavity with a given SH guided wave, to describe 

dynamic stress distribution at the edge of a cavity, and to discuss influences of guided orders, frequencies, and 

positions of cavity. 
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板壳材料与结构在生产和生活实践中有着广

泛的应用，其中常有可视为圆柱孔洞的缺陷，由弹

性波在这类缺陷处的散射引起的动应力集中很大

程度的影响了这类材料与结构的工程应用。含圆柱

孔洞缺陷的板壳结构的反平面问题可以按照无限

大带形介质中圆柱孔洞对 SH 波的稳态散射问题来

近似研究。同时，带形介质中 SH 波的传播与其对

圆柱孔洞的散射问题也是弹性动力学的一个研究
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方向。总之，对带形介质中的圆柱孔洞进行反平面

稳态响应的研究很有理论和工程意义。 

自从 Clebsch 开始研究矢量波的散射效应，

Rayleigh、Lamb 和 Love 建立弹性波的理论以来，

应崇福和 Truell 等[1]研究了球形障碍对平面纵波的

散射，Pao 和 Mow[2]系统地研究了全空间中的弹性

波散射及由之产生的动应力集中问题。作为最基本

和最简单的波动模型，反平面弹性动力学问题得到

了更多的重视和更加充分的研究与全面的分析，许

多复杂边界条件和界面问题得到了解决。Liu 等[3]

将复变函数论方法推广到二维散射问题的分析中，

取得了很多富有成效的进展，齐辉等[4]对双相介质中

的圆形夹杂进行了动力分析，张小明等[5]研究了粘弹

正交各向异性空心圆柱体的周向 SH 波。 

就带形介质的研究而言，Ewing 等[6]系统介绍

了层状介质中的弹性波，Achenbach[7]阐述了波导中

谐波传播问题的一般方法，Itou[8]求解了无限带形介

质内圆柱夹杂对应力波的瞬态响应，Lu[9]用边界元

方法数值求解了厚度尺寸远大于夹杂的应力自由

平板中周期分布的圆柱对 SH 型导波色散特性的影

响。Wang 等[10]利用模式匹配技术给出了圆柱夹杂

对 SH 波散射的数值解。近来，齐辉、折勇等[11]运

用镜像和 Graf 加法公式研究了无限带形域内 0 阶

SH 型导波对圆柱夹杂的散射，王艳[12]运用大圆弧

假设，分析了带形无限域内 SH 波对脱胶圆柱夹杂

及孔洞的散射。Monfared 等[13]和汪越胜等[14―15]分

别研究了正交各向异性和周期性层介质中的弹性

波反平面散射和传播问题。Moreau 等[16―17]研究了

各向同性板中导波对不规则的柱形孔的三维散射。

郑阳、何存富等[18]研究了超声 Lamb 波在缺陷处的

二维散射特性。 

本文研究线弹性范围内的无限大、均匀、各向

同性带形介质中的圆柱孔洞对 SH 波的稳态散射。

按照叠加原理，将含孔洞介质内的全部位移波场分

为两部分，入射波场和散射波场，按累次镜像叠加

的方法构造散射波场的波函数级数，给定入射波场

按边界条件定解，进而得到散射问题的解析解，数

值算例分析了圆柱孔洞边沿的动应力集中。 

1  问题的描述 

本文研究反平面弹性动力学问题，SH 型导波

在上、下边界应力自由的弹性带形介质中传播，带

形介质中有一个圆柱孔洞，半径为 R，圆心距离上、

下边界分别为 1h 和 2h ，带形介质的剪切弹性模量和

质量密度分别为 和 。如图 1 所示，以圆柱孔洞

的圆心O为原点建立右手平面直角坐标系( , , )O x y ，

同时以圆心 O 为极点，x 轴为极轴，建立右手平面

极坐标系 ( , , )O r  ，以出平面方向为 z 轴正方向。 

 
图 1  带形介质中的圆柱孔洞 

Fig.1  Circular cylindrical cavity in an elastic strip 

作为反平面应变问题，弹性带形介质内的位移

w沿 z 轴方向，且只是面内坐标 ( , )x y 或 ( , )r  的函

数，其时间函数满足标量波动方程式(1)，是二维

Laplace 算子。考虑稳态响应，SH 型导波为时间谐

和的位移波，其角频率为，按分离变量法，略去

时间谐和项 exp( i )t ，得到 Helmholtz 方程，其在

坐标系 ( , , )O x y 和 ( , , )O r  中，分别为式(2)和式(3)，

这里， S/k c ，为反平面剪切波的波数， S /c  
为相速度。带形介质内的位移波还需要满足上、下

边界 UB 和 LB 平面和圆柱孔洞边界 CB 柱面上的应

力自由条件。 
2
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2  带形介质中的 SH 型导波 

本文讨论的弹性动力学问题处于线性阶段，应

用叠加原理，如式(4)，将带形介质中的位移波分为

两项，其中， g
iw 为入射导波，是没有孔洞时，带

形介质内的位移波场， g
sw 为散射导波，是由孔洞

散射在带形介质内形成的导波，两者均满足介质

上、下边界 UB 和 LB 平面上的应力自由条件，其和

满足圆柱孔洞边界 CB 柱面上的应力自由条件。 
g g
i sw w w                (4) 

如不考虑孔洞的影响，带形介质内的导波只需

满足 Helmholtz 方程式(2)和介质上、下边界 UB 和



 工    程    力    学 11 

LB 平面上的应力自由条件式(5)。由控制方程式(2)

构造位移导波式(6)，其中 ( )mf y 代表 y 轴方向上干

涉相的驻波，满足式(7)， mk 为 x 轴方向上的波数，

当 其 为 实 数 时 ，SH 型 导 波 为 传 播 波 型 ，

exp[i( )]mk x t 代表 x 轴方向上的谐和行波，其中

mq 与 mk 满足频率方程式(8)。将导波位移表达式(7)

代入边界条件式(5)，得到式(9)，本文讨论 SH 型导

波的传播波型，如图 2 所示，须有 1 2( ) πmq h h m  ，

0,1,2, ,m   ，当 m 为偶数时， 1 0mw  ，当 m

为奇数时， 2 0mw  ，定义 m 为导波的阶数，其物理

意义是 y 轴方向上干涉相的节点数， 1
mw 和 2

mw 是对

应传播型导波的幅值。 

2 1,

0
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
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图 2  SH 型导波的振型 

Fig.2  Vibration modes of SH guided wave 

这样，带形介质中所有相容的位移波，即满足

上、下边界 UB 和 LB 平面上应力自由的位移波，都

可以表示为各阶导波的级数展开，如下式： 

0

( , , ) ( , , )m
m

w x y t w x y t




         (10) 

3  圆柱面的散射导波 

按照波函数展开法，圆柱孔洞产生的散射波的

位移满足式(11)， 0w 是常数，根据入射导波的幅值

选定， nA 是 Fourier-Hankel 波函数级数的系数，
(1) ( )nH  是 n 阶第一类 Hankel 函数，其与时间谐和项 

 

exp( i )t 的乘积在其宗量无穷远处的渐进性质，

满足 Sommerfeld 辐射条件，代表向外传播的柱面

行波。 ii ez x y r    ，为位置坐标的复变量，

i 1  为虚数单位。 

i(1)
0( , ) e( | |)
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n

z
w w A H

z
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圆柱孔洞产生的散射波在带形介质的上、下边

界 UB 和 LB 上分别发生反射，其反射波可以用散射

波对上、下边界 UB 和 LB 的镜像来表示，称为一次

镜像散射波。一次镜像散射波在介质的上、下边界

UB 和 LB 上分别发生反射，其反射波可以用一次镜

像散射波对对应边界的镜像来表示，称为二次镜像

散射波，如此反复，定义 P 次镜像散射波。如图 3

所示，略去时间谐和项 exp( i )t ，第 P 次镜像散

射波 1
PSW 和 2

PSW ，当 P 为奇数时，满足式(12)，

当 P 为偶数时，满足式(13)。这里， 1 1 1i( )P Ps h d  ，

2 2 2i( )P Ps h d   分别为第 P 次镜像散射波对应柱

面的圆心的复数值，当 P 分别为奇数和偶数时， 1
Pd

和 2
Pd 分别满足式(14)和式(15)。 

1
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1
2s

1
2d

1
1SW

1
2SW

1
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图 3  圆柱面的散射导波 

Fig.3  Scattering of guided waves around a circular cylinder 
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综上，这些镜像散射波的和构成带形介质中的

散射导波 g
sw 的形式级数式(16)，根据 Hankel 函数

在其宗量无穷远点处趋于零，由式(14)、式(15)可以

得到此形式级数的收敛性： 

1 1
1

( )P P
s s

P

g SW SWw w




         (16) 

4  导波入射的定解 

本文研究特定阶导波入射对圆柱孔洞的反平

面散射，不妨设入射导波 g
iw 的阶数为 m，如式(17)，

其中， ( , , )mw x y t 的表达式如式(6)，其应力分量分

别为 m
xz 和 m

yz 。散射导波如式(16)，其应力分量分

别为 s
rz 和 s

z ： 

( , ) ( , , )g
i mw z t w x y t         (17) 

入射导波和散射导波都是带形介质中相容的

SH 波，因而都满足上、下边界 UB 和 LB 平面上的

应力自由条件，作为柱面散射问题的解，其和 w 满

足圆柱孔洞边界 CB 柱面上的应力自由条件，由之，

定解散射导波的波函数级数的系数，得到式(18)，

其为角变量 的函数，对角变量 做 Fourier 级数展

开如式(19)，其中 s
QF 和 m

QF 是第 Q 项的 Fourier 系

数分别满足式(20)、式(21)。根据三角函数的正交性，

得到其独立性，由式(19)推知对其 Fourier 级数的各

项系数均有 s m
Q QF F ， s

QF 是散射导波波函数级数系

数 nA 的线性函数， m
QF 是常数，于是得到关于 nA 的

线性代数方程组。截断方程组，定解求得散射导波

的系数，由给定的入射导波和求得的散射导波得到

带形介质中的全部位移波场。 

cos( ) sin( ) 0, | |m m s
xz yz rz z R               (18) 
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π
e d , | |s s Q

Q rzF z R 


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π i

π
[ cos( ) sin( )]e d , | |m m m Q

Q xz yzF z R    


    

(21) 

5  数值算例与结果 

由于圆柱孔洞的存在，其边界 CB 柱面对带形

介质内的 SH 波产生散射，散射波在带形介质中传

播形成散射导波，散射导波造成圆柱孔洞边沿的动

应力集中。动应力集中的程度用动应力集中因子

DSCF(Dynamic Stress Concentration Factor)来表示，

按表达式(22)来定义，式中， rz 和 z 是带形介质

内某点处全部位移波产生的合应力的分量， m 是带

形介质内同一点在第 m 阶导波入射下产生动应力

的最大值。可见，动应力集中因子 DSCF 表征了散

射的显著性， DSCFrz 和 DSCF z 为其分量。 

| cos( ) sin( ) || |

| | | |

s m m
rz xz yzrz

m m
DSCFrz

    
 

 
  ，      

| sin( ) cos( ) || |

| | | |

s m m
z xz yzz

m m
DSCF z      

 
 

  (22) 

圆柱孔洞边沿的动应力集中最为显著，其边界

CB 柱面上应力为零，因而，孔洞边沿 DSCF z 的

分布足以描述带形介质内的动应力集中情况。 

数值算例以导波波长作为参考长度，这里，

2π/k  ，设定圆柱孔洞的无量纲半径 R=1，为半

径与导波波长的相对值。 

按式(23)，当入射导波 g
iw 的阶数取 m=0 时，

0
2| | | |m w k  ，取 0 0

2w w ，计算相对低频入射

(k=0.1)和相对高频入射(k=2)时，圆柱孔洞散射造成

的动应力集中，如图 4，给出了圆柱孔洞边沿动应

力集中因子的周向分量 DSCF z 的分布情况。从图

中可以看出，相对高频入射对孔洞位置更为敏感，

而相对低频入射造成的动应力集中更为严重。 
0 0

0

| sin( ) cos( ) |

| |

s
z xz yzDSCF z

w k
    




 
   (23) 

当入射导波 g
iw 的阶数 0m  时，参照第 0 阶导

波入射的情形，按式 (24)引入标准化的动应力

NDS (Normalized Dynamic Stress)来描述动应力集

中的情况，其中 * 为带形介质中某面上的应力，当

m 为偶数时， 2
0 mw w ，当 m 为奇数时， 1

0 mw w ，

NDSrz 和 NDS z 为其径向和周向分量。 
*

0

| |

| |
NDS

w k




              (24) 

当入射导波 g
iw 的阶数 0m  时，存在截止频

率，并非所有频率的 SH 波在带形介质中都有传播

波型。考虑本文研究的问题，非传播的 SH 型导波

没有讨论意义，因而对入射导波取合适的频率，取
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相对高频的无量纲波数，k=2，数值算例计算了圆

柱孔洞分别对第 1 阶和第 2 阶入射导波的散射及由

其引起的动应力集中。由于圆柱孔洞边界 CB 柱面

上应力为零，标准化的动应力的周向分量 NDS z
就足以描述由圆柱孔洞引起的动应力集中。 

按式(25)，计算圆柱孔洞边沿动应力的分布情

况，如图 5 所示，图中 z 代表全部位移波产生的

标准化的合应力的周向分量， m
rz 和 m

z 分别代表第

m 阶入射导波产生的标准化的应力的径向和周向分

量。从图中可以看出，高阶导波对圆柱孔洞散射的 

影响有限，入射导波的阶数越高其截至频率也越

高，由其散射引起的动应力集中就越小。不同阶数

的入射导波在圆柱孔洞边界上产生不同大小与分

布的动应力，也就造成了不同的散射效应。这就说

明可以通过预设沿圆柱孔洞边界分布的动应力来

构造入射导波，从而提供了另一个角度来分析圆柱

孔洞对 SH 波的散射。 

0

| sin( ) cos( ) |

| |

s m m
z xz yzNDS z

w k
    




 
    (25) 
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(b) k=2 
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(c) k=0.1 
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(d) k=2 

图 4  圆柱孔洞边沿的动应力集中 

Fig.4  Distributed DSCFθz around circular cylindrical 

cavity 
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(b) m=2 
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(c) m=1 
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(d) m=2 

图 5  圆柱孔洞边沿的动应力分布 
Fig.5  Distributed NDS around circular cylindrical cavity 

6  结论 

本文用叠加原理在线弹性范围内研究了带形

介质中圆柱孔洞的反平面问题，构造了带形介质中

各阶导波的表达式，给出介质内相容 SH 波的导波

展开形式，按照累次镜像叠加的方法，给出用波函

数级数展开式表示的散射导波，求解了给定阶导波

入射对圆柱孔洞的散射，研究方法对带形介质内的

反平面散射问题具有普遍意义。数值计算结果表

明，低频的入射导波对圆柱孔洞散射产生的动应力

集中更为严重，而高频的入射导波对圆柱孔洞的散

射对孔洞位置更为敏感，介质边界附近的圆柱孔洞

总能引起较大的动应力集中。这些结论与现象，在

工程实践中应该予以充分的考虑和重视。 
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