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考虑瞬态响应的薄板结构阻尼材料层拓扑优化 
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摘  要：讨论了敷设阻尼材料的薄板结构考虑瞬态响应时阻尼材料层的最优布局问题。基于 SIMP 方法构造人工

阻尼材料惩罚模型和结构拓扑优化模型，以阻尼材料的相对密度作为设计变量，在给定阻尼材料用量的条件下，

最小化结构瞬态位移响应的时间积分。由于结构整体呈现非比例阻尼特性，采用逐步积分法对结构的振动方程进

行求解。通过伴随变量法得到目标函数对设计变量的灵敏度表达式，在此基础上采用基于梯度的移动渐近线方法

求解。数值算例验证了优化模型与算法的合理性和有效性。 
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TOPOLOGY OPTIMIZATION OF DAMPING LAYER IN THIN-PLATE 
STRUCTURES CONSIDERING TRANSIENT RESPONSE 

WANG Rui1 , ZHANG Xiao-peng1 , WU Liang-wu2 , KANG Zhan1 

(1. State Key Laboratory of Structural Analysis for Industrial Equipment, Dalian University of Technology, Dalian 116024, China;  

2. Dalian Scientific Test & Control Technology Institute, Dalian 116013, China) 

Abstract:  This paper investigates the optimal distribution of damping material in thin-plate structures 

considering transient response by using structural topology optimization method. Therein, an artificial damping 

penalty model similar to the SIMP model is adopted. In the topology optimization model, the relative densities of 

the damping material are taken as design variables and the volume constraint of damping material is considered. 

The design objective is to minimize the time integration of the structural transient response at specified positions. 

Since the structure exhibits a non-proportional damping effect, the vibration equations of the structure are solved 

by the time integration method. The design sensitivities of the vibrating structure under applied loads are 

calculated using the adjoint variable method. Then the topology optimization problem is solved with the method 

of moving asymptote algorithm, which is a gradient-based method. Numerical examples are presented for 

demonstrating the validity and effectiveness of the proposed optimization model and numerical techniques.  

Key words:  structural topology optimization; transient response; non-proportional damping; time integration 

method; sensitivity analysis 

 

在振动控制领域，为了提高结构的安全性、经

济性和适用性，如何降低受到动载荷作用的结构在

某些位置的有害振动幅值成为一个广泛受关注的

问题。目前常用的被认为行之有效的方法之一就是

在结构表面敷设高阻尼材料。由于敷设的阻尼材料

会给结构带来额外的附加质量，因此，需要对阻尼

材料在结构表面的拓扑分布进行优化以减轻结构

重量和提高结构动态性能。 
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1988 年，Bendsøe 和 Kikuchi[1]将均匀化理论引

入连续体结构的拓扑优化设计中，提出了开创性的

结构拓扑优化方法。随后又发展出了材料密度惩罚

法(SIMP)[2―3]、渐进优化方法(ESO)[4]、独立连续映

射方法(ICM)[5―7]以及水平集方法(LSM)[8]等。 

结构拓扑优化理论的发展，也为工程中的振动

控制问题提供了更为有效的解决途径。荣见华等[9]

研究了随机激励下结构拓扑优化的 SQP 方法，杨锐

振和杜建镔等[10]对微结构的相关声学性能进行优

化，朱继宏等[11]对频率优化过程中结构的局部模态

问题进行了研究分析，郑玲等[12]研究了结构的模态

阻尼比及相关的优化问题。振动结构优化研究还处

理了最小化结构重量[13―14]，优化结构刚度[15]以及基

频和高阶频率[16]等目标。在结构动力学性能拓扑优

化研究中，大多数工作以结构稳态响应为优化目 

标[17―18]。相比较而言，对于承受瞬态载荷的结构，

优化其瞬态响应更符合实际设计要求，也更具有实

际工程意义。Min 和 Kikuchi 等[19]采用均匀化方法

和直接积分法，对受冲击载荷作用下的薄壁结构进

行分析和优化，Kang 和 Park 等[20]的综述文章详细

讨论了瞬态载荷激励下结构的拓扑优化问题。目

前，国内外尚未见考虑结构瞬态响应的阻尼材料最

优分布问题以及相应的灵敏度分析的研究。 

考虑敷设阻尼层的最优布局问题中，结构呈现

非比例阻尼特性，在求解结构瞬态响应时，无法直

接采用无阻尼系统的实模态对结构振动方程解耦。

这种情况下，可采用逐步积分方法对结构的振动方

程直接进行求解[21]。 

本文给出了以结构指定位置瞬态响应的时间

积分为目标函数的拓扑优化列式。采用逐步积分法

中的 Newmark 法对结构的瞬态位移响应进行求解，

并通过伴随变量法给出目标函数对设计变量的灵

敏度表达式。最后使用基于函数梯度的数学规划法

实现了薄板结构阻尼材料层拓扑优化问题的求解。 

1  结构瞬态响应的求解 

图1为表面敷设阻尼材料的薄板结构，在外加

动载荷作用下，结构的振动方程为: 
( ) ( ) ( ) ( )u t u t u t p t  M C K         (1) 

其中：M、C和 K 为 N 维矩阵，分别表示结构的

总质量阵，总阻尼阵和总刚度阵，N 为结构总自由

度个数； u 为结构瞬态位移响应； ( )p t 为外加动  

载荷。 

基体层

阻尼材料

 

图 1  表面敷设阻尼材料的薄板结构 

Fig.1  A thin-plate structure with surface damping material 

假定阻尼材料层和基体板为理想连接，这一假

定在阻尼材料层的拓扑优化问题中经常被使用[22]。

由于基体板的刚度通常远大于阻尼材料层，所以在

计算薄板结构单元的刚度阵时忽略阻尼材料层引

起的偏心效应，即假定敷设阻尼层后板的中性面位

置不发生变化。式(1)中的M和 K 可以进一步写为： 

b dM M + M              (2) 

b d K K K                (3) 

其中： bM 和 bK 为基体层的质量阵和刚度阵； dM

和 dK 为阻尼材料层的质量阵和刚度阵。 

由于阻尼材料层的阻尼远大于基体层的阻尼，

因此可以忽略基体层对结构总阻尼的贡献。则式(1)

中C 的表达式可写成： 

dC C                 (4) 

其中， dC 为阻尼材料层的阻尼阵。 

假定敷设的阻尼材料每一单元的阻尼特性用

Rayleigh 阻尼模型描述。由于阻尼材料层在优化的

过程中为局部分布的拓扑形式，结构整体呈现非比

例阻尼特性。因此本文采用 Newmark 法来计算结

构的瞬态位移响应。 
将式(1)在时间域上离散化，假定 1kt  时刻的速

度和位移为： 

1 1[(1 ) ]k k k ku u u u t                       (5) 

2
1 1

1
( )

2k k k k ku u u t u u t  
            

     (6) 

其中： t 为时间步长； 和 为计算参数，一般取

0.25  ， 0.5  。 

1k kt t t    时刻的振动方程为： 

1 1 1 1+ + =k k k ku u u p   M C K         (7) 

对上述三个式(5)~式(7)联立求解，可以计算出

三个未知量 1ku  、 1ku  和 1ku  的值。 

2  结构拓扑优化问题描述 

假设薄板结构基体层为不可改变的非设计区

域，阻尼材料层为可设计区域。以阻尼材料的用量

为体积约束，阻尼材料的相对密度为设计变量，结

构拓扑优化问题列式可表示为： 



 工    程    力    学 3 

 

e e

2

0
1

0 * * 0
v

1 1

min e

min ( ) d

s.t. ( ) ( ) ( ) ( ),

0,

0 1 1, ,

mT

j
ρ

j

N N

e e e
e e

e

f u t t

u t u t u t p t

V V V f V

e N



 



 





 

 



 

M +C + K 



≤

≤ ≤ ，

(8) 

其中：T 为时间积分的上限； ju 为结构指定位置的

瞬态位移响应；m 为指定位置个数；为阻尼材料

的相对密度； eN 为单元总数； *V 为阻尼材料体积

上限； vf 为体积分数； 0
eV 为阻尼材料层第 e 个单

元的体积； min 为设计变量下限，本文取 0.001。 

在 SIMP 法中，惩罚后的阻尼材料层单元弹性

模量矩阵为： 
*( ) p

e e e e E E             (9) 

其中， *
eE 为当 1e  时阻尼材料层第 e 个单元的弹

性模量矩阵。惩罚因子 1p≥ ，本文根据文献[23]，

取 3p  。则结构的总刚度阵和总质量阵为： 
e

*
b

1

N
p

e e
e




 K K K          (10) 

e
*

b
1

N

e e
e




 M M + M          (11) 

其中， *
eK 和 *

eM 为 1e  时阻尼材料层第 e 个单元

的刚度阵和质量阵。 

采用类似 SIMP 法的人工阻尼材料模型，引入

惩罚因子对阻尼材料的中间密度进行惩罚，使得阻

尼材料的相对密度尽可能趋近于 0 和 1 两端。则总

阻尼矩阵的表达式为： 
e

1 2* *
d 0 0

1

( ( ) ( ) )p p
N

e e e e
e

   



C M K    (12) 

其中， 0 和 0 为阻尼材料的相对密度全部为 1 时

的瑞利阻尼系数。惩罚因子 1 1p ≥ ， 2 1p ≥ 。本文

取 1 2 3p p  。 

3  目标函数灵敏度分析 

本文的优化问题采用移动渐近线方法(MMA)[24]

进行求解。在优化的过程中，需要推导式(8)中目标

函数 f 对于设计变量 的灵敏度表达式。 

灵敏度分析的方法通常有直接求导法(DDM)

和伴随变量法(AVM)。直接求导法需要对每个设计

变量分别进行计算，运算量大。而伴随变量法的计

算量只与所求解的伴随方程相关，与设计变量的个

数无关，对于设计变量多的优化问题计算更有优

势。因此本文采用伴随变量法实现目标函数对设计

变量的灵敏度分析。 
对式(8)中的 f 求导，得到灵敏度的表达式为： 

2

0 0
1 1

( ) ( )
d 2 ( ) d

m mT Tj j
j

j je e e

u t u tf
t u t t

   

 
 

      (13) 

令 ( , ) ( )jg u t u t ，引入与时间 t 相关的伴随变

量向量 T( )tλ ，构造增广拉格朗日函数： 

0
( , ) ( , )d

T
L u g u t t λ                     

T

0
( ) ( )d

T
t u u u p t λ M +C + K   (14) 

对式(14)进行求导，得到： 

T

0 0
d ( )d

T TL g u
t u u u p t

u 
         
    λ M +C + K   

T

0
d

T u u u p
t

   
    

      λ M +C + K
 

    (15) 

其中， 0p  。 M ， C 和 K 矩阵可在单元级别内

计算结构单元质量阵、单元阻尼阵和单元刚度阵的

导数后组装而成，其表达式如下： 

*e
e

e




M

M                               (16) 

1 11 2* *
0 1 0 2( ( ) ( ) )p pe

e e e e
e

p p   


 






C

M K     (17) 

1 *pe
e e

e

p






K

K                           (18) 

对式(15)中的最后一项进行分部积分，得到： 

T

0

TT T

0
00

T T

0 0

T T T

0
00

d

d

d d

d

T

T T
T

T T

T T
T

u u u p
t

u u
t

u u p
t t

u u u
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

 

 

    
      

  
  

  

   
      

  
  
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



 



λ M +C + K

u
λ M λ M λ C

ρ ρ

λ C λ K
ρ

λ M λ M λ M
ρ

 

 



  

 

T T T

0 0
0

d d
T

T Tu u u p
t t

   
    

        λ C λ C λ K   

(19) 
将初始条件 (0) (0) 0u u  代入式(19)，得到： 

T

0
d

T u u u p
t

   
    

       λ M +C + K
 
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      λ C λ K   (20) 

将式(20)代入式(15)，得到： 
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T T
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( )
d ( )

T T

T

L g u
t u u u p t

u
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T T

u u T
t T
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 
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λ M +C + K

λ M λ M

λ M λ C
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 
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T T

0 0
d d

T Tu u p
t t

 
   

      λ C λ K
ρ

      (21) 

对式(21)进行整理，得到伴随方程为： 

T T T

T

T T

( ) 0

( ) ( ) 0

g

u

T

T T

      
  


λ M λ C λ K

λ M

λ M λ C

 


         (22) 

假定 T t   ，采用变量代换法将 代入式(22)，

可以计算出伴随变量向量 T( )tλ ，从而进一步得到目

标函数 f 对于设计变量 的灵敏度。 

4  算例及结果讨论 

4.1  灵敏度分析结果验证 

算例 1. 如图 2 所示，悬臂方板的尺寸为 3m×3m，

由厚度均为 0.02m 的阻尼材料层和基体层两部分组

成。下层基体板的密度为 2700kg/m3
，弹性模量

10
b 6.9 10 PaE   ，泊松比为 0.3。上层阻尼材料层

的密度为 980kg/m3
，弹性模量 8

d 2.2 10 PaE   ，泊

松比为 0.49。方板一端为固定支承，一个集中的简

谐激励 ( ) cosp t P t 作用于自由端的中点处，其

中 410 NP  ， p2πf  ，载荷频率 p 28Hzf  ，取

阻尼材料的阻尼系数为 0 0.05  ， 0 0.1  ，时间

积分上限 T=0.1s。选取的指定位置为加载点。 

 
图 2  简谐载荷作用下的悬臂方板 

Fig.2  A square cantilever plate under a time-harmonic load 

结构划分为 20×20 共 400 个单元的网格，按照

拓扑优化研究中通常做法，本文根据体积约束设置

均匀分布的初始解，即阻尼材料的相对密度初始值

全部取 0.5。采用伴随变量法和有限差分法分别计

算目标函数的灵敏度，得到的比较结果如图 3 所示。

可以看出两种方法计算的灵敏度结果除了在加载

点附近的第 180 号、200 号、220 号和 240 号单元

有所差异外，其他结果均基本相同。表 1 为两种方

法计算所用时间，通过比较可以看出与有限差分法

相比，伴随变量法具有显著的优势。 

 

图 3  本文方法和有限差分法计算灵敏度的结果比较 

Fig.3  Comparison of sensitivity analysis results with the 

proposed method and finite difference method 

表 1  本文方法与有限差分法计算时间的比较 

Table 1  Comparison of computing time with the proposed 

method and finite difference method 

 本文方法 有限差分法 

计算时间/s 10.688 1643.819 

4.2  结构拓扑优化算例 

算例 2. 如图 2 所示的悬臂方板模型，结构的尺寸、

材料属性、外加载荷、阻尼系数以及时间积分上限

的选取均与算例 1 相同。阻尼材料的体积分数

v 0.5f  。为了得到更具有分辨率的拓扑优化结果，

将结构划分为 60×60 共 3600 个单元的网格，阻尼

材料相对密度的初始值全部取 0.5。 

为了避免棋盘格和网格依赖等问题，采用了

Sigmund[25]
提出的独立于有限元网格的过滤技术，

所选取的过滤半径为 0.11m。 
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图 4 为优化迭代历史曲线，优化过程经过 24

步收敛，目标函数的值从 3.499×105m2
·s 下降到

1.751×105m2
·s。图 5 为最终的阻尼材料层拓扑优

化结果(上端为固支端)。 

 

图 4  目标函数和体积分数的迭代历史 

Fig.4  Iteration history of objective function and volume 

fraction 

 

图 5  阻尼材料层拓扑优化结果 

Fig.5  The optimal result of the damping layer 

图 6 为优化后结构在受到外加载荷作用时，指

定位置的瞬态位移响应随时间变化的曲线图与优

化初始解(在基体表面直接全部铺满相对密度为 0.5

的阻尼材料)得到的位移曲线的比较。从图中可以看

出，优化后结构指定位置的位移响应得到了很好的

控制。 

 
图 6  优化后结构指定位置的瞬态位移响应与初始解

( 0.5e  )的比较图 

Fig.6  Comparison of transient displacement responses at the 

specified position between optimal result and initial result 
( 0.5)e   

当选取不同的时间积分上限 T 时，阻尼材料的

最优布局也会发生变化。图 7 为分别选取 4 种时间

积分上限 T 时阻尼材料层的拓扑优化结果。图 8 为

当 T=10s 时以瞬态位移响应为目标函数和直接以稳

态位移响应作为目标函数分别得到的阻尼材料最

优分布结果的比较。 

   
(a) T=0.1s               (b) T=0.3s 

   
(c) T=0.5s                 (d) T=1.0s 

图 7  T 取不同值时阻尼材料层的拓扑优化结果 

Fig.7  The optimization results with different T 

   

(a) T=10s          (b) 考虑稳态位移响应 

图 8  T=10s 时的拓扑优化结果和 

考虑稳态位移响应的优化结果的比较 

Fig.8  Comparison of the optimization result with T=10s and 

considering steady-state displacement response 

从图 7 和图 8 可以看出，随着时间积分上限 T

的值不断增大，阻尼材料层最终的拓扑优化结果越

来越接近以稳态位移响应为目标函数的优化结果。

当 T=10s 时，阻尼材料层的拓扑形状与考虑稳态位

移响应的结构拓扑优化结果基本相同。这是因为随

着时间 T 的不断增加，由初始条件决定的结构自由

振动因为阻尼材料层的存在而逐渐衰减，结构的振

动也开始逐渐趋近于稳定。当时间 T 很大时，结构

只有由外载荷引起的纯强迫振动，其振幅和周期只

与外加载荷相关，不随时间的增加而改变。此时结
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构的位移响应就是它的稳态位移响应。 
图 9 为体积分数 vf 分别取 0.3、0.4、0.6 和 0.7

时结构的拓扑优化结果。结果表明，随体积分数 vf

的增加，拓扑结果在原有阻尼铺层基础上逐渐扩展

增加新的区域，总体上拓扑形式并未发生本质的  

变化。 

   
(a) fv=0.3                  (b) fv=0.4          

   
(c) fv=0.6                (d) fv=0.7           

图 9  vf 取不同值时阻尼材料层的拓扑优化结果 

Fig.9  The optimal results with different vf  

算例 3. 仍采用算例 2 的模型见图 2，取阻尼系数

0 0.5  ， 0 1  。改变外加动载荷为冲击激励，

载荷形式见图 10。 

 

图 10  冲击载荷 

Fig.10  Impact load 

图 11 为优化迭代历史曲线，优化过程经过 49

步收敛，目标函数从 8.937×106m2
· s 下降到

4.820×106m2
·s。图 12 为最终拓扑优化结果(上端

为固支端)。与图 5 中简谐激励下最优结果不同的

是，加载点附近的局部没有阻尼分布，这可能是由

于所考虑的冲击载荷激发了结构的高频振动有关。 

 

图 11  目标函数和体积分数的迭代历史 

Fig.11  Iteration history of objective function  

and volume fraction 

 

图 12  阻尼材料层拓扑优化结果 

Fig.12  The optimal result of the damping layer 

图 13为基体表面全部铺满相对密度为 0.5的阻

尼材料和优化后阻尼材料布局两种情况下，结构指

定位置的瞬态位移响应随时间变化的曲线比较图。

可以看出优化后的阻尼材料层对结构指定位置的

振动起到了很好的控制作用。 

 
图 13  优化后指定位置的瞬态位移响应与初始解的比较 

Fig.13  Comparison of transient displacement responses at the 

specified position between optimal result and initial result 

5  结论 

本文研究了受到外加动载荷作用下，薄板结构

表面敷设的阻尼材料最优布局问题。构建了以结构

指定位置瞬态响应的时间积分最小化为目标，阻尼 
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材料的相对密度为设计变量，具有体积约束的拓扑

优化模型。本文使用逐步积分法计算结构的瞬态位

移响应，采用伴随变量法实现目标函数对设计变量

的灵敏度分析，并通过数值算例加以验证。在此基

础上，采用移动渐近线算法对优化问题进行求解，

得到了与考虑稳态响应的优化问题不同的拓扑优

化结果。结构拓扑优化算例证明了所提优化模型和

算法的有效性与合理性。 

本文方法具有一定的通用性，可用于复杂结构

的拓扑优化设计中。但是，实际应用中还需在拓扑

优化结果的基础上进一步考虑工艺要求等。本文算

例的外加载荷考虑了简谐激励和冲击激励两种情

况。由于采用逐步积分法求解振动方程，因此本文

方法可以推广到其它载荷形式的情况。本文算例仅

讨论了单工况下的结构优化，对于多工况问题，在

利用凝聚函数的手段(如KS函数)对目标函数进行

处理后，本文方法仍然适用。 
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