
第 32 卷第 5 期    Vol.32   No.5 工    程    力    学  

2015 年  5  月    May    2015 ENGINEERING  MECHANICS 147 

——————————————— 
收稿日期：2013-11-22；修改日期：2014-04-11 

通讯作者：卫振海(1957―)，男，河南安阳人，教授，博士生，主要从事应用结构及地下工程研究(E-mail: wzhai@vip.sian.com). 

作者简介：王梦恕(1938―)，男，河南人，院士，硕士，主要从事地下工程及岩土工程研究(E-mail: wmshu@163.com)； 

          张顶立(1963―)，男，山东人，教授，博士，主要从事地下工程及岩土工程研究(E-mail: zdli@163.com) 

文章编号：1000-4750(2015)05-0147-08 

 

随机均匀长颗粒链结构土体强度模型研究 
 

卫振海1,2，王梦恕2，张顶立2 
(1. 后勤学院后方专业勤务系，北京 100858；2. 北京交通大学土木建筑工程学院，北京 100044) 

摘  要：土体的强度问题要远远复杂于金属材料，是目前的一个难点和热点问题。从已有的文献看，学者们提出

了很多的强度理论模型，但这些模型大多建立在假设和实验的基础上，其更深层次的理论研究还比较欠缺。该文

通过对随机均匀网状颗粒链结构土体模型分析，从理论上得到了类似于剑桥强度模型的帽子模型，且通过不同的

假定，可以导出在平面上的不同强度曲线(曲面)。得出结论：最保守情况下的强度曲线(曲面)是平面上正六边

形，在纵向为二次曲线型的帽子模型。另外发现，当颗粒链受到破坏，链长度越来越短时，强度曲面的顶点向无

限远处移动，形成接近开口的强度曲面形式，也就是从剑桥帽子模型过渡到锥形的莫尔-库仑(Mohr-Coulomb)模型。

也就是说，长颗粒链模型将剑桥模型和莫尔-库仑(Mohr-Coulomb)模型联系和统一了起来。 

关键词：土强度；结构性材料；颗粒链；剑桥模型；强度曲面 
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A STRENGTH MODEL OF SOIL MASS WITH RANDOM UNIFORM 
LONG PARTICLE CHAIN STRUCTURE 

 

WEI Zhen-hai1,2 , WANG Meng-shu2 , ZHANG Ding-li2 

(1. School of Rear Professional Service, Logistics Command Academy, Beijing 100858, China; 

2. School of Civil Engineering, Beijing Jiaotong University, Beijing 100044, China) 

Abstract:  Strength and stability of soil mass, far more complex than those of metals, are two major and heatedly 

discussed issues in soil mechanics. Various strength models have been published in literature. However, most 

models are associated with assumptions or rely on experimental analysis with limitations, with fundamental 

theories insufficiently explored. In this study, a hat model which is similar to the Cambridge strength model is 

proposed based on the studies of soil mass with random uniform mesh particle chain structure. Various strength 

curves on the  plane have been derived subjected to different assumptions. The most conservative case can be 

represented by a hat model with a strength curve being regular hexagon on the  plane and parabolic in the 

longitudinal direction. When the particle chain is damaged and the length of the chain is becoming shorter, 

vertices of the strength curve move towards infinity, and form a curve with an opening. That is, the Cambridge hat 

model is transformed into the conical Mohr-Coulomb model. The long particle chain model essentially unifies the 

Cambridge strength model and the Mohr-Coulomb model. 

Key words:  soil strength; structural materials; particle chain; Cambridge model; strength surfaces 

 
在土力学中，比较经典的强度理论有剑桥模型

(Cam-Clay)和莫尔-库仑(Mohr-Coulomb)模型。但这

两个模型的最大区别：一个是敞开的锥形曲面，一

个是具有帽子的封闭曲面。许多学者做了大量试  
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验[1―4]，发现对于粗颗粒土试验结果比较符合莫尔-

库仑(Mohr-Coulomb)准则，对于细颗粒粘土比较符

合剑桥模型(Cam-Clay)。由此人们认为，对于不同

的土体，其强度模型是不一致的。其不一致的原因，

人们到目前为止已经有了较清晰的认识，这就是材

料的结构性。为了研究材料的结构性，人们从过去

宏观描述，逐渐转向微观或颗粒尺度上的描述的研

究。这方面的研究已取得了一部分成果[5―9]，特别

是对于结构性材料全状态性能的研究，已形成了一

定的框架体系[10―12]。在这一框架体系中，材料强度

曲面起着至关重要的作用。 

不同的材料类型，影响其性能的最重要因素之

一是其结构性。因此，材料结构性的描述就是建立

结构性材料强度理论的关键。文献[13]以简单分形

结构为其分形参数，分析了分形土体的强度；文献

[14―16]分析了粗颗粒土中颗粒链对强度的影响和

一般结构性材料的强度问题。对于更复杂的结构的

土体研究的文献还不多。本文以均匀长颗粒链结构

土体为分析对象，试图建立细颗粒土的考虑结构性

的强度理论。 

1  基本假定和模型 

对于粘土类细颗粒土体，由于颗粒间的作用力

与颗粒本身重力相比已不容忽视其影响，所以其结

构性比粗颗粒土要明显的多。这类土的颗粒极易形

成较长的颗粒链结构。这里所说的较长的颗粒链不

是颗粒链的几何长度，而是颗粒链上的颗粒数量。

在粗颗粒土中，颗粒链上的颗粒数量一般较少，而

细颗粒土容易形成较多颗粒的颗粒链。这里分析的

主要是指这类具有较多颗粒的颗粒链结构。 

1.1  基本假定 

对于较长颗粒链，由于各种因素的存在，会有

很多复杂情况出现。为了简化分析，模型是建立在

如下假定之上： 

1) 土体中的颗粒链的颗粒数量较多(两个以

上)，形成的颗粒链基本为直线； 

2) 颗粒链的长度基本均匀，且颗粒链的方向也

按均匀分布考虑； 

3) 颗粒之间的接触面基本垂直于颗粒链的  

方向； 

4) 颗粒间的作用力为纵向压力和平行切面的

剪力； 

5) 颗粒间连接的强度主要是由连接面上的剪

切强度控制(在正压力作用下)； 

6) 颗粒链的整体强度按稳定性强度考虑。 

通过以上假定，将问题简化为直线颗粒链的强

度问题，且这一直线颗粒链在统计域的各方向的分

布是随机均匀分布。 

1.2  理论分析模型 

对于一个直线颗粒链，受到的作用力可以考虑

如图 1 所示。颗粒间连接的作用面上可以只考虑两

种力：剪切作用力和压力(为了简单起见，这里忽略

弯矩的作用影响，另文讨论)。对于剪切力来讲，主

要由颗粒间连接面上的抗剪切能力决定；对于压力

来讲，假定颗粒的强度远大于颗粒链的稳定强度，

所以可以认为连接面上的受压强度也是无限大，颗

粒受压是不会破坏的。但对于颗粒链来讲，从整体

上存在稳定性问题，所以必须考虑颗粒链的稳定强

度。颗粒链的稳定可以将其类比于杆的稳定问题。

对于较短的颗粒链，其稳定强度较高，对于较长的

颗粒链其稳定强度较低。对于长颗粒链必须考虑其

稳定强度问题。 

 
图 1  颗粒链 

Fig.1  Particle chain 

 
图 2  颗粒链联合作用模型 

Fig.2  The combined effects of particle chain model 

对于颗粒间连接面上的抗剪能力，按摩擦方式

考虑受连接面上的正压力影响。也就是有： 
Q kP≤  
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其中：Q、P 分别为颗粒连接面上的剪切力和正压

力；k 为连接面上摩擦系数。 

同时，颗粒链的稳定承载力按下式考虑： 

crP P≤                   

其中，Pcr为颗粒链的稳定极限承载力。 

如果，颗粒链同时受到两种力的作用，可以按

如下四种联合作用强度考虑： 

cr

Q kP

P P





≤

≤
              (1) 

此式称为独立作用型承载力方程。 
22

cr

1
Q P

kP P

      
   

≤           (2) 

此式称为联合作用圆型承载力方程。 
2

cr

1
Q P

kP P

 
  
 

≤             (3) 

此式称为联合作用抛物线型承载力方程。 

cr

1
Q P

kP P
 ≤                (4) 

此式称为联合作用直线型承载力方程。 

这 4 种作用强度方程，可以绘制图形如图 2。 

显然，第 1 种强度方程，区域面积最大；第 4

种强度方程面积最小，从安全角度讲是最为保   

守的。 

如果考虑颗粒链的影响域[8―9]截面，上述联合

强度控制公式又可写成应力的形式： 

N N

N cr

k 
 




≤

≤
               (5) 

此式称为独立作用强度方程或准则。 
2 2

N N

N cr

1
k

 
 

   
   

   
≤        (6) 

此式称为联合作用圆强度方程或准则。 
2

N N

N cr

1
k

 
 

 
  
 

≤           (7) 

此式称为联合作用抛物线强度方程或准则。 

N N

N cr

1
k

 
 

 ≤             (8) 

此式称为联合作用线性强度方程或准则。 

N N cr  、 、 分别为颗粒链颗粒连接面上的换

算剪应力、正应力及颗粒链的换算稳定强度。 

在所考察的区域(统计域)上，按主应力方式表 

 

达，且区域内部假定为均匀受力，这时任一方向上

的颗粒链受到的正应力和剪应力为： 
2 2 2

N 1 2 3

2 2 22 2 2 2 2
N 1 2 3 N

cos cos cos

cos cos cos

      

       

  

   





  (9) 

其中， 1 2 3     、 、 、 、 、 分别为三个主应力和

颗粒链纵向长度上的方向角。 

由式(5)~式(8)中任一个和式(9)联立可以求出

任意强度方程下和任意方向上的颗粒链应满足的

强度。 

2  均匀长颗粒链强度曲面分析 

在所考察的区域(统计域)中，不同方向的颗粒

链所能承担的外部荷载是不同的，也就是其强度是

不同的。所有方向的颗粒强度形成的最小包络线

(面)，就是统计域上土体强度的曲面。而针对不同

的联合强度准则，强度曲面又有所不同，下面分别

讨论。 

2.1  独立作用强度曲面 

独立作用强度曲面实质上是由两个曲面所决

定，一个是摩擦方程决定的强度曲面，另一个是稳

定方程决定的强度曲面。 
当 1 2 3  ≥ ≥ ≥0， 0， 0时，可以证明， N 为

椭球面， N 为蝶形面。这时最大剪应力面的法线方

向角满足： 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1 1
cos cos cos 0

2 2
1 1

cos 0 cos cos
2 2

1 1
cos cos 0 cos

2 2

  

  

  

   

   

   

， ，

， ，

， ，

     (10) 

其最大剪应力分别为： 

3 1 2 31 2
N N N, ,

2 2 2

      
 

       

相应的在这个方向上正应力： 

3 1 2 31 2
N N N, ,

2 2 2

      
 

    

所以，将以上各式代入式(5)，并整理有： 

3 1 3 1

1 2 1 2

2 3 2 3

( )

( )

( )

k

k

k

   

   

   

  


 
  

≤

≤

≤

 

将 π平面方程 1 2 3 R     代入，整理后可

以得到 6 个三组方程： 
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1
2

3

1
3

2

2
1

3

2
( )(1 )

2

2
( )(1 )

2

2
( )(1 )

2

R k

R k

R k

















  



  



  



 

这是分别在 1 2 2 3 3 1       、 、 平面上的

线性方程，在平面上图形如图 3 所示。由此围成

的区域即为强度曲面在平面上的投影。在主应力

1 2 3  、 、 空间中的强度曲面如图 4 所示，为 6

个平面构成的平底锥面。 

 
图 3  独立作用 π平面强度曲线 

Fig.3  The π plane strength curve  

0

R

R

R

R[1+k(1-R/2 cr)]/2
R[1+k(1-R/2 cr)]/2

R[1+k(1-R/2 cr)]/2

 

图 4  直线联合作用 π平面强度曲线 

Fig.4  Straight joint action π plane strength curve 

如果令 1 2 1 2Y X      ， 可以得到： 

Y kX  

这是一个过原点的直线方程。因此，可以看到

这时的强度曲面是一过原点的 6 面锥形体和平面

共同形成一个封闭的强度曲面。 

2.2  抛物线方程联合作用强度曲面 

将式(7)变形后，有： 
2

N
N N

cr

1k


 


  
   
   

≤            (11) 

将最大剪应力所在的方向角代入，并考虑 N

的多次方仍然为椭圆形状，这里方向角仍近似取 

式(10)中的参数，得： 
2

2 2 2 3 1
3 1 3 1 2

cr

2
2 2 2 1 2

1 2 1 2 2
cr

2
2 2 2 2 3

2 3 2 3 2
cr

( )
( ) ( ) 1

4

( )
( ) ( ) 1

4

( )
( ) ( ) 1

4

k

k

k

 
   



 
   



 
   



  
    

  
       

 
        

≤

≤

≤

 

与平面方程 1 2 3 R     联合可求得强度

曲线： 
2

1 2
2 2

3 cr

2
1 3

3 2
2 cr

2
2 1

1 2
3 cr

2 ( )
( ) 1 1

2 4

2 ( )
( ) 1 1

2 4

2 ( )
( ) 1 1

2 4

R
R k

R
R k

R
R k

 
 

 


 

 
 

  
    
   
  
    
   
  
    
   

 

这是分别在 1 2 2 3 3 1       、 、 平面上

的方程。由此围成的区域即为强度曲面在平面上

的投影。 
如果令 1 2 1 2Y X      ， 可以得到： 

2

2
cr

1
4

X
Y kX


   

在纵向随 X 的变化已经不再是直线，而是一条

在原点和 cr2X  处交于 X 轴的曲线。其最大值点

为 cr2X  。也就是说强度曲面在抛物线方程联

合作用强度准则下，变为有 6 个曲面围成，且在两

端封闭的曲面。 

同理也可得到圆型联合强度曲面。 

2.3  直线联合作用强度曲面 

与前面推导方法类似，将式(8)变形后，得： 

N
N N

cr

1k


 


 
 

 
≤  

考虑 1 2 3  ≥ ≥ ≥0， 0， 0这一条件及剪应

力最大方向角近似式(10)参数，可以得到： 

3 1
3 1 3 1

cr

1 2
1 2 1 2

cr

2 3
2 3 2 3

cr

( ) 1
2

( ) 1
2

( ) 1
2

k

k

k

 
   



    


 
   



  
    

 
       

 
        

≤

≤

≤
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与平面方程 1 2 3 R     联合可求得强度

曲线： 

1 2
2

3 cr

2
( ) 1 1

2 2

R
R k

 


 

   
     

    
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3
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1

3 cr
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R
R k

R
R k
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
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 
 

   
     

    
   

     
    

       

这 里 三 组 6 个 方 程 ， 分 别 在 1 2  、 

2 3  、 3 1  平面上的二次抛物线，在平面上

图形如图 5 所示。由此围成的区域即为强度曲面在

平面上的投影。在主应力 1 2 3  、 、 空间中的强

度曲面如图 6 所示，为六个弯曲的抛物面构成的两

端封闭的曲面。 
如 果 令 1 2 1 2Y X      ， 可 以 同 样   

得到： 

cr

1
2

X
Y kX


 

  
 

 

这是一个在纵向的二次抛物线，并分别在原点

和 cr2X  处交于 X 轴。其最大值处为： crX  。 

 
图 5  独立作用强度曲面 

Fig.5  The strength surface of independent role 

 
图 6  直线联合作用强度曲面 

Fig. 6  Strength surfaces of the line combined action 

2.4  各强度曲面关系的比较 

以上各强度曲面关系虽然形态不一，但相互之

间有着密切的联系，下面将其集中比较即可发现其

规律性。 

1) 平面上形态 

为了比较方便，对前面讨论的强度曲面分别取

其中一个面进行比较： 

独立作用强度曲面： 

1
2

3

2
( )(1 )

2
R k






  


 

抛物线方程联合作用强度曲面： 
2

1 2
2 2

3 cr

2 ( )
( ) 1 1

2 4

R
R k

 
 

  
    
   

 

直线联合作用强度曲面： 

1 2
2

3 cr

2
( ) 1 1

2 2

R
R k

 


 

   
     

    
 

可以发现独立作用强度曲面包围的区域最大，

直线联合作用强度曲面包围的区域最小。 

2) 纵向强度曲面比较 

独立作用强度曲面： 

Y kX                      (12) 

圆方程联合作用强度曲面： 
2

2
cr

1
4

X
Y kX


               (13) 

直线联合作用强度曲面：   

cr

1
2

X
Y kX


 

  
 

             (14) 

将其绘制到图形中(见图 7)。可以看到，Y kX
是其他强度曲面的渐近线，包围区域大小与平面

上的情况是相似的。不过要注意的是式(12)、式(13)

和式(14)表达不是等倾轴方向所在平面的变化，而

是主应力空间中的某一个平面上的情况，但这说明

了屈服面变化的规律。 

所以，总结三种情况可以发现一个基本的规

律：独立作用强度曲面所围面积最大，线性联合作

用强度曲面所围面积最小，抛物线方程联合作用强

度曲面所围面积介于二者之间。并由此可以推论圆

型联合作用强度曲面所围面积也介于二者之间。也

就是说，独立作用强度曲面和线性联合作用强度曲

面是强度曲面的上下界限，其他类型的强度曲面一

般只能介于其之间变化。 

3) 颗粒链稳定强度 cr 的影响 

对于独立强度准则，由于强度曲面的帽子部分

就是平面，所以平面的位置与 cr 的大小有关。
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cr 越大，则平面越靠外，并不影响锥面形态的   

变化。 

对于线性联合准则和抛物线方程联合作用准

则，随着 cr 的增大， cr/ 2R  项的值变小，则强度

曲面所围区域将变大。反之， cr 变小， cr/ 2R  项

的值将变大，使强度曲面所围区域值变小。也就是

说，在平面等压轴方向， cr/ 2R  项值增大，强度

曲面将向原点方向收缩。反之，将向外扩张。当 cr

趋于无穷大时，曲面将趋于纯剪作用模型(开口   

锥形)。 

2
cr1 ( / 2 )Y kX X  

 
图 7  各类强度曲面纵向比较 

Fig.7  Comparison of various strength longitudinal surfaces 

3  相关的讨论 

根据前面通过对长颗粒链模型的分析，得到了

长颗粒链各种不同准则情况下的强度曲面。这些曲

面的导出，不仅仅考虑了颗粒间相连接的接触面上

的摩擦强度，而且考虑了颗粒链的稳定强度，以及

同时受到剪切和压力作用时的联合强度。由此导出

了类似于剑桥模型(Cam-Clay)的帽子模型。当颗粒

链的稳定承载力趋于无穷大时，强度曲面将趋于开

口 锥 形 形 状 ， 也 就 是 类 似 于 、 莫 尔 - 库 仑

(Mohr-Coulomb)模型。所以，长颗粒链模型理论可

以将封闭的帽子模型和开口的锥形模型协调起来。

但这里的讨论还只是定性的分析，对于土体强度的

严格定量分析，还需要考虑土体的许多具体参数。 

3.1  颗粒链形态与稳定强度 

由多个颗粒形成的长颗粒链在纵向压力作用

下，类似于弹性杆的受压，其承载力大小主要由稳

定承载力决定。而杆的稳定承载力有两种： 

1) 理想杆的稳定临界承载力 

理想直杆的稳定临界承载力由欧拉公式决定： 

2( )

EI
P

l



 

其中，E、I、、l 分别为杆的弹性模量、惯性矩、

长度折减系数和杆的长度。由此式可以看到，杆的

弹性模量和惯性矩越大，稳定承载力越大；杆越长，

稳定承载力越小。所以，对于颗粒链来讲，如果其

形态接近于直线，则类似于弹性杆，各个颗粒间连

接的面上的弹性模量、惯性矩和杆长则会对颗粒链

的稳定承载力有着极大的影响。 

当颗粒间的接触面较大时，相应的 I 也较大，

这时稳定承载力也会较大。而颗粒间接触面的大小

与颗粒的形态有很大的关系。所以，颗粒形态对土

体中的颗粒链的稳定承载力有很大的影响。颗粒链

长度对稳定承载力的影响应更加明显，当土体较松

时，这时的颗粒链一般较长，所以其稳定承载力较

小，而且两者的关系是非线性关系。 

2) 稳定极限承载力 

完全理想直的杆是很少的，完全直的颗粒链应

更少。所以，一般情况下，颗粒链的轴线与直线都

有一定的偏差，这个偏差称为缺陷。除了轴线的偏

差外，颗粒链与理想直杆相比，还会有其他缺陷，

如模量的非均匀性等。由于缺陷的存在会使杆的稳

定承载力大大降低。降低的程度与缺陷的大小直接

相关。所以，颗粒链的缺陷类型及其程度都会影响

其稳定承载力的大小。一般来讲，像理想杆一样，

颗粒链的抗弯刚度和强度也会对颗粒链的承载力

有重要影响。颗粒间的接触面越大，相应的抗弯性

能越好，共稳定极限承载力也就越高。另外颗粒链

长度对稳定极限承载力的影响也是非常显著的。 

3.2  颗粒链联合强度问题 

模型中考虑颗粒链受到剪力和压力的联合作

用(本模型忽略了弯矩)。在两种力作用下，可以有

多种考虑两者联合作用的方式。这里我们先看两者

的极端情况。 

1) 剪力和轴向压力的作用独立考虑 

当剪力和轴向压力的作用分别考虑时，对颗粒

链的强度来讲，这是最大极限。这时有： 

cr

/ 1

/ 1

Q kP

P P





≤

≤
 

对于第一个式子，在主应力空间中，就是常见

的锥形强度曲面，对于第二个式子可以认为是距离

原点为 Pcr的平面，也就是说强度曲面是一个平面

锥底的锥体。 

2) 剪力和轴力联合作用按线性组合考虑 

如果剪力和轴力联合作用按线性组合考虑，可

以看到其影响区域减少了一半，应该是最为保守的

一种考虑。这时的强度曲面由图 3 和图 6 可以看到，
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其强度曲面出现了非线性的情况。这说明强度问题

是一个复杂问题。 

对于其他方式的联合作用，其强度曲线应介于

独立作用和联合线性作用组合之间。 

3.3  结构状态对强度曲面的影响 
颗粒链的长度影响到稳定极限应力 cr ，而颗

粒链的长度是土体结构性的反映。当受到外部荷载

的作用，结构发生变化，也就是颗粒链长度发生变

化时，土体的强度曲面也将发生变化。所以，强度

曲面与结构状态直接相关联。经典弹塑性理论或土

力学理论中，无法考虑结构状态变化的影响，一直

将土体的强度曲面作为固定不变的或静态的曲面

来考虑。当考虑土体结构的变化时，应将强度曲面

与土体结构状态相联系，随土体结构状态的变化而

变化—这就是全状态函数理论的基本观点。 

一般情况下，土体中的颗粒链长度会随荷载作

用而发生变化，当在压力作用下时，长颗粒链可能

会破坏，而变为较短的颗粒链，这时颗粒链的稳定

承载力会提高，反映在强度曲面上，帽子模型的顶

端会向外侧移动，而抗剪强度不会变化，甚至在接

近帽子的顶端抗剪强度还会降低一些。 

4  结论 

通过以上对长颗粒链模型的分析，可以得到以

下几点结论： 

1) 通过长颗粒链这样的物理力学模型，可以得

到类似剑桥模型那样的帽子强度模型； 

2) 当土体颗粒链长度较小时，从该模型中可以

自然地导出莫尔-库仑(Mohr-Coulomb)模型的结论。

这样就将帽子模型和锥形模型统一了起来； 

3) 颗粒链长度的变化是土体结构特性的反映，

长度的变化就是土体结构的变化，而这种变化会影

响到强度曲面的变化。但这种变化只影响帽子模型

的中帽子端部的位置，而在应力较小的区域其影响

较小； 

4) 从模型分析的结果看，线性联合强度准则是

最为保守的准则； 

5) 根据模型的分析可以看到颗粒的形态会影

响到颗粒链的刚度，这就影响到颗粒链的强度，从

而最后影响到强度曲面。类似于颗粒链长度的影

响，这种变化也是只影响帽子模型中的帽子端部的

位置，而在应力较小的区域其影响较小。 

土体材料的强度问题，是结构性材料的典型问

题，所以要全面地掌握岩土材料的情况，必须研究

材料的结构性。目前在这方面虽然取得了一些初步

的结果，但距离解决这一问题还有许多难题需要 

解决。 
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