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基于模型退化的平面四连杆欠驱动机械系统位置控制
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摘 要: 针对第 2关节为被动的平面四连杆欠驱动机械系统,提出基于模型退化的分阶段控制策略.首先,建立系统

的数学模型,并通过控制第 1杆维持初始状态,使系统模型退化;然后,根据第 1关节为被动的平面连杆系统的积分

特性,得到系统角度约束关系,基于角度关系和目标位置,利用粒子群优化算法获得驱动杆的目标角度;最后,基于

Lyapunov函数分阶段设计控制律,实现系统从初始位置到目标位置的控制目标.仿真结果验证了所提出控制策略的

有效性.
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Abstract: A piecewise control strategy is proposed for the planar four-link underactuated system with a passive second

joint. Firstly, a mathematical model of the system is built, and it is degenerated by controlling the first link maintaining at

the initial state. Then, the angle constraint relationships are obtained by employing the integral characteristics of the planar

link system with a first passive joint. The target angles of actuated links are calculated by using particle swarm optimization

algorithm based on the angle constraint relationships and target position. Finally, the controllers designed by employing

Lyapunov functions achieve the control objective from an initial position to a target position. Simulation results show the

effectiveness of the proposed control method.
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0 引引引 言言言

欠驱动机械系统是系统的控制输入个数少于自

由度个数的一类非线性系统[1].相对于全驱动机械系
统,该系统减少了驱动装置并且能够完成全驱动机械
系统的任务,在减轻系统质量的同时又降低了能源消
耗.在全驱动系统部分驱动失灵时, 欠驱动系统的控
制策略可以保证系统的持续运行,极大地提高了系统
运行的可靠性,增加了系统的灵活度.

欠驱动机械系统分为垂直欠驱动机械系统和

平面欠驱动机械系统, 垂直平面上运动的欠驱动机

械系统 (具有重力作用)的控制问题已得到国内外学

者的广泛关注, 形成了较为成熟的控制理论与控制

方法[2-5].然而, 随着空间技术和深海探测技术发展

的需要, 平面欠驱动机械系统 (不具有重力作用)逐

渐成为当前机器人研究领域的一个重要方向.对于

平面欠驱动机械系统, Luca等[6-7]研究了第 2关节为

被动的平面Pendubot的控制问题, 根据迭代转向技

术设计非光滑反馈控制器实现对目标的控制, 但由

于平面Pendubot不满足小时域局部可控性判定条件

(STLC),无法实现系统在目标位置上的完全静止,只

能通过驱动连杆的反复摆动使系统动态地控制在目

标位置附近; 文献 [8-9]提出了考虑系统摩擦力和附

带制动装置等的控制方法, 虽然这些方法能够实现

平面 Pendubot的稳定控制, 但由于对被动关节施加
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了外力, 在一定程度上破坏了系统的欠驱动特性; 针

对第 1关节为欠驱动的平面Acrobot控制问题, Ori-

olo等[10]证明了其有完全可积分的特性, 属于二阶完

整系统;文献 [11]通过控制驱动连杆实现被动连杆的

连带控制, 从而实现平面Acrobot的位置控制; 随后,

Luca等[12]分析了第 1关节为欠驱动的平面多连杆系

统积分特性;针对具有欠驱动关节的平面欠驱动多连

杆系统, 文献 [13-14]在欠驱动关节安装制动装置对

系统进行控制,对于欠驱动关节处于自由状态下的系

统,没有给出有效的控制策略.

基于平面 Pendubot难于稳定到平衡位置以及平
面Acrobot和平面 PAA系统的积分特性,本文针对平
面四连杆APAA欠驱动机械系统, 提出一种基于模
型退化的分阶段控制策略.首先, 建立系统的数学模
型.然后,将系统退化为部分可积的平面 PAA系统;为
了获得系统基于目标位置的连杆目标角度, 进一步
将平面 PAA系统的控制分成两个阶段, 使 PAA系统
在每个阶段都是完全可积的Acrobot系统,从而基于
Acrobot完全可积特性获得每个阶段驱动连杆与欠驱
动连杆之间的角度约束关系;基于多个角度约束关系,
利用粒子群优化 (PSO)算法[15]获得系统目标角度;分
阶段构造Lyapunov函数,设计相应的控制器,从而实
现系统控制目标.最后, 通过Matlab仿真实验验证了
控制策略的有效性.

1 平平平面面面APAA欠欠欠驱驱驱动动动机机机械械械系系系统统统动动动力力力学学学模模模型型型
平面APAA欠驱动机械系统的模型结构如图 1

所示.
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图 1 平面APAA欠驱动机械系统模型

图 1中: 𝑚𝑖为第 𝑖杆的质量, 𝐿𝑖为第 𝑖杆的长度,
𝑙𝑖为从第 𝑖关节到第 𝑖杆质心的距离, 𝐽𝑖为第 𝑖杆相对

于质心的转动惯量, 𝑞1为第 1杆相对于 𝑦轴的角度,
𝑞𝑗为第 𝑗 − 1杆的延长线与第 𝑗杆所构成的角度 (𝑗 =

2, 3, 4), 𝜏𝑖为作用在第 𝑖关节的驱动力矩.

平面APAA欠驱动机械系统在水平面运动,系统
势能𝐸𝑝 ≡ 0, 记 𝑞 = [𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, 𝑞4]

T, 选择系统的拉格
朗日函数

𝐿(𝑞, 𝑞) = 𝐾(𝑞, 𝑞) =
1

2
𝑞T𝑀(𝑞)𝑞. (1)

其中: 𝑞、̇𝑞、𝐾(𝑞, 𝑞)分别为系统的角度、角速度和系统

动能; 𝑀(𝑞) = (𝑀𝑖𝑗)4×4为系统的惯性矩阵,具有正定
性和对称性,且有

𝑀11 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎4 + 2𝑎3 cos 𝑞2+

2𝑎5 cos(𝑞2 + 𝑞3) + 𝑎7 cos(𝑞2 + 𝑞3 + 𝑞4)+

2𝑎8 cos(𝑞3 + 𝑞4) + 2𝑎9 cos 𝑞4 + 𝑎10,

𝑀12 = 𝑎2 + 𝑎4 + 𝑎3 cos 𝑞2 + 𝑎5 cos(𝑞2 + 𝑞3)+

2𝑎6 cos 𝑞3 + 𝑎7 cos(𝑞2 + 𝑞3 + 𝑞4)+

2𝑎8 cos(𝑞3 + 𝑞4) + 2𝑎9 cos 𝑞4 + 𝑎10,

𝑀13 = 𝑎4 + 𝑎10 + 𝑎5 cos(𝑞2 + 𝑞3)+

𝑎6 cos 𝑞3 + 𝑎7 cos(𝑞2 + 𝑞3 + 𝑞4)+

𝑎8 cos(𝑞3 + 𝑞4) + 2𝑎9 cos 𝑞4,

𝑀14 = 𝑎7 cos(𝑞2 + 𝑞3 + 𝑞4)+

𝑎8 cos(𝑞3 + 𝑞4) + 𝑎9 cos 𝑞4 + 𝑎10,

𝑀22 = 𝑎2 + 𝑎4 + 𝑎10 + 2𝑎6 cos 𝑞3+

2𝑎8 cos(𝑞3 + 𝑞4) + 2𝑎9 cos 𝑞4,

𝑀23 = 𝑎4 + 𝑎6 cos 𝑞3 + 2𝑎9 cos 𝑞4 + 𝑎10,

𝑀24 = 𝑎8 cos(𝑞3 + 𝑞4) + 𝑎9 cos 𝑞4 + 𝑎10,

𝑀33 = 𝑎4 + 2𝑎9 cos 𝑞4 + 𝑎10,

𝑀34 = 𝑎9 cos 𝑞4 + 𝑎10,

𝑀44 = 𝑎10.

系统的结构参数 𝑎𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 10)为⎧⎨⎩

𝑎1 = 𝐽1 +𝑚1𝑙
2
1 + (𝑚2 +𝑚3 +𝑚4)𝐿

2
1,

𝑎2 = 𝐽2 +𝑚2𝑙
2
2 + (𝑚3 +𝑚4)𝐿

2
2,

𝑎3 = (𝑚2𝑙2 +𝑚3𝐿2 +𝑚4𝐿2)𝐿1,

𝑎4 = 𝐽3 +𝑚3𝑙
2
3 +𝑚4𝐿

2
3, 𝑎5 = 𝑚3𝐿2𝑙3 +𝑚4𝐿1𝐿3,

𝑎6 = 𝑚3𝐿2𝑙3 +𝑚4𝐿1𝐿3, 𝑎7 = 𝑚4𝐿1𝑙4,

𝑎8 = 𝑚4𝐿2𝑙4, 𝑎9 = 𝑚4𝐿3𝑙4, 𝑎10 = 𝐽4 +𝑚4𝑙
2
4.

由欧拉-拉格朗日公式得到系统的动力学方程
d

d𝑡

[∂𝐿(𝑞, 𝑞)
∂𝑞𝑖

]
− ∂𝐿(𝑞, 𝑞)

∂𝑞𝑖
= 𝜏𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, 4. (2)

将系统的动力学方程改写为如下矩阵方程形式:⎡⎢⎢⎢⎣
𝑀11 𝑀12 𝑀13 𝑀14

𝑀21 𝑀22 𝑀23 𝑀24

𝑀31 𝑀32 𝑀33 𝑀34

𝑀41 𝑀42 𝑀43 𝑀44

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣
𝑞1

𝑞2

𝑞3

𝑞4

⎤⎥⎥⎥⎦+

⎡⎢⎢⎢⎣
𝐻1

𝐻2

𝐻3

𝐻4

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝜏1

0

𝜏3

𝜏4

⎤⎥⎥⎥⎦ .

(3)

其中: [𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, 𝑞4]T为系统角加速度向量; 𝜏 = [𝜏1, 0,

𝜏3, 𝜏4]
T为驱动力矩向量; 𝐻(𝑞, 𝑞) = [𝐻1,𝐻2,𝐻3, 𝐻4]

T

为科氏力与离心力的结合向量,且有

𝐻1 =

− 𝑎3(2𝑞1 + 𝑞2)𝑞2 sin 𝑞2 − 𝑎6(2𝑞1 + 2𝑞2 + 𝑞3)𝑞3 sin 𝑞3−
𝑎5(2𝑞1 + 𝑞2 + 𝑞3)(𝑞2 + 𝑞3) sin(𝑞2 + 𝑞3)− 𝑎7(2𝑞1+
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𝑞2 + 𝑞3 + 𝑞4)(𝑞2 + 𝑞3 + 𝑞4) sin(𝑞2 + 𝑞3 + 𝑞4)−
𝑎8(2𝑞1 + 2𝑞2 + 𝑞3 + 𝑞4)(𝑞3 + 𝑞4) sin(𝑞3 + 𝑞4)−
𝑎9(2𝑞1 + 𝑞2 + 2𝑞3 + 𝑞4)𝑞4 sin 𝑞4,

𝐻2 =

𝑎3𝑞
2
1 sin 𝑞2 + 𝑎5𝑞

2
1 sin(𝑞2 + 𝑞3)− 𝑎6(2𝑞1+

𝑞2 + 𝑞3)𝑞3 sin 𝑞3 + 𝑎7𝑞
2
1 sin(𝑞2 + 𝑞3 + 𝑞4)−

𝑎8(2𝑞1 + 𝑞2 + 𝑞3 + 𝑞4)(𝑞3 + 𝑞4) sin(𝑞3 + 𝑞4)−
𝑎9(2𝑞1 + 2𝑞2 + 2𝑞3 + 𝑞4)𝑞4 sin 𝑞4,

𝐻3 =

𝑎5𝑞
2
2 sin(𝑞2 + 𝑞3) + 𝑎6(𝑞2 + 𝑞3)

2 sin 𝑞3+

𝑎7𝑞
2
1 sin(𝑞2 + 𝑞3 + 𝑞4) + 𝑎8(𝑞1 + 𝑞2)

2 sin(𝑞3 + 𝑞4)−
𝑎9(2𝑞1 + 2𝑞2 + 2𝑞3 + 𝑞4)𝑞4 sin 𝑞4,

𝐻4 =

𝑎7𝑞
2
1 sin(𝑞2 + 𝑞3 + 𝑞4) + 𝑎8(𝑞1 + 𝑞2)

2 sin(𝑞3 + 𝑞4)+

𝑎9(𝑞1 + 𝑞2 + 𝑞3)
2 sin 𝑞4.

2 系系系统统统模模模型型型退退退化化化与与与积积积分分分特特特性性性

本节通过控制第 1杆始终保持静止,将系统第 1

杆虚拟为系统的固定部件, 将系统退化为第 1关节

为欠驱动的平面 PAA欠驱动机械系统,即系统的第 2

杆∼第 4杆构成平面三连杆 PAA系统,分析其可积分

特性,并获得退化后系统驱动杆与欠驱动杆之间的角

速度约束关系.

初始时刻各杆角度、角速度和最后时刻角度分

别记为 𝑞𝑖0, 𝑞𝑖0, 𝑞𝑖𝑑 (𝑖 = 1, 2, 3, 4).在系统控制过程中,

控制第 1杆保持静止时, 𝑞1 = 0, 𝑞1 = 0, 𝑞1 = 𝑞10,系统

的动力学方程 (3)中欠驱动关节的动力学约束

𝑀21(𝑞)𝑞1 +𝑀22(𝑞)𝑞2+

𝑀23(𝑞)𝑞3 +𝑀24(𝑞)𝑞4 +𝐻2 = 0 (4)

退化为

𝑀22(𝑞)𝑞2 +𝑀23(𝑞)𝑞3 +𝑀24(𝑞)𝑞4 +𝐻20 = 0, (5)

其中𝐻20 = 𝐻2 (𝑞1 = 0, 𝑞1 = 0, 𝑞1 = 𝑞10).相应的系统

惯性矩阵𝑀(𝑞)退化为矩阵

𝑀𝑇 =

⎡⎢⎣ 𝑀22 𝑀23 𝑀24

𝑀32 𝑀33 𝑀34

𝑀42 𝑀43 𝑀44

⎤⎥⎦ .

下面分析系统的积分特性.

引理 1[10] 欠驱动关节动力学约束部分可积的

充分必要条件为:

1)欠驱动关节动力学约束中的重力项为常数;

2)欠驱动关节变量不在惯性矩阵中出现.

由于欠驱动关节变量 𝑞2出现在平面APAA系统
惯性矩阵𝑀(𝑞)中, 即欠驱动关节动力学约束 (4)不

满足部分可积分的条件, 平面APAA系统为二阶非
完整系统, 不能通过积分得到系统的角速度约束关
系; 而退化后的平面 PAA系统的欠驱动关节动力学
约束 (5)的重力项为零,满足引理 1的条件 1),且被动
关节变量 𝑞2未出现在退化后系统惯性矩阵𝑀𝑇 中,因
此退化后的平面 PAA系统的欠驱动关节动力学约束
(5)满足部分可积条件.

通过对方程 (5)进行积分, 可得如下角速度约束
关系:

𝑀22(𝑞)𝑞2 +𝑀23(𝑞)𝑞3 +𝑀24(𝑞)𝑞4 + 𝜂 = 0, (6)

其中

𝜂 = − (𝑎2 + 𝑎4 + 2𝑎6 cos 𝑞30 + 2𝑎8 cos(𝑞30 + 𝑞40)+

2𝑎9 cos 𝑞40 + 𝑎10)𝑞20 − (𝑎4 + 𝑎6 cos 𝑞30+

2𝑎9 cos 𝑞40 + 𝑎10)𝑞30 − (2𝑎8 cos(𝑞30 + 𝑞40)+

2𝑎9 cos 𝑞40 + 𝑎10)𝑞40.

当初始角速度 𝑞20 = 𝑞30 = 𝑞40 = 0时, 𝜂 = 0,从
而各杆角速度 𝑞2、̇𝑞3和 𝑞4满足如下方程:

𝑀22(𝑞)𝑞2 +𝑀23(𝑞)𝑞3 +𝑀24(𝑞)𝑞4 = 0. (7)

由式 (7)可知,当驱动杆角速度为 𝑞3 = 𝑞4 = 0时,
必然有欠驱动杆角速度 𝑞2 = 0,从而通过控制驱动杆
静止能够连带实现欠驱动杆静止.

令𝐴 = [𝑀22,𝑀23,𝑀24] ,将式 (7)改写为向量积
形式

𝐴[𝑞2, 𝑞3, 𝑞4]
T = 0. (8)

引理 2[10] 欠驱动关节动力学约束完全可积的

充分必要条件为:

1)欠驱动关节动力学约束部分可积条件成立;

2) 𝐴的零空间分布是对合的.

由引理 1可知, 方程 (5)的部分可积分条件成立,
𝐴的零空间Δ = span{𝜃1, 𝜃2}, 𝜃1 = [−𝑀23,𝑀22, 0]

T,
𝜃2 = [−𝑀24, 0,𝑀22]

T.若李括号 [𝜃1, 𝜃2] ∈ Δ, 即矩阵
𝐵 = [𝜃1, 𝜃2, [𝜃1, 𝜃2]]不满秩,则分布Δ是对合的,而

[𝜃1, 𝜃2] =
∂𝜃2
∂𝑞T

𝜃1 − ∂𝜃1
∂𝑞T

𝜃2 = 𝑀22𝑀0,

𝑀0 =

⎡⎢⎣ 𝑎8 sin(𝑞3 + 𝑞4) + 2𝑎9 sin 𝑞4

2𝑎8 sin(𝑞3 + 𝑞4) + 2𝑎9 sin 𝑞4

−2𝑎8 sin(𝑞3 + 𝑞4)− 2𝑎6 sin 𝑞3

⎤⎥⎦ ,

det𝐵 = (𝑀22)
2[−𝑀22,𝑀23,𝑀24]𝑀0.

显然,当 𝑞3 = 𝑞4 = 0.5π时, det𝐵 ∕= 0,因而 det𝐵 ∕≡ 0,
即矩阵𝐵满秩,故Δ不对合,方程 (5)不满足完全可积
分条件.由引理 1和引理 2可得平面 3连杆 PAA欠驱
动系统为一阶非完整系统.

由此可知, 针对式 (5)只能通过一次积分得到角

速度约束关系 (6), 不能直接得到 PAA系统角度约束

关系.
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3 系系系统统统角角角度度度约约约束束束

首先,从平面三连杆 PAA欠驱动系统出发,将系

统分为两个阶段的平面Acrobot运动过程; 然后, 基

于平面Acrobot完全可积的特性[10],通过积分得到平

面PAA系统分阶段的角度约束关系;最后,根据角度

约束关系和末端点目标位置,利用 PSO算法计算退化

后系统的目标角度.

3.1 分分分阶阶阶段段段角角角度度度约约约束束束关关关系系系

第 1阶段控制第 1杆和第 4杆的初始角度 𝑞10和

𝑞40保持不变,第 3杆向目标角度运动.在此过程中,第

3杆和第 4杆虚拟为一连杆, 此虚拟连杆与第 2杆构

成平面Acrobot, 根据平面Acrobot完全可积分特性,

通过对式 (7)积分可得如下 𝑞3与 𝑞2之间的角度关系:

𝑞2 = 𝑞20 + 𝑓(𝑞3)− 𝑓(𝑞30). (9)

其中

𝑓(𝑞3) =

𝑎2 − 𝑎4 − 𝑎9 cos 𝑞40 − 𝑎10√
𝐷1

arctan
𝐴1√
𝐷1

− 1

2
𝑞30,

𝐷1 = (𝑎2 + 𝑎4)
2 + 2𝑎2𝑎10 − 4𝑎26 + 2𝑎4𝑎10 − 4𝑎28+

𝑎210 − 2𝑎29(cos(2𝑞40) + 1)+

4(𝑎2𝑎9 + 𝑎4𝑎9 + 𝑎9𝑎10 − 2𝑎6𝑎8) cos 𝑞40,

𝐴1 = (𝑎2 + 𝑎4 − 2𝑎6 − 2(𝑎8 − 𝑎9) cos 𝑞40+

𝑎10) tan(0.5𝑞3)− 2𝑎8 sin 𝑞40.

当第 3杆达到目标角度时,即 𝑞3 = 𝑞3𝑑,第 2杆相

应的角度为 𝑞120, 系统切换到第 2阶段, 控制第 1杆和

第 3杆的角度 𝑞10和 𝑞3𝑑保持不变,第 4杆向目标角度

运动.在此过程中, 第 2杆和第 3杆虚拟为一根杆, 此

虚拟杆与第 4杆构成平面Acrobot, 通过对式 (7)积分

可得如下 𝑞4与 𝑞2之间的角度关系:

𝑞2 = 𝑞120 + 𝑔(𝑞4)− 𝑔(𝑞40). (10)

其中

𝑔(𝑞4) =

𝑎2 − 𝑎4 − 2𝑎6 cos 𝑞3𝑑 − 𝑎10√
𝐷2

arctan
𝐴2√
𝐷2

− 1

2
𝑞40,

𝐷2 = (𝑎2 + 𝑎4)
2 + 2𝑎2𝑎10 − 4𝑎29 + 2𝑎4𝑎10 − 4𝑎28+

𝑎210 + 2𝑎26(cos(2𝑞3𝑑) + 1) + 4(𝑎2𝑎6 + 𝑎4𝑎6+

𝑎6𝑎10 − 2𝑎8𝑎9) cos 𝑞3𝑑,

𝐴2 = (𝑎2 + 𝑎4 + 2(𝑎6 − 𝑎8) cos 𝑞3𝑑 − 2𝑎9+

𝑎10) tan(0.5𝑞4)− 2𝑎8 sin 𝑞3𝑑.

根据不同阶段欠驱动杆与驱动杆之间的约束关

系,可通过分阶段控制驱动连杆连带实现欠驱动连杆

的控制.

3.2 各各各连连连杆杆杆的的的目目目标标标角角角度度度

平面APAA系统结构简图如图 2所示.

y
xq1

q2

q3

q4

( , )X Y

L1

L2

L3

L4

图 2 平面APAA系统结构

结合图 2,利用几何方法计算系统末端点坐标与

各杆角度之间的约束关系.由图 2可得系统末端点坐

标为

(𝑋,𝑌 ) =
(
−

4∑
𝑖=1

𝐿𝑖 sin𝛽𝑖,

4∑
𝑖=1

𝐿𝑖 cos𝛽𝑖

)
. (11)

其中: 𝛽1 = 𝑞1, 𝛽2 = 𝑞1 + 𝑞2, 𝛽3 = 𝑞1 + 𝑞2 + 𝑞3,

𝛽4 = 𝑞1 + 𝑞2 + 𝑞3 + 𝑞4.

在不同阶段,驱动杆与欠驱动杆之间均存在角度

约束关系,且系统末端点坐标与驱动杆角度之间存在

约束关系.算法通过设计符合系统特性的迭代规则和

评价函数,使得粒子群在迭代过程中不断向解空间内

的最优区域移动,最终得到全局最优.

在 PSO算法中, 第 𝑖个粒子在第 𝑗维空间的运动

方程为

𝑣𝑗𝑖 (𝑡+ 1) = 𝜔𝑣𝑗𝑖 (𝑡) + 𝑝1𝑟1(𝑔
𝑗
𝑖 − 𝑠𝑗𝑖 (𝑡))+

𝑝2𝑟2(𝑏
𝑗 − 𝑠𝑗𝑖 (𝑡)),

𝑠𝑗𝑖 (𝑡+ 1) = 𝑠𝑗𝑖 (𝑡) + 𝑣𝑗𝑖 (𝑡+ 1). (12)

其中: 𝜔为惯性权重, 𝑝1和 𝑝2为权重因子, 𝑟1和 𝑟2为

介于 [0, 1]之间的随机数, 𝑠𝑗𝑖 (𝑡)和 𝑣𝑗𝑖 (𝑡)分别为粒子的

位置和速度, 𝑔𝑗𝑖 为粒子个体最优位置, 𝑏𝑗为粒子群最

优位置.

每次迭代后,通过计算评价函数值进行更新,选

取评价函数 𝑓 = ∣𝑋 −𝑋𝑑∣+ ∣𝑌 −𝑌𝑑∣,其中 (𝑋𝑑, 𝑌𝑑)为

系统末端点目标坐标.该评价函数可使粒子群不断向

解空间内的最优区域移动,进而得到驱动杆的目标角

度,所得角度可保证系统末端点实际坐标与期望目标

坐标的距离误差在系统误差允许范围内.

利用PSO算法可获得满足系统控制要求的可行

解 𝑞3𝑑和 𝑞4𝑑, 基于两阶段的角度约束关系 (9)和 (10),

通过计算得到第 2杆目标角度 𝑞2𝑑.

4 控控控制制制器器器设设设计计计

根据系统驱动杆的目标角度,在不同阶段分别构

造Lyapunov函数,设计相应控制器,最终实现系统的

位置控制目标.

令𝑥 = [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥8]
T = [𝑞, 𝑞]T,则
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系统模型的状态空间形式为⎧⎨⎩

𝑥̇1 = 𝑥5,

𝑥̇2 = 𝑥6,

𝑥̇3 = 𝑥7,

𝑥̇4 = 𝑥8,

𝑥̇5 = 𝐹1(𝑥) + 𝑔11𝜏1 + 𝑔13𝜏3 + 𝑔14𝜏4,

𝑥̇6 = 𝐹2(𝑥) + 𝑔21𝜏1 + 𝑔23𝜏3 + 𝑔24𝜏4,

𝑥̇7 = 𝐹3(𝑥) + 𝑔31𝜏1 + 𝑔33𝜏3 + 𝑔34𝜏4,

𝑥̇8 = 𝐹4(𝑥) + 𝑔41𝜏1 + 𝑔43𝜏3 + 𝑔44𝜏4.

(13)

将上式改写为如下向量形式:

𝑥̇ = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝜏, (14)

且有

𝑓(𝑥) = [𝑥5, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥8, 𝐹1, 𝐹2, 𝐹3, 𝐹4]
T,

𝑔(𝑥) = [𝑔1(𝑥), 𝑔2(𝑥)]
T,

[𝐹1, 𝐹2, 𝐹3, 𝐹4]
T = −𝑀−1(𝑞)𝐻(𝑞, 𝑞),

𝑔2(𝑥) = (𝑔𝑖𝑗)4×4 = 𝑀−1(𝑞).

其中: 𝑔1(𝑥)为 4阶零矩阵, 𝑔𝑖𝑗为关于𝑥的非线性函数.

4.1 第第第 1阶阶阶段段段控控控制制制器器器设设设计计计

构造第 1驱动杆、第 3驱动杆和第 4驱动杆的
Lyapunov函数,维持第 1杆和第 4杆的初始角度不变,
实现第 3杆角度的控制目标,可以构造如下Lyapunov
函数:

𝑉1(𝑥) =
1

2
((𝑥1 − 𝑞10)

2 + 𝑥2
5 + (𝑥3 − 𝑞3𝑑)

2+

𝑥2
7 + (𝑥4 − 𝑞40)

2 + 𝑥2
8). (15)

结合系统状态方程 (13),对𝑉1(𝑥)求导,可得

𝑉̇1(𝑥) = 𝑥5(𝑥1 − 𝑞10 + 𝐹1 + 𝑔11𝜏1 + 𝑔13𝜏3 + 𝑔14𝜏4)+

𝑥7(𝑥3 − 𝑞3𝑑 + 𝐹3 + 𝑔31𝜏1 + 𝑔33𝜏3 + 𝑔34𝜏4)+

𝑥8(𝑥4 − 𝑞40 + 𝐹4 + 𝑔41𝜏1 + 𝑔43𝜏3 + 𝑔44𝜏4).

为了保证系统姿态的持续收敛,驱动关节的控制
律设计如下:

𝜏1 = (−𝑥1 + 𝑞10 − 𝐹1 − 𝑔13𝜏3 − 𝑔14𝜏4 − 𝛾1𝑥5)𝑔
−1
11 ,

𝜏3 = (−𝑥3 + 𝑞3𝑑 − 𝐹3 − 𝑔31𝜏1 − 𝑔34𝜏4 − 𝛾3𝑥7)𝑔
−1
33 ,

𝜏4 = (−𝑥4 + 𝑞40 − 𝐹4 − 𝑔41𝜏1 − 𝑔43𝜏3 − 𝛾4𝑥8)𝑔
−1
44 .

(16)

其中: 𝛾1、𝛾3和 𝛾4为调节收敛速度的正常数参数, 且
𝑔𝑖𝑖为正定矩阵𝑀−1(𝑞)对角元素. 𝑔𝑖𝑖 > 0避免了奇异

问题的出现,从而控制律保证了如下收敛条件成立:

𝑉̇1(𝑥) = −𝛾1𝑥
2
5 − 𝛾3𝑥

2
7 − 𝛾4𝑥

2
8 ⩽ 0. (17)

显然,由Lyapunov稳定性理论可知,系统平衡状态在
Lyapunov意义下是稳定的.

下面利用LaSalle不变原理证明所设计的控制律
可实现系统第 1阶段的控制目标.首先给出LaSalle不

变原理.

LaSalle不变原理: 设Ω为紧集,从Ω出发的方程

𝑥̇ = 𝑓(𝑥)的解对于 𝑡 > 0均停留在Ω内,若存在函数
𝑉 (𝑥): Ω → 𝑅是连续可微的,在Ω中 𝑉̇ (𝑥) ⩽ 0,又设
𝐸 = {𝑥∣𝑉̇ (𝑥) = 0, 𝑥 ∈ Ω}, 𝑀 ⊆ 𝐸为𝐸中的最大不变

集,则对于 ∀𝑥(𝑡0) ∈ Ω ,当 𝑡 → ∞时,有𝑥(𝑡) → 𝑀 .

首先给出Ω𝑐 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛∣𝑉1(𝑥) ⩽ 𝑐}, 𝑐 > 0,由于
控制系统处于第 1阶段,由式 (7)和 (9)可得

∥𝑥2∥ → ∞ ⇒ ∥𝑥3∥ → ∞,

∥𝑥6∥ → ∞ ⇒ ∥𝑥7∥, ∥𝑥8∥ → ∞. (18)

由式 (15)可知

∥𝑥𝑖∥ → ∞ ⇒ 𝑉1(𝑥) → ∞, 𝑖 = 1, 3, 4, 5, 7, 8.

因此,当 ∥𝑥𝑖∥ → ∞时,有𝑉1(𝑥) → ∞ (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 8),
即𝑉1(𝑥)径向无界, Ω𝑐 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛∣𝑉1(𝑥) ⩽ 𝑐}是紧的
正不变集, 取Ω = Ω𝑐, 由式 (17)可知, 在Ω中, 𝑉̇1(𝑥)

⩽ 0.

下面给出不变集𝐸和最大不变集𝑀 .

由式 (17)可得

𝑉̇1(𝑥) = 0 ⇔ 𝑥5 = 𝑥7 = 𝑥8 = 0,

从而由式 (7)可知, 𝑥6 = 0.取如下集合:

𝐸 = {𝑥∣𝑉̇ (𝑥) = 0, 𝑥 ∈ Ω} =

{𝑥 ∈ Ω𝑐∣𝑥5, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥8 = 0},
由于集合𝐸中的每一点均为系统的平衡点, 𝐸为系统
不变集.

又因为当𝑥5 = 𝑥6 = 𝑥7 = 𝑥8 = 0时, 𝑥1、𝑥2、𝑥3

和𝑥4均为常数, 且可知𝐻𝑖 = 0 (𝑖 = 1, 2, 3, 4), 从而由
[𝐹1, 𝐹2, 𝐹3, 𝐹4]

T = −𝑀−1(𝑞)𝐻(𝑞, 𝑞)可得, 𝐹𝑖 = 0 (𝑖 =

1, 2, 3, 4).由系统模型的状态空间形式 (13)可知

[𝑥̇5, 𝑥̇6, 𝑥̇7, 𝑥̇8]
T = [𝐹1, 𝐹2, 𝐹3, 𝐹4]

T + 𝑔2(𝑥)𝜏,

从而有 𝑔2(𝑥)𝜏 = 0.由于 𝑔2(𝑥) = −𝑀−1(𝑞), 且𝑀(𝑞)

为正定矩阵, 𝜏 = [𝜏1, 0, 𝜏3, 𝜏4]
T = 0.将 𝜏 = 0代入式

(16)可得, 𝑥1 = 𝑞10, 𝑥3 = 𝑞3𝑑, 𝑥4 = 𝑞40.基于第 1阶段
连杆角度约束关系可得𝑥2 = 𝑞120,从而有

𝐸 = {𝑥 ∈ Ω𝑐∣𝑥1 = 𝑞10, 𝑥2 = 𝑞120, 𝑥3 = 𝑞3𝑑,

𝑥4 = 𝑞40, 𝑥5 = 𝑥6 = 𝑥7 = 𝑥8 = 0}.
由于𝐸为不变集中唯一点, LaSalle不变原理中

𝑀 = 𝐸.由LaSalle不变原理可知,当 𝑡 → ∞时,在第
1阶段任何起始于Ω𝑐的轨线均渐近稳定于𝑀 , 即实
现第 1阶段的控制目标 [𝑞10, 𝑞

1
20, 𝑞3𝑑, 𝑞40, 0, 0, 0, 0].控

制策略从第 1阶段切换到第 2阶段的条件为

∣𝑥1 − 𝑞10∣ ⩽ 𝜖1, ∣𝑥3 − 𝑞3𝑑∣ ⩽ 𝜖1, ∣𝑥4 − 𝑞40∣ ⩽ 𝜖1;

∣𝑥5 − 𝑞10∣ ⩽ 𝜖2, ∣𝑥7∣ ⩽ 𝜖2, ∣𝑥8 − 𝑞40∣ ⩽ 𝜖2.

其中: 𝜖1和 𝜖2为给定的很小的正数,这里作为切换的
临界值.
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在系统第 1阶段的控制过程中, 第 1杆和第 4杆
角度始终维持初始值, 控制第 3杆稳定于目标角度,
连带控制第 2杆稳定于某一角度.当满足上述切换条
件时,切换到第 2阶段控制策略.

4.2 第第第 2阶阶阶段段段控控控制制制器器器设设设计计计

与第 1阶段控制器构造类似, 构造第 1驱动杆、
第 3驱动杆和第 4驱动杆的Lyapunov函数, 维持第 3
杆为目标角度, 控制第 4杆达到目标角度.构造如下
Lyapunov函数:

𝑉2(𝑥) =
1

2
((𝑥1 − 𝑞10)

2 + 𝑥2
5 + (𝑥3 − 𝑞3𝑑)

2+

𝑥2
7 + (𝑥4 − 𝑞4𝑑)

2 + 𝑥2
8). (19)

对𝑉2(𝑥)求导,并结合系统状态方程式 (13),可得

𝑉̇2(𝑥) = 𝑥5(𝑥1 − 𝑞10 + 𝐹1 + 𝑔11𝜏1 + 𝑔13𝜏3 + 𝑔14𝜏4)+

𝑥7(𝑥3 − 𝑞3𝑑 + 𝐹3 + 𝑔31𝜏1 + 𝑔33𝜏3 + 𝑔34𝜏4)+

𝑥8(𝑥4 − 𝑞4𝑑 + 𝐹4 + 𝑔41𝜏1 + 𝑔43𝜏3 + 𝑔44𝜏4).

依据上式,为了保证系统姿态的持续收敛,设计
驱动杆的控制律为

𝜏1 = (−𝑥1 + 𝑞10 − 𝐹1 − 𝑔13𝜏3 − 𝑔14𝜏4 − 𝛾1𝑥5)𝑔
−1
11 ,

𝜏3 = (−𝑥3 + 𝑞3𝑑 − 𝐹3 − 𝑔31𝜏1 − 𝑔34𝜏4 − 𝛾3𝑥7)𝑔
−1
33 ,

𝜏4 = (−𝑥4 + 𝑞4𝑑 − 𝐹4 − 𝑔41𝜏1 − 𝑔43𝜏3 − 𝛾4𝑥8)𝑔
−1
44 ,

(20)

其中 𝛾1、𝛾3和 𝛾4为调节收敛速度的正常数参数. 𝑔𝑖𝑖
> 0避免奇异问题的出现.所设计控制律保证如下收
敛条件成立:

𝑉̇2(𝑥) = −𝛾1𝑥
2
5 − 𝛾3𝑥

2
7 − 𝛾4𝑥

2
8 ⩽ 0. (21)

与第 1阶段分析过程类似, 通过LaSalle不变原
理可保证系统渐近稳定于第 2阶段的控制目标 [𝑞10,

𝑞2𝑑, 𝑞3𝑑, 𝑞4𝑑, 0, 0, 0, 0].

由以上分析可知,第 1阶段通过控制第 3杆达到
目标角度 𝑞3𝑑,基于角度约束关系 (9),连带控制第 2杆
达到一个中间角度 𝑞120;然后,系统切换到第 2阶段,通
过控制第 4杆达到目标角度 𝑞4𝑑, 基于角度约束关系
(10), 连带控制第 2杆达到目标角度 𝑞2𝑑.当驱动杆角
度分别稳定在各自目标角度时,即实现系统位置控制
目标.

5 仿仿仿真真真结结结果果果

在仿真实验中,系统结构参数如表 1所示.

表 1 平面APAA欠驱动机械系统结构参数

连杆 𝑖 连杆 1 连杆 2 连杆 3 连杆 4

𝑚𝑖/kg 1.0 1.0 1.0 1.0
𝐿𝑖/m 1.0 1.0 1.0 1.0
𝑙𝑖/m 0.5 0.5 0.5 0.5
𝐽𝑖/(kg ⋅ m2) 0.083 3 0.083 3 0.083 3 0.083 3

令系统仿真步长为 0.001 s, 各杆的初始角度和
角速度 𝑞𝑖0 = 0, 𝑞𝑖0 = 0 (𝑖 = 1, 2, 3, 4)对应的初始末

端点位置坐标为 (0, 4).控制系统末端点目标位置坐
标为 (1.30, 1.57), 𝜖1 = 0.001, 𝜖2 = 0.001. PSO算法迭
代方程的参数分别为 𝑝1 = 1.9, 𝑝2 = 1.9, 𝜔 = 0.53,
粒子群中的粒子个数为 15, 搜索是在第 3杆角度与
第 4杆角度所构成的二维空间进行的, 系统最大迭
代次数为 1 500.利用 PSO算法可得与末端点目标位
置坐标对应的第 3杆和第 4杆目标角度 𝑞3𝑑 = 1.753,
𝑞4𝑑 = 9.873,由角度约束关系 (9)和 (10)可得第 2杆目
标角度 𝑞2𝑑 = −1.285.

平面APAA欠驱动系统在整个运动过程中状态
变量的变化规律如图 3 ∼ 图 6所示.
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图 3∼图 6分别表示从开始运动到最终实现平

衡稳定的各杆驱动关节力矩、各杆角度、各杆角速度

和末端点坐标随时间的变化曲线,其中纵线 (虚线)的

横坐标为 6.7.在整个运动过程中,第 1杆始终保持静

止, 系统在 𝑡 = 6.7 s时, 控制策略实现切换, 整个系

统在 12.8 s内实现稳定, 系统稳定时的末端点坐标为

(1.301, 1.565).

对于不同的系统末端点目标坐标,同样可以利用

上述控制策略实现末端点的位置控制.

从文中的分析和仿真结果可知, 在欠驱动关节

未安装制动器的条件下,本文方法有效地实现了平面

APAA欠驱动机械系统的控制.

值得一提的是, 本文针对一般方法无法实现平

面四连杆APAA系统的稳定控制问题,通过控制第 1

连杆维持初始状态,从而使APAA系统退化为 PAA系

统;然后, 利用 PAA系统的可控性实现APAA系统的

控制目标.但是,由于第 1连杆维持初始状态,使得整

个系统能实现的可达范围受到影响, 如何通过移动

第 1连杆实现系统在几何可达范围内任意目标位置

的稳定控制是下一步研究的重点.

6 结结结 论论论

本文研究了平面四连杆APAA欠驱动机械系统

位置控制问题,提出一种基于模型退化的分阶段控制

策略.首先,建立系统数学模型,通过控制第 1杆保持

静止, 将系统退化为平面 PAA系统; 其次, 在控制过

程中将系统分为两个阶段,基于第 1关节为被动的欠

驱动系统的积分特性, 分阶段获得各杆之间的状态

约束关系;然后, 根据系统状态约束关系和末端点目

标位置,利用 PSO算法计算系统的目标角度;最后,基

于Lyapunov函数分阶段设计系统控制律, 通过驱动

连杆连带实现欠驱动连杆运动,从而实现系统位置控

制, 并应用LaSelle不变原理保证系统稳定到目标位

置.仿真结果验证了控制策略的有效性.
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