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摘 要: 针对GM(1,1)幂模型时间响应式由离散估计到连续预测所存在的固有误差,建立离散灰色GM(1,1)幂模型,

并将该模型扩展为分数阶离散灰色GM(1,1)幂模型;以最小化平均相对误差为目标、参数之间的关系为约束条件,构

建关于序列累加阶数和幂指数的优化模型,并运用量子遗传算法确定模型的最优累加阶数和幂指数.通过对高速公

路地基沉降和中国高新技术产业R&D发展两个实例的预测结果表明,分数阶离散灰色GM(1,1)幂模型具有良好的

建模精度.

关键词: 灰色幂模型；分数阶灰色模型；量子遗传算法；预测精度
中图分类号: N945.1 文献标志码: A

Fractional order discrete grey GM(1, 1) power model and its application
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Abstract: To overcome the problems of model error and initialized value of the existing GM(1,1) power model, the grey

discrete power GM(1,1) model is constructed, and grey discrete power GM(1,1) is transformed into fractional order grey

discrete power GM(1,1). An optimization model is constructed with the objective of minimum average relative error, the

constraints of relationships between parameters in order to optimize the power exponent and the accumulation order, and the

optimization values of accumulation order and power exponential are determined by using the quantum genetic algorithm.

Finally, two application examples, named settlement volume of subgrade and chinese high technology enterprises, show that

the proposed model has higher precision accuracy.
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0 引引引 言言言

自邓聚龙教授[1-2]提出灰色系统理论以来, 灰色

预测模型已广泛应用于工业、农业、水利、地质、科

教、军事等众多领域. 其中GM(1,1)模型是最基础的

也是应用最广泛的模型, 它主要是针对单变量系统,

通过累加生成弱化序列的随机性寻找系统变化规律,

并以此为基础建立关于时间的预测模型.

灰色幂模型[2]是GM(1,1)模型和灰色Verhulst模

型的拓展, 其幂指数取值的多样性使得该模型可以

很好地体现现实系统的非线性特征, 进而可以用来

描述一个呈现单峰特征的发展过程.文献 [3]利用灰

色系统信息覆盖的思想给出了幂指数的白化公式,

并讨论了幂指数的不同取值范围对模型解的性质的

影响; 文献 [4]以白化微分方程为基础, 利用梯形公

式白化灰导数,得到了一种改进灰导数的GM(1,1)幂

模型; 文献 [5]将GM(1,1)幂模型的应用范围拓展为

非等间距序列, 并采用粒子群算法求解模型, 取得了

较好的应用效果.为了提高GM(1,1)幂模型的建模精

度, 研究人员分别从GM(1,1)幂模型的病态型[6]、无

偏性[7] 以及优化幂指数和背景值插值系数[8]等角度

进行了研究.此外, 为了提高幂模型对震荡型数据的

适应性, 人们又构建了基于傅立叶级数的小样本振

荡序列灰色预测模型[9]、含有系统延迟和时变参数

的振荡型GM(1,1)幂模型[10],这些模型的建立提高了

GM(1,1)幂模型对振荡序列的预测精度,并且在实践

中得到了广泛的应用[11-14]. 尽管研究人员对GM(1,1)

幂模型进行了多方面的改进和优化,但是无法克服灰

色模型由离散估计到连续预测所存在的固有误差. 谢
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乃明等[15]提出的离散灰色预测模型,避免了从差分方

程到微分方程的跳跃,对于纯指数序列的拟合具有无

偏性, 可以更好地模拟系统的发展趋势, 该模型近年

来也得到了广泛的研究和应用[16-17].

经过 20多年的发展, 人们从不同的方面对灰色

GM(1,1)预测模型进行了研究,这些研究成果大大推

动了灰色模型的发展.然而, 随着灰色预测模型应用

范围不断扩大,各种新问题层出不穷,需要对GM(1,1)

模型做更广泛的研究.本文在借鉴离散灰色模型思想

的基础上,构造一种直接离散化的灰色幂模型—-离

散灰色幂模型,进而克服从离散估计到连续预测所存

在的固有误差,并针对离散灰色GM(1,1)幂模型的累

加生成方式进行研究,以提升离散灰色GM(1,1)幂模

型的预测能力和建模精度,拓展灰色预测模型的理论

研究和应用范围.

1 分分分数数数阶阶阶离离离散散散灰灰灰色色色GM(1,1)幂幂幂模模模型型型的的的构构构建建建
1.1 离离离散散散灰灰灰色色色GM(1,1)幂幂幂模模模型型型

设非负原始序列为𝑋(0) = (𝑥(0)(1), 𝑥(0)(2), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑥(0)(𝑛)), 对原始序列𝑋(0)作一阶累加 (1-AGO)生成,

得𝑋(1) = (𝑥(1)(1), 𝑥(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(1)(𝑛)). 其中: 𝑥(1)(𝑘)

=

𝑘∑
𝑖=1

𝑥(0)(𝑖), 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

定定定义义义 1 设𝑥(0)(𝑘)、𝑥(1)(𝑘)如上所述,称灰方程

𝑥(1)(𝑘 + 1) = 𝛽0 + 𝛽1𝑘
𝛾 + 𝛽2𝑥

(1)(𝑘)

为离散灰色幂模型,其中 𝛾称为幂指数.

定定定理理理 1 设𝑋(0)为非负序列, 𝑋(0)、𝑋(1)如定

义 1所述, 假定离散灰色幂模型的幂指数 𝛾已知, 若

𝛽 = (𝛽0, 𝛽1, 𝛽2)
T为参数列,则有

𝛽 = (𝐵T𝐵)−1𝐵T𝑌. (1)

其中

𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1𝛾 𝑥(1)(1)

1 2𝛾 𝑥(1)(2)
...

...
...

1 (𝑛− 1)𝛾 𝑥(1)(𝑛− 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑌 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥(1)(2)

𝑥(1)(3)
...

𝑥(1)(𝑛)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

推推推论论论 1 当 𝛾 = 0时, 离散灰色幂模型变为

𝑥(1)(𝑘 + 1) = 𝛽
′
1 + 𝛽2𝑥

(1)(𝑘), 即离散灰色幂模型退

化为离散灰色GM(1,1)模型[2].

推推推论论论 2 当 𝛾 = 1时, 离散灰色幂模型变为

𝑥(1)(𝑘 + 1) = 𝛽0 + 𝛽1𝑘 + 𝛽2𝑥
(1)(𝑘), 即离散灰色幂

模型退化为近似非齐次离散灰色GM(1,1)模型[2].

定定定理理理 2 若𝛽 = (𝛽0, 𝛽1, 𝛽2)
T如定理 1所述, 且

初值条件为 𝑥̂(1)(1) = 𝑥(0)(1),则离散灰色幂模型的解

为

𝑥̂(1)(𝑘 + 1) =

⎧⎨⎩
𝑘𝛽0 + 𝛽1

𝑘∑
𝑖=1

𝑖𝛾 + 𝑥(0)(1), 𝛽2 = 1;

𝛽0
1−𝛽𝑘

2

1−𝛽2
+ 𝛽1

𝑘∑
𝑖=1

𝑖𝛾𝛽𝑘−𝑖
2 + 𝑥(0)(1)𝛽𝑘

2 , 𝛽2 ∕= 1.

从定理 2给出的离散灰色幂模型的时间响应式

来看,离散灰色幂模型保留了幂模型的幂指数多样性

的特点,这使得离散灰色幂模型具有较好的数据预测

适应能力; 此外, 由离散灰色幂模型的参数估计方法

和推论 1、推论 2可知,它避免了传统幂模型的离散估

计到连续预测所存在的固有缺陷,即具有离散灰色模

型的 “离散估计到离散预测”的优点. 因此,新构建的

离散灰色幂模型具备离散模型和灰色幂模型二者的

优点, 这使得构建的新模型对数据的适应能力更强.

在后续的实例中也可以看出,新构建的离散灰色幂模

型具有更好的适应能力和较高的预测精度.

1.2 分分分数数数阶阶阶离离离散散散灰灰灰色色色GM(1,1)幂幂幂模模模型型型

分数阶蕴含一种 “in between”思想,得到越来越

多学者的认可[18]. 研究表明,选择适当的累加阶数,可

以提升灰色预测模型建模精度[19].

定定定义义义 2 [19] 对于 𝑞/𝑝和给定的观察值 {𝑥𝑗 : 𝑗 =

1, 2, . . . ,𝑚},称 𝑞/𝑝阶累积和为
𝑚∑
𝑗=1

( 𝑞
𝑝 )𝑥𝑗 =

𝑚∑
𝑗=1

𝐶𝑚−𝑗
𝑚−𝑗+ 𝑞

𝑝−1
𝑥𝑗 . (2)

其中

𝐶0
𝑞
𝑝−1 = 1,

𝐶𝑚−𝑗
𝑚−𝑗+ 𝑞

𝑝−1
=(

𝑚− 𝑗 +
𝑞

𝑝
− 1

)(
𝑚− 𝑗 +

𝑞

𝑝
− 2

)
⋅ ⋅ ⋅

(𝑞
𝑝
+ 1

)(𝑞
𝑝

)
𝑚− 𝑗

.

当采用分数阶累加生成矩阵代替原模型中的一

次累加生成矩阵进行模型参数的估计时,所得到的模

型称为分数阶预测模型.

定定定义义义 3 设𝑋(0)为非负原始数据序列, 𝑋(𝑟)为

𝑋(0)的 𝑟-AGO序列,则称满足灰建模三条件[2]的非线

性模型

𝑥(𝑟)(𝑘 + 1) = 𝛽0 + 𝛽1𝑘
𝛾 + 𝛽2𝑥

(𝑟)(𝑘)

为 𝑟阶离散灰色幂模型.

当 𝛾 = 0时, 𝑟阶累加离散灰色幂模型为 𝑟阶离

散灰色GM(1,1)模型; 当 𝛾 = 1时, 𝑟阶累加离散灰色

幂模型为 𝑟阶近似非齐次离散灰色GM(1,1)模型.

定定定理理理 3 设𝑋(0)、𝑋(𝑟)如定义 3所述,假定离散

灰色幂模型的幂指数 𝛾已知, 若 𝛽 = (𝛽0, 𝛽1, 𝛽2)
T为

参数列,则有

𝛽 = (𝐵T𝐵)−1𝐵T𝑌. (3)

其中
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𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 1𝛾 𝑥(𝑟)(1)

1 2𝛾 𝑥(𝑟)(2)
...

...
...

1 (𝑛− 1)𝛾 𝑥(𝑟)(𝑛− 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑌 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥(𝑟)(2)

𝑥(𝑟)(3)
...

𝑥(𝑟)(𝑛)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

事实上, 如果用𝐴𝑟表示 𝑟阶累加生成矩阵, 则

𝑋(0)的 𝑟次累加生成可以写为𝑋(𝑟) = 𝐴𝑟𝑋(0),其中

(𝑎𝑟𝑖𝑗)𝑛×𝑛 =

⎧⎨⎩ 𝐶𝑟−1
𝑖−𝑗+𝑟−1 =

(𝑖− 𝑗 + 𝑟 − 1)!

(𝑖− 𝑗)!(𝑟 − 1)!
, 𝑖 ⩾ 𝑗;

0, 𝑖 < 𝑗.

(4)

2 模模模型型型累累累加加加阶阶阶数数数及及及幂幂幂指指指数数数的的的确确确定定定

相对误差和平均相对误差常用来衡量模型的精

度[2].将第 𝑘时刻的相对误差 (RPE)记为RPE(𝑘), 其

公式为

RPE(𝑘) =
∣∣∣ 𝑥̂(0)(𝑘)− 𝑥(0)(𝑘)

𝑥(0)(𝑘)

∣∣∣× 100%. (5)

所有时点的相对误差平均值 (ARPE)记为ARPE(𝑘),

其公式为

ARPE =
1

𝑛− 1

𝑛∑
𝑘=2

RPE(𝑘). (6)

1) 对于 𝑘 ⩽ 𝑛, 称RPE(𝑘)为 𝑘点模拟相对误

差; 对于 𝑘 > 𝑛, 称RPE(𝑘)为 𝑘点预测相对误差, 称

𝐴RPE为平均模拟相对误差.

2)称 1−ARPE为平均模拟相对精度, 1−RPE(𝑘)

为 𝑘点的模拟精度, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

3)给定𝛼,当ARPE < 𝛼且RPE(𝑛) < 𝛼成立时,

称模型为残差合格模型.

为确定分数阶离散灰色幂模型的最好累加阶数

𝑟和最优幂指数 𝛾, 以平均相对误差最小化为目标建

立优化模型, 确定模型的最优累加阶数 𝑟和幂指数

𝛾的值, 使模型的平均相对误差绝对值在理论上达

到最小.于是,建立ARPE关于累加阶数 𝑟和幂指数 𝛾

的优化模型为

minARPE, s.t. 𝑟 > 0. (7)

由于上述最优化模型的计算过程中涉及到绝对

值符号的运算,且关于 𝑟和 𝛾是不可导的,很难利用公

式分析出模型的最优解表达式, 对此, 可以采用蚁群

算法、粒子群算法等群体智能算法搜索出模型的最优

解.本文采用量子遗传算法求解模型的最优累加阶数

和幂指数. 量子遗传算法 (QGA)主要包含以下几个基

本部分.

1)初始化种群.随机生成若干个以量子比特率为

编码的染色体. QGA基于量子比特的概念, 采用GA

中的二进制编码, QGA用一个或多个量子比特存储

和表达一个基因,再由这些个量子比特表达的基因构

成一条染色体.一条具有量子比特编码的染色体 𝑞可

表示为

𝑞𝑡𝑗 =

[
𝛼𝑡
11 ⋅ ⋅ ⋅ 𝛼𝑡

1𝑛

𝛽𝑡
11 ⋅ ⋅ ⋅ 𝛽𝑡

1𝑛

∣∣∣∣∣ ⋅ ⋅ ⋅
∣∣∣∣∣ 𝛼𝑡

𝑚1 𝛼𝑡
𝑚2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝛼𝑡

𝑚𝑛

𝛽𝑡
𝑚1 𝛽𝑡

𝑚2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝛽𝑡
𝑚𝑛

]
.

(8)

其中: 𝑞𝑡𝑗为第 𝑡代、第 𝑗个个体的染色体; 𝑛为染色体

中包含的量子比特个数; ∣𝛼𝑖∣2+∣𝛽𝑖∣2 = 1, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑛; 𝑚为染色体基因个数.在下述实例计算中, 将种

群中各个个体的量子比特编码 (𝛼, 𝛽)都初始化为

(1/
√
2, 1/

√
2),即一个染色体所表达的全部可能状态

是等概率的;本文中需要确定的参数有累加阶数和幂

指数两个,所以𝑚 = 2; 每个染色体中包含的量子比

特数设定为𝑛 = 20,初始种群数量设置为 40.

2) 适应度函数. 对当代群体中的每个染色体进

行适应性评估, 通过适应性的好坏评价染色体的好

坏,本文以相对误差平均值 (ARPE)作为适应度函数

来评价染色体的优劣.

3) 迭代停止准则. 通过设置最大遗传代数𝑇 作

为迭代停止的判断依据.在计算中设最大遗传代数

𝑇 = 200,当遗传代数 𝑡 > 𝑇 时,停止遗传更新.

4) 种群更新.在QGA中, 主要采用量子旋转门

𝑈(Δ𝜃)来对染色体进行更新进化, 𝑈(Δ𝜃)可表示为

𝑈(Δ𝜃) =

[
cos(Δ𝜃) − sin(Δ𝜃)

sin(Δ𝜃) cos(Δ𝜃)

]
, (9)

其中Δ𝜃为旋转角. 量子比特旋转更新操作可表示为[
𝛼̂𝑖

𝛽𝑖

]
=

[
cos(Δ𝜃𝑖) − sin(Δ𝜃𝑖)

sin(Δ𝜃𝑖) cos(Δ𝜃𝑖)

][
𝛼𝑖

𝛽𝑖

]
. (10)

其中: [𝛼𝑖, 𝛽𝑖]
T为染色体的第 𝑖个量子比特; Δ𝜃𝑖为

此时对应的旋转角, 在下述实例的计算中设Δ𝜃𝑖 =

0.01π.

3 应应应用用用实实实例例例

3.1 高高高速速速公公公路路路软软软土土土地地地基基基沉沉沉降降降预预预测测测

高速公路软土地基沉降的预测与控制是软土地

区公路建设的一个关键问题.考虑到高速公路软土地

基沉降系统中工程地质条件的复杂性、已知信息的

不完整性、影响因素的多样性等非确定性特征,应用

灰色预测模型来描述软土地基沉降系统演化规律已

受到学者们的关注[11].本节以某省沿海高速软土地

基沉降的某测试段的某一个沉降板为研究对象, 选

取在一段时间内该观测点的路基沉降监测数据进行

建模分析,利用分数阶离散灰色GM(1,1)幂模型对高

速公路软土地基沉降进行预测, 并与文献 [11]中的

GM(1,1, 𝑡2)模型进行对比．

在建立分数阶离散灰色GM(1,1)幂模型时,取前

7个时点的观测数据作为建模样本, 取第 8个时点的

观测数据作为预测样本进行预测检验. 应用量子遗传
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算法可获得模型的幂指数和累加阶数分别为 1.765 8

和 0.652 6.根据观测数据建立的分数阶离散灰色

GM(1,1)幂模型为

𝑥(1)(𝑘 + 1) = 4.375 7 + 0.811 5𝑘1.765 8 + 0.773 6𝑥(1)(𝑘),

𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ . (11)

用式 (11)所示的模型和文献 [11]中的GM(1,1, 𝑡2)模

型对该时间序列的拟合和预测结果如表 1所示．

表 1 两种模型的模拟预测值与实际值的比较

GM(1,1,𝑡2)[11] 本文方法
时点 实际值

预测值 RPE/% 预测值 RPE/%

1 3.30 3.31 0.30 — —

2 5.60 5.40 3.59 5.59 0.18

3 7.90 7.83 0.93 7.68 2.78

4 10.30 10.65 3.41 10.56 2.52

5 14.50 15.12 4.28 14.22 1.93

6 18.10 18.04 0.31 18.59 2.71

7 23.80 23.01 3.34 23.59 0.88

相对误差均值/% — 2.31 — 1.81

8 28.60 29.47 3.04 29.01 1.82

由表 1的对比结果可知,从拟合样本相对误差范

围、平均相对误差和单步滚动预测相对误差来看,分

数阶离散灰色GM(1,1)幂模型较GM(1,1, 𝑡2)模型有

显著的提升. 同时,基于上述分数阶离散灰色GM(1,1)

幂模型的建模机理和预测步骤,可以预测出某省沿海

高速某测试段的软土地基下个时点沉降值为 35.1 cm.

因此,根据原始数据序列的自身特性构建分数阶离散

灰色GM(1,1)幂模型,对丰富和发展灰色预测理论和

方法具有较好的促进作用.

3.2 中中中国国国高高高新新新技技技术术术产产产业业业R&D预预预测测测

自中国提出建设创新型国家以来, 中国的高新

技术产业得到了较快的发展.到 2012年,高新技术产

业创造利润 6 186.3亿元, 出口额 46 701.1亿元, 发明

专利数量达 78 651件, 极大地增强了国际竞争力.事

实上,高新技术产业的R&D经费、新产品研发经费和

R&D人员数量指标是国家高新技术产业国际竞争力

强弱的主要体现.因此,这里以中国 2008∼ 2012年高

新技术产业的R&D经费、新产品研发经费和R&D人

员全时当量数据 (如表 2所示, 数据来源于中国国家

统计局网站)为例,分别建立分数阶离散灰色幂模型,

并对 2013、2014年的R&D经费、新产品研发经费和

R&D人员全时当量的发展指标进行预测,结果如表 2

所示.

表 2 2008∼ 2012年中国高新技术产业R&D经费、新产品研发经费和R&D人员全时当量的建模误差

R&D经费/亿元 新产品研发经费/亿元 R&D人员全时当量/万人年
年份

实际值 模拟预测值 相对误差/% 实际值 模拟预测值 相对误差/% 实际值 模拟预测值 相对误差/%

2008 655.2 798.4 28.5

2009 774 771.9 0.27 945.1 945.12 2.16 × 10−5 35.9 35.97 0.19

2010 967.8 972.6 0.49 1006.9 1006.86 3.97 × 10−5 39.9 39.38 1.3

2011 1 237.8 1 233.6 0.34 1 528 1 528.01 6.54 × 10−6 42.7 43.57 2.03

2012 1 491.5 1 492.8 0.08 1 827.5 1 827.52 1.09 × 10−5 52.6 52.06 1.03

相对误差均值/% — — 0.295 — — 1.97 × 10−5 — — 1.137

2013 — 1 684.4 — — 2 048.8 — — 64.04 —

2014 — 1 717.2 — — 2 230.7 — — 79.83 —

注注注 1 R&D人员全时当量是指全时人员数加上

非全时人员按工作量折算为全时人员数的总和.例如:

有 2个全时人员和 3个非全时人员 (工作时间分别为

20%、30%和 70%),则全时当量为 2+0.2+0.3+0.7 =

3.2人年.该指标为国际上比较科技人力投入而制定

的可比指标 (来源于中国统计年鉴).

运用量子遗传算法, 可以获得R&D经费、新产

品研发经费和R&D人员全时当量分数阶离散幂模型

的最优幂指数和累加阶数. 其中: R&D经费分数阶离

散灰色幂模型的幂指数和累加阶数为 3.501和 1.375,

新产品研发经费分数阶离散灰色幂模型的幂指数

和累加阶数为 1.766 3和 1.401 8, R&D人员全时当

量分数阶离散灰色幂模型的幂指数和累加阶数为

−1.601 3和 1.599 2.

从表 2可以看出,分数阶离散灰色幂模型对 2008

∼ 2012年中国高新技术产业R&D人员全时当量、

R&D经费和新产品研发经费的模拟平均相对误差在

1.97 × 10−5和 1.14%之间, 按照灰色模型的检验标

准[2],该模型通过𝛼 = 0.05的残差检验可用于短期预

测. 此外,分数阶离散灰色幂模型对每个时点的模拟

误差几乎不超过 1%, 这表明本文的建模方法具有较

高的模拟精度.

4 结结结 论论论

本文将离散思想和分数阶累加思想引入灰色幂

模型, 构建了分数阶离散灰色幂模型, 实现了从连续

形式向离散形式的转变.该模型相比较于灰色幂模型

而言,消除了传统灰色幂模型由微分方程直接跳到差

分方程所产生的误差; 而分数阶累加的引入, 也可以

提升模型的建模精度.同时, 与GM(1,1,𝑡𝑎)模型相比,

不需要事先确定模型的时间指数,因而具有更广泛的
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实用性. 由于灰色模型的应用对象通常不具备大样本

的原始数据,通过智能算法可以在理论上获得模拟序

列误差最小化的幂指数和累加阶数,但通过实验发现,

这种模拟序列的误差最小化下建立的预测模型可能

会造成预测值的误差较大,即模拟误差较小而预测误

差较大.因此,如何根据实际问题的数据特点,考虑数

据序列多种因素影响的事实,建立合理的模型以求解

该模型的幂指数和累加阶数将是今后的研究重点.
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