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摘 要: 基于自适应非线性阻尼,提出一种鲁棒自适应输出反馈控制方法. 该方法适用于带有未建模动态、未知非线

性、有界扰动、未知非线性参数和不确定控制系数的多输入多输出非线性系统.理论证明,在一定的假设条件下,该

方法能保证闭环系统所有动态信号有界;不论有多少不确定非线性参数、多高阶的非线性系统,只需要一个自适应

控制参数和观察参数;而且通过选择适当的控制器和观测器参数,能使控制误差和估计误差达到任意小. 仿真结果表

明了所提出方法的有效性.
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Abstract: Based on adaptive nonlinear damping, a robust adaptive output feedback controller is proposed for a multi-

input and multi-output nonlinear system with unknown nonlinear parameters, uncertain nonlinearities, bounded disturbance,

unmodeled dynamics and uncertain control parameters. It is proved that all the signals in the closed-loop are bounded and

the control errors and estimation errors can be made arbitrarily small by choosing some design parameters appropriately. The

controller only has an adaptive control parameter and an adaptive observer parameter no matter how high the order of the

system is and how many unknown parameters there are. Simulation results show the effectiveness of the proposed controller.
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0 引引引 言言言

诸如交通系统、宇航系统和热力学系统等实际

系统都是非线性系统且带有很多不确定性因素, 所

以,研究带有不确定性非线性系统的控制问题具有重

要意义[1]. 其中依靠系统部分测量信息的输出反馈控

制更是得到了广泛关注, 并取得了大量重要研究结

果[2-10].文献 [3]针对一类带有未知参数的非线性系

统,利用高增益观测器估计输出的各阶导数, 得到了

一种自适应输出反馈控制方法, 但系统的不确定性

参数必须呈线性化, 而且没有考虑外界扰动和系统

的未建模动态.文献 [4]考虑了系统的未建模动态和

外界扰动, 但系统的不确定性参数也必须呈线性化.

文献 [5]提出的鲁棒自适应输出反馈控制方法考虑了

系统的未建模动态和外界扰动,而且系统的不确定性

参数可以是非线性的.文献 [6]提出了一类非线性系

统输出反馈自适应扰动控制方法, 适用于满足局部

Lipchitz条件的不确定性非线性系统. 上述文献都是

针对单输入单输出非线性系统.

针对多输入多输出非线性系统的控制问题也得

到了一些研究.文献 [7]对一类不确定性有界的非线

性系统提出了一种鲁棒自适应输出反馈镇定控制法.

文献 [8]提出的输出反馈控制法适用于不确定性函数

满足局部Lipchitz条件的非线性系统,但没有考虑系

统的未建模动态. 文献 [9]利用变能量函数思想,增加

幂次积分方法和自适应思想,提出的自适应控制方法

能使得存在未知控制系数和不可测零动态的高阶非

线性系统全局镇定,该方法需要估计系统的不确定性

参数, 未考虑系统的未建模动态.文献 [10]提出的鲁

棒自适应输出反馈控制方法考虑了扰动、未建模动态

和未知非线性不确定性,但未知非线性不确定性只与
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系统的输出有关.

总结上述文献,有以下几个方面值得思考: 1)文

献中给出的自适应输出反馈控制方法多数基于高增

益观测器[3-6],但高增益观测器存在峰值现象[3],这对

整个闭环系统极为不利,且可能造成整个闭环系统的

不稳定; 2)研究的非线性系统中不确定性较为严格,

如不确定性参数线性化的非线性系统[3-4]、不确定性

项有界[7]、不确定性项只与输出有关[10]或满足局部

Lipschitz条件[5-8]; 3) 研究的非线性系统模型满足上

三角或下三角形式[3-6,11]. 因此,研究一种模型更为一

般的非线性系统,且能处理更加广泛的非线性不确定

性的鲁棒自适应输出反馈控制具有重要意义.

本文借鉴文献 [12-13]的设计方法, 基于自适应

非线性阻尼,设计鲁棒自适应控制器和观测器, 得到

一种鲁棒自适应输出反馈控制方法. 该方法适用于带

有未建模动态、未知非线性、有界扰动、未知非线性

参数和不确定控制系数的多输入多输出非线性系统.

该方法不要求系统模型满足三角形式的约束,不需要

估计系统中的未知参数,能保证闭环系统所有信号有

界, 而且通过自适应的方式, 有效克服了高增益观测

器瞬态过程中的峰值现象.通过选择适当的设计参数,

能使控制误差和观察误差达到任意满意的精度.仿真

结果表明了该方法的有效性.

1 问问问题题题描描描述述述

考虑以下带有不确定性的多输入多输出非线性

系统: {
𝑥̇ = 𝐴𝑥+𝐵[ℎ(𝑥, 𝜔, 𝜃, 𝑑) + 𝜃𝑢𝑢],

𝑦 = 𝐶𝑥.
(1)

其中: 𝑥 ∈ 𝑹𝑛、𝑢 ∈ 𝑹𝑙、𝑦 ∈ 𝑹𝑙分别为系统的状态、控

制和输出; 𝐴、𝐵、𝐶为维数适当的已知矩阵; 𝜔 ∈ 𝑹𝑟

为未建模动态; 𝜃 ∈ 𝑹𝑞为未知参数; 𝜃𝑢为不确定控制

系数; 𝑑 ∈ 𝑹𝑘为未知时变有界扰动; ℎ(𝑥, 𝜔, 𝜃, 𝑑) ∈ 𝑹𝑙

为一个未知的非线性函数, 包含未知参数、有界扰

动、未知非线性和未建模动态等不确定性项.假设系

统的未建模动态可用如下的方程来描述:

𝜔̇ = 𝑠(𝜔, 𝑦), (2)

其中 𝑠(𝜔, 𝑦)为未知的、连续的非线性函数.

本文目的: 针对存在未知非线性参数、未知非线

性项、有界扰动、未建模动态和未知控制系数等综合

不确定性的多输入多输出非线性系统 (1), 设计鲁棒

自适应输出反馈控制器,使闭环系统能稳定在平衡点

附近.不失一般性,设原点为系统 (1)的孤立平衡点.

注注注 1 因为系统 (1)中𝐴、𝐵、𝐶仅为维数适当的

已知矩阵,不受上三角或下三角形式[3-6,11]约束,所以

本文研究的非线性系统模型更具有一般性.文献 [12]

中𝐴、𝐵为特定分块对角矩阵的多输入多输出非线性

系统,可视为系统 (1)的一个特例,解决了状态反馈问

题,但输出反馈问题有待解决.当系统 (1)中控制系数

𝜃𝑢为已知时, 文献 [13]给出了鲁棒自适应观测器设

计,但未给出控制器设计.由于系统 (1)为带有未知非

线性参数、未知非线性项、有界扰动、未建模动态和

未知控制系数等综合不确定性的多输人多输出非线

性系统,研究结合观测器和控制器设计的鲁棒自适应

输出反馈控制问题将更具有挑战性,与状态反馈相比

也更具有实际意义.

假假假设设设 1 不确定控制系数 𝜃𝑢 ∕= 0且有界, 𝜃𝑢 ⩽
∣𝜃𝑢∣ ⩽ 𝜃𝑢.其中: 𝜃𝑢 > 0, 𝜃𝑢 > 0为未知常数,且已知 𝜃𝑢

的符号,这里假设 𝜃𝑢的符号为正.

注注注 2 与参考文献 [6]中关于未知控制系数假

设为有界, 且已知上确界和下确界相比, 假设 1更宽

松,因为 𝜃𝑢和 𝜃𝑢为未知常数,不需要知道其具体值.

假假假设设设 2 存在未知常数 𝑐𝑖 ⩾ 0, 𝑖 = 1, 2, 3, 4, 使

得ℎ(𝑥, 𝜔, 𝜃, 𝑑)满足

∥ℎ(𝑥, 𝜔, 𝜃, 𝑑)∥ ⩽

𝑐1 + 𝑐2∥𝑥∥𝜑(𝑦) + 𝑐3𝛷(𝑦) + 𝑐4𝜓(∥𝜔∥). (3)

其中: ∥ ⋅ ∥表示矩阵或向量的欧氏范数; 𝜑(𝑦)和𝛷(𝑦)

为已知的非负函数, 𝜓(∥𝜔∥)为已知𝐾∞类函数.

注注注 3 因为不等式 (3)的右边包含不可测的信

号𝑥和𝜔,与一些文献中对非线性不确定性项上确界

的假设只包含可测信号相比[7-10],本文研究的非线性

系统不确定性更加广泛;此外, 一些文献中常用的非

线性不确定性项满足局部Lipschitz条件的假设[5-8]也

是假设 2的一个特例,即 𝑐1 = 0, 𝜑(𝑦) = 1, 𝛷(𝑦) = 0和

𝜓(∥𝜔∥) = ∥𝜔∥.

假假假设设设 3 式 (2)所描述的未建模动态为指数输

入到状态实际稳定 (exp-ISPS)[4], 即存在Lyapunov函

数𝑉𝜔(𝜔)满足以下关系式:

𝛹1(∥𝜔∥) ⩽ 𝑉𝜔(𝜔) ⩽ 𝛹2(∥𝜔∥), (4)

∂𝑉𝜔(𝜔)

∂𝜔
𝑠(𝜔, 𝑦) ⩽ −𝜍0𝑉𝜔(𝜔) +𝑊 (∥𝑦∥) + 𝑐0. (5)

其中: 𝛹1、𝛹2为𝐾∞类函数, 𝜍0 > 0、𝑐0 > 0为已知常

数. 可以假设𝑊 (⋅)具有形式𝑊 (𝑧) = 𝑧2𝑊0(𝑧
2), 𝑊0(⋅)

为一个大于或等于零的光滑函数.或者将式 (5)中

𝑊 (∥𝑦∥)表示为 ∥𝑦∥2𝑊0(∥𝑦∥2) + 𝜀0, 𝜀0 ⩾ 0为一个充

分小的实数. 当式 (5)中 𝑐0 = 0时,式 (1)和 (2)组成的

系统即为最小相位系统.

假假假设设设 4 (𝐴,𝐵)可控, (𝐴,𝐶)可检测.

假假假设设设 5 存在正定对称矩阵𝑃 > 0, 𝑄 > 0满足
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𝑚𝑃 + 𝑃𝐴𝑚 = −𝑄,

𝑃𝐵 = 𝐶T,
(6)

其中选择矩阵𝐿使𝐴𝑚 = 𝐴−𝐵𝐿为Hurwitz矩阵.

2 鲁鲁鲁棒棒棒自自自适适适应应应观观观测测测器器器和和和控控控制制制器器器设设设计计计

首先, 引入如下动态信号𝜛来抑制未建模动态

对系统的影响:

𝜛̇ = −𝜏0𝜛 +𝜛𝑚(𝑦). (7)

其中: 𝜏0 ∈ (0, 𝜍0), 𝜛𝑚(𝑦) = ∥𝑦∥2𝑊0(∥𝑦∥2) + 𝑐0且

𝜛(0) = 𝜛0 > 0. 对于所有的 𝑡 ⩾ 0,文献 [4]中已经证

明了该信号有如下性质:

𝑉𝜔(𝜔(𝑡)) ⩽ 𝜛(𝑡) +𝛺(𝑡). (8)

其中: 𝛺(𝑡) = max{0, e−𝜍0𝑡𝑉 (𝜔0)− e−𝜏0𝑡𝜛0}, 𝜔0是式

(2)的初值.因为 0 < 𝜏0 < 𝜍0, 𝜛0 > 0, 所以存在一个

时间常数𝑇 0满足𝛺(𝑡) = 0,对于所有 𝑡 ⩾ 𝑇 0 ⩾ 0.

自适应非线性阻尼是抑制不确定性对系统影响

的有效工具[5,10,12-13]. 借鉴文献 [12-13]的设计方法,

本文提出以下带有许多自适应非线性阻尼项的鲁棒

自适应控制器和观测器构成的鲁棒自适应输出反馈

控制.

鲁棒自适应控制器

𝑢 = −𝛽1𝐶𝑥̂𝛽𝑚1, (9)

𝛽̇1 = 𝛤1∥𝐶𝑥̂∥2𝛽𝑚1 − 𝛤1𝜎1𝛽1, (10)

𝛽𝑚1 = 1 + 𝛷2(𝑦) + [1 + 𝜙(𝑦)]2+

𝜓2(𝛹−1
1 (2𝜛(𝑡))); (11)

鲁棒自适应观测器

˙̂𝑥 = 𝐴𝑚𝑥̂+ 𝛽2𝐵(𝑦 − 𝐶𝑥̂)𝛽𝑚2, (12)

𝛽̇2 = 𝛤2∥𝑦 − 𝐶𝑥̂∥2𝛽𝑚2 − 𝛤2𝜎2𝛽2, (13)

𝛽𝑚2 = 1 + 𝛷2(𝑦) + [1 + 𝜙(𝑦)]2+

𝜓2(𝛹−1
1 (2𝜛(𝑡))) + 𝑢2. (14)

其中: 常数𝛤1 > 0, 𝛤2 > 0, 𝜎1 > 0, 𝜎2 > 0为设计参

数.定义状态估计误差为 𝑒 = 𝑥 − 𝑥̂, 由式 (1)、(12)∼
(14)有

𝑒̇ = 𝐴𝑚𝑒+𝐵[ℎ(𝑥, 𝜔, 𝜃, 𝑑) + 𝐿𝑥+ 𝜃𝑢𝑢]− 𝛽2𝐵𝑒𝛽𝑚2,

(15)

其中 𝑒 = 𝐶𝑒 = 𝑦 − 𝐶𝑥̂.

定定定理理理 1 在满足假设 1∼假设 5的条件下,采用

本文提出的鲁棒自适应控制器 (9)∼ (11)和观测器

(12)∼ (14)构成的鲁棒自适应输出反馈控制,即使系

统 (1)存在未知非线性参数、未知非线性、有界扰动、

未建模动态和不确定控制系数等综合不确定性因素,

也能保证由式 (1)、(2)、(7)、(10)、(13)和 (15)组成的

闭环系统全部动态变量有界, 而且通过合理选择式

(10)和 (13)中的设计参数𝛤1、𝛤2、𝜎1和𝜎2可以使控

制误差 ∥𝑥∥和观察误差 ∥𝑒∥任意小.

证证证明明明 选择Lyapunov函数为

𝑉 =
1

2
[𝑥T𝑃𝑥+ eT𝑃𝑒+ 𝛤−1

1 𝜃𝑢(𝛽1 − 𝛽∗
1)

2+

𝛤−1
2 (𝛽2 − 𝛽∗

2)
2]. (16)

其中: 未知常数 𝛽∗
1 > 0, 𝛽∗

2 > 0为自适应参数 𝛽1和𝛽2

的期望值,即当 𝛽1 = 𝛽∗
1 , 𝛽2 = 𝛽∗

2时,整个闭环系统达

到期望的性能.一般来说, 如果期望控制误差和观察

误差越小,则𝛽∗
1 > 0和 𝛽∗

2 > 0对应越大的常数,通过

下面的证明和讨论将作进一步的说明. 对𝑉 沿 𝑡求导,

得到

𝑉̇ =

− 1

2
𝑥T𝑄𝑥+ 𝑥T𝑃𝐵[ℎ(𝑥, 𝜔, 𝜃, 𝑑) + 𝐿𝑥+ 𝜃𝑢𝑢]−

1

2
eT𝑄𝑒+ eT𝑃𝐵[ℎ(𝑥, 𝜔, 𝜃, 𝑑) + 𝐿𝑥+ 𝜃𝑢𝑢]−

𝛽2e
T𝑃𝐵𝑒𝛽𝑚2 + 𝜃𝑢(𝛽1 − 𝛽∗

1)∥𝐶𝑥̂∥2𝛽𝑚1−

𝜎1𝜃𝑢𝛽1(𝛽1 − 𝛽∗
1) + (𝛽2 − 𝛽∗

2)∥𝑦 − 𝐶𝑥̂∥2𝛽𝑚2−

𝜎2𝛽2(𝛽2 − 𝛽∗
2). (17)

由于𝑥 = 𝑥̂+ 𝑒,代入式 (17)可得

𝑉̇ =

− 1

2
𝑥T𝑄𝑥+ 𝑥̂T𝑃𝐵[ℎ(𝑥, 𝜔, 𝜃, 𝑑) + 𝐿𝑥+ 𝜃𝑢𝑢]−

1

2
eT𝑄𝑒+ 2eT𝑃𝐵[ℎ(𝑥, 𝜔, 𝜃, 𝑑) + 𝐿𝑥+ 𝜃𝑢𝑢]−

𝛽2e
T𝑃𝐵𝑒𝛽𝑚2 + 𝜃𝑢(𝛽1 − 𝛽∗

1)∥𝐶𝑥̂∥2𝛽𝑚1−

𝜎1𝜃𝑢𝛽1(𝛽1 − 𝛽∗
1) + (𝛽2 − 𝛽∗

2)∥𝑦 − 𝐶𝑥̂∥2𝛽𝑚2−

𝜎2𝛽2(𝛽2 − 𝛽∗
2). (18)

把式 (9)代入 (18),有

𝑉̇ =

− 1

2
𝑥T𝑄𝑥+ (𝐶𝑥̂)T[ℎ(𝑥, 𝜔, 𝜃, 𝑑) + 𝐿𝑥]−

1

2
eT𝑄𝑒+ 2ēT[ℎ(𝑥, 𝜔, 𝜃, 𝑑) + 𝐿𝑥+ 𝜃𝑢𝑢]−

𝜃𝑢𝛽
∗
1∥𝐶𝑥̂∥2𝛽𝑚1 − 𝜎1𝜃𝑢𝛽1(𝛽1 − 𝛽∗

1)−

𝛽∗
2∥𝑒∥2𝛽𝑚2 − 𝜎2𝛽2(𝛽2 − 𝛽∗

2). (19)

把式 (3)代入 (19),有

𝑉̇ ⩽

− 1

2
𝑥T𝑄𝑥− 1

2
eT𝑄𝑒+ ∥𝐶𝑥̂∥[𝑐1 + 𝑐3𝛷(𝑦)+

𝑐2∥𝑥∥𝜙(𝑦) + 𝑐4𝜓(∥𝜔∥) + ∥𝐿∥∥𝑥∥] + 2∥𝑒∥[𝑐1+
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𝑐2∥𝑥∥𝜙(𝑦) + 𝑐3𝛷(𝑦) + 𝑐4𝜓(∥𝜔∥) + ∥𝐿∥∥𝑥∥+

𝜃𝑢∥𝑢∥]− 𝜃𝑢𝛽
∗
1∥𝐶𝑥̂∥2𝛽𝑚1 − 𝛽∗

2∥𝑒∥2𝛽𝑚2−

𝜎1𝜃𝑢𝛽1(𝛽1 − 𝛽∗
1)− 𝜎2𝛽2(𝛽2 − 𝛽∗

2). (20)

由式 (4)、(8)和𝐾∞类函数的性质,有

𝜓(∥𝜔∥) ⩽ 𝜓(𝛹−1
1 (2𝜛(𝑡))) + 𝜓(𝛹−1

1 (2𝛺(𝑡))). (21)

把式 (21)代入 (20),且取 𝑐2 = max(𝑐2, ∥𝐿∥), 𝑐1 =

𝑐1 + 𝑐4 sup[𝜓(𝛹
−1
1 (2𝛺(𝑡)))],可得

𝑉̇ ⩽

− 1

2
𝑥T𝑄𝑥+ ∥𝐶𝑥̂∥{𝑐1 + 𝑐2∥𝑥∥[1 + 𝜙(𝑦)]+

𝑐3𝛷(𝑦) + 𝑐4𝜓(𝛹
−1
1 (2𝜛(𝑡)))}−

1

2
eT𝑄𝑒+ 2∥𝑒∥{𝑐1 + 𝑐2∥𝑥∥[1 + 𝜙(𝑦)]+

𝑐3𝛷(𝑦) + 𝑐4𝜓(𝛹
−1
1 (2𝜛(𝑡))) + 𝜃𝑢∥𝑢∥}−

𝜃𝑢𝛽
∗
1∥𝐶𝑥̂∥2𝛽𝑚1 − 𝛽∗

2∥𝑒∥2𝛽𝑚2−

𝜎1𝜃𝑢𝛽1(𝛽1 − 𝛽∗
1)− 𝜎2𝛽2(𝛽2 − 𝛽∗

2). (22)

因为对于任意𝜗 > 0,有

𝑐2∥𝐶𝑥̂∥∥𝑥∥[1 + 𝜙(𝑦)] ⩽

1

2
𝑐2

(
𝜗∥𝐶𝑥̂∥2[1 + 𝜙(𝑦)]2 +

∥𝑥∥2
𝜗

)
, (23)

𝑐2∥𝑒∥∥𝑥∥[1 + 𝜙(𝑦)] ⩽

1

2
𝑐2

(
𝜗∥𝑒∥2[1 + 𝜙(𝑦)]2 +

∥𝑥∥2
𝜗

)
, (24)

所以由式 (22)∼ (24)可以得到

𝑉̇ ⩽

− 1

2
𝑥T𝑄𝑥+ 𝑐1∥𝐶𝑥̂∥+ 𝑐2𝜗

2
∥𝐶𝑥̂∥2[1 + 𝜙(𝑦)]2+

𝑐2
2𝜗

∥𝑥∥2 + 𝑐3∥𝐶𝑥̂∥𝛷(𝑦) + 𝑐4∥𝐶𝑥̂∥𝜓(𝛹−1
1 (2𝜛(𝑡)))−

1

2
eT𝑄𝑒+ 2𝑐1∥𝑒∥+ 𝑐2𝜗∥𝑒∥2[1 + 𝜙(𝑦)]2 +

𝑐2
𝜗
∥𝑥∥2+

2𝑐3∥𝑒∥𝛷(𝑦) + 2𝑐4∥𝑒∥𝜓(𝛹−1
1 (2𝜛(𝑡)))+

2𝜃𝑢∥𝑒∥∥𝑢∥ − 𝜃𝑢𝛽
∗
1∥𝐶𝑥̂∥2𝛽𝑚1 − 𝛽∗

2∥𝑒∥2𝛽𝑚2−

𝜎1𝜃𝑢𝛽1(𝛽1 − 𝛽∗
1)− 𝜎2𝛽2(𝛽2 − 𝛽∗

2). (25)

把式 (11)和 (14)代入 (25), 取 𝛽∗
1 ⩾ 𝑐2𝜗

2𝜃𝑢
, 𝛽∗

2 ⩾ 𝑐2𝜗且

𝜗 ⩾ 6𝑐2
𝜆min(𝑄)

,即
𝜆min(𝑄)

4
⩾ 3𝑐2

2𝜗
,得

𝑉̇ ⩽

− 1

4
𝑥T𝑄𝑥− 1

4
eT𝑄𝑒+ 𝑐1∥𝐶𝑥̂∥+ 𝑐3∥𝐶𝑥̂∥𝛷(𝑦)+

𝑐4∥𝐶𝑥̂∥𝜓(𝛹−1
1 (2𝜛(𝑡))) + 2𝑐1∥𝑒∥+ 2𝑐3∥𝑒∥𝛷(𝑦)+

2𝑐4∥𝑒∥𝜓(𝛹−1
1 (2𝜛(𝑡))) + 2𝜃𝑢∥𝑒∥∥𝑢∥−

𝜃𝑢𝛽
∗
1∥𝐶𝑥̂∥2[1 + 𝛷2(𝑦) + 𝜓2(𝛹−1

1 (2𝜛(𝑡)))]−

𝛽∗
2∥𝑒∥2{1 + 𝛷2(𝑦) + 𝜓2(𝛹−1

1 (2𝜛(𝑡))) + 𝑢2}−

𝜎1𝜃𝑢𝛽1(𝛽1 − 𝛽∗
1)− 𝜎2𝛽2(𝛽2 − 𝛽∗

2). (26)

通过配方可得

𝑉̇ ⩽

− 1

4
𝑥T𝑄𝑥− 1

4
eT𝑄𝑒− 𝜃𝑢𝛽

∗
1

[
∥𝐶𝑥̂∥ − 𝑐1

2𝜃𝑢𝛽∗
1

]2
+

𝑐21
4𝜃𝑢𝛽∗

1

− 𝜃𝑢𝛽
∗
1

[
∥𝐶𝑥̂∥𝛷(𝑦)− 𝑐3

2𝜃𝑢𝛽∗
1

]2
+

𝑐23
4𝜃𝑢𝛽∗

1

−

𝜃𝑢𝛽
∗
1

[
∥𝐶𝑥̂∥𝜓(𝛹−1

1 (2𝜛(𝑡)))− 𝑐4
2𝜃𝑢𝛽∗

1

]2
+

𝑐24
4𝜃𝑢𝛽∗

1

−

𝛽∗
2

[
∥𝑒∥ − 𝑐1

𝛽∗
2

]2
+
𝑐21
𝛽∗
2

− 𝛽∗
2

[
∥𝑒∥𝛷(𝑦)− 𝑐3

𝛽∗
2

]2
+

𝑐23
𝛽∗
2

− 𝛽∗
2

[
∥𝑒∥𝜓(𝛹−1

1 (2𝜛(𝑡)))− 𝑐4
𝛽∗
2

]2
+
𝑐24
𝛽∗
2

−

𝛽∗
2

[
∥𝑒∥∥𝑢∥ − 𝜃𝑢

𝛽∗
2

]2
+
𝜃2𝑢
𝛽∗
2

− 1

2
𝜃𝑢𝜎1(𝛽1 − 𝛽∗

1)
2+

1

2
𝜃𝑢𝜎1𝛽

∗2
1 − 1

2
𝜎2(𝛽2 − 𝛽∗

2)
2 +

1

2
𝜎2𝛽

∗2
2 . (27)

式 (27)可表示为

𝑉̇ ⩽ −𝜂𝑉 +𝛴. (28)

其中

𝜂 = min
{ 𝜆min(𝑄)

2𝜆max(𝑃 )
, 𝜎1𝛤1, 𝜎2𝛤2

}
, (29)

𝛴 =
1

4𝛽∗
1

[ 1

𝜃𝑢
(𝑐21 + 𝑐23 + 𝑐24)

]
+

1

2
𝜃𝑢𝜎1𝛽

∗2
1 +

1

𝛽∗
2

(𝑐21 + 𝑐23 + 𝑐24 + 𝜃2𝑢) +
1

2
𝜎2𝛽

∗2
2 . (30)

则𝑉 单调递减, 直到𝑉 (𝑥, 𝑒, 𝛽1 − 𝛽∗
1 , 𝛽2 − 𝛽∗

2)到达紧

集

𝛩 = {𝑉 (𝑥, 𝑒, 𝛽1 − 𝛽∗
1 , 𝛽2 − 𝛽∗

2) ⩽ 𝜂−1𝛴}, (31)

即𝑉 (𝑥, 𝑒, 𝛽1 − 𝛽∗
1 , 𝛽2 − 𝛽∗

2)有界, 当然𝑥、𝑒、𝛽1、𝛽2也

有界.

下面分 3种情况讨论如何通过适当选择设计参

数𝛤1、𝛤2、𝜎1和𝜎2使紧集𝛩上确界 𝜂−1𝛴任意小, 从

而使得 ∥𝑥∥和 ∥𝑒∥,即控制误差和观察误差任意小.

情况 1: 𝜂 =
𝜆min(𝑄)

2𝜆max(𝑃 )
. 有

𝜂−1𝛴 =

2𝜆max(𝑃 )

𝜆min(𝑄)

{𝑀1

4𝛽∗
1

+
𝑀2

𝛽∗
2

+
1

2
𝜃𝑢𝜎1𝛽

∗2
1 +

1

2
𝜎2𝛽

∗2
2

}
. (32)

其中: 𝑀1 =
1

𝜃𝑢
(𝑐1

2 + 𝑐23 + 𝑐24), 𝑀2 = 𝑐21 + 𝑐23 + 𝑐24 +

𝜃2𝑢为常数. 从式 (32)可以看出,足够大的 𝛽∗
1、𝛽

∗
2以及
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充分小的𝜎1和𝜎2能使 𝜂−1𝛴任意小.

情况 2: 𝜂 = 𝜎1𝛤1. 有

𝜂−1𝛴 =

1

𝜎1𝛤1

{𝑀1

4𝛽∗
1

+
𝑀2

𝛽∗
2

+
1

2
𝜃𝑢𝜎1𝛽

∗2
1 +

1

2
𝜎2𝛽

∗2
2

}
. (33)

从式 (33)可以看出,足够大的 𝛽∗
1、𝛽

∗
2、𝛤1以及充分小

的𝜎1和𝜎2能使 𝜂−1𝛴任意小.

情况 3: 𝜂 = 𝜎2𝛤2. 有

𝜂−1𝛴 =

1

𝜎2𝛤2

{𝑀1

4𝛽∗
1

+
𝑀2

𝛽∗
2

+
1

2
𝜃𝑢𝜎1𝛽

∗2
1 +

1

2
𝜎2𝛽

∗2
2

}
. (34)

从式 (34)可以看出,足够大的 𝛽∗
1、𝛽

∗
2、𝛤2以及充分小

的𝜎1和𝜎2能使 𝜂−1𝛴任意小.

综上, 紧集𝛩上确界 𝜂−1𝛴可以达到任意小, 从

而使得 ∥𝑥∥和 ∥𝑒∥,即控制误差和观察误差任意小. 在

文献 [4]和文献 [13]中有类似的结论. 如果期望系统

控制误差和观察误差很小, 𝛽∗
1、𝛽

∗
2应很大, 则自适应

参数 𝛽1、𝛽2也很大,选择设计参数𝛤1 > 0, 𝛤2 > 0应

足够大且𝜎1 > 0, 𝜎2 > 0充分小.例如在后面的仿真

例子中,通过恰当地选择不同的设计参数𝛤1 > 0, 𝛤2

> 0, 𝜎1 > 0和𝜎2 > 0,经过不同的自适应过程,可以

使得控制误差和观察误差达到任意期望的精度.

为了证明𝜛、𝜔也有界,取

𝑉 = 𝑉 +
1

2
𝜛2 + 𝑉𝜔(𝜔), (35)

则有

˙̄𝑉 ⩽ − 𝜂𝑉 +𝛴 − 𝜏0𝜛
2 +𝜛𝜛𝑚(𝑦)−

𝜁0𝑉𝜔(𝜔) +𝑊 (∥𝑦∥) + 𝑐0. (36)

记

𝜏0 = 𝜏01 + 𝜏02, (37)

𝜂 = min(𝜂, 2𝜏01, 𝜁0), (38)

𝛴̄ = 𝛴 + sup
( 1

4𝜏02
𝜛2

𝑚(𝑦) +𝑊 (∥𝑦∥) + 𝑐0

)
, (39)

则有

˙̄𝑉 ⩽ − 𝜂𝑉 − 𝜏01𝜛
2 − 𝜁0𝑉𝜔(𝜔) + 𝛴̄ ⩽

− 𝜂𝑉 + 𝛴̄. (40)

这就证明了闭环系统的所有状态 (𝑥, 𝜔, 𝑥̂,𝜛, 𝛽1, 𝛽2)

都是有界的. □

值得注意的是: 为了抑制未建模动态对系统的

影响, 引入动态信号𝜛时用到一些未建模动态的信

息,如 𝜁0、𝑐0、𝑊0、𝛹1和𝜓,这些信息在实际系统中难

以得到. 由于很多实际系统的输出有界,在此情况下,

将不再需要引入动态信号𝜛,因而式 (11)和 (14)中的

𝜓2(𝛹−1
1 (2𝜛(𝑡)))项可以省去,即

𝛽𝑚1 = 1 + 𝛷2(𝑦, 𝑢) + [1 + 𝛷(𝑦, 𝑢)]2, (41)

𝛽𝑚2 = 1 + 𝛷2(𝑦, 𝑢) + [1 + 𝜙(𝑦, 𝑢)]2 + 𝑢2. (42)

这时鲁棒自适应控制器为式 (9)、(10)、(41);观测器为

式 (12)、(13)、(42).

定定定理理理 2 在满足假设 1∼假设 5且系统输出有

界的情况下,采用本文提出的鲁棒自适应控制器 (9)、

(10)、(41)和观测器 (12)、(13)、(42)构成的鲁棒自适

应输出反馈控制,即使系统 (1)存在未知非线性参数、

未知非线性、有界扰动、未建模动态和未知控制系数

等不确定性因素,也能保证由式 (1)、(2)、(10)、(13)和

(15)组成的闭环系统全部动态变量有界,而且通过合

理选择式 (10)和 (13)中的设计参数𝛤1、𝛤2、𝜎1和𝜎2

可以使控制误差 ∥𝑥∥和观察误差 ∥𝑒∥任意小.

证证证明明明 选择与式 (16)相同的Lyapunov函数𝑉 ,

沿着时间 𝑡求导得到式 (20). 因为系统输出 𝑦有界,所

以由假设 2可知, 未建模动态𝜔也有界.记 𝑐1 = 𝑐1 +

𝑐4 sup[𝜓(∥𝜔∥)],有
𝑉̇ ⩽

− 1

2
𝑥T𝑄𝑥− 1

2
eT𝑄𝑒+ ∥𝐶𝑥̂∥[𝑐1 + 𝑐3𝛷(𝑦)+

𝑐2∥𝑥∥𝜙(𝑦) + ∥𝐿∥∥𝑥∥] + 2∥𝑒∥[𝑐1 + 𝑐2∥𝑥∥𝜙(𝑦)+

𝑐3𝛷(𝑦) + ∥𝐿∥∥𝑥∥+ 𝜃𝑢∥𝑢∥]− 𝜃𝑢𝛽
∗
1∥𝐶𝑥̂∥2𝛽𝑚1−

𝛽∗
2∥𝑒∥2𝛽𝑚2 − 𝜎1𝜃𝑢𝛽1(𝛽1 − 𝛽∗

1)− 𝜎2𝛽2(𝛽2 − 𝛽∗
2).

(43)

采用与式 (22)∼ (27)类似的方法,仍然可以得到

𝑉̇ ⩽ −𝜂𝑉 +𝛴. (44)

其中

𝜂 = min
{ 𝜆min(𝑄)

2𝜆max(𝑃 )
, 𝜎1𝛤1, 𝜎2𝛤2

}
, (45)

𝛴 =
1

4𝛽∗
1

[ 1

𝜃𝑢
(𝑐21 + 𝑐23)

]
+

1

2
𝜃𝑢𝜎1𝛽

∗2
1 +

1

𝛽∗
2

(𝑐21 + 𝑐23 + 𝜃2𝑢) +
1

2
𝜎2𝛽

∗2
2 . (46)

其余证明与定理 1的证明一样,这里不再重述. □

3 仿仿仿真真真例例例子子子

考虑如下带有不确定性非线性系统:[
𝑥̇1

𝑥̇2

]
=

[
−1 1

1 2

][
𝑥1

𝑥2

]
+

[
0

1

]
[ℎ(𝑥, 𝜔, 𝜃, 𝑑) + 𝜃𝑢𝑢],

𝑦 = 𝑥1 + 𝑥2.
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其中

ℎ(𝑥, 𝜔, 𝜃, 𝑑) = 𝜃1𝑥1(𝑥1 + 𝑥2)
2 + 𝜃2𝜔 + 𝑑,

𝜃1、𝜃2为未知参数, 𝜃𝑢为正的未知控制系数, 𝑑为未知

有界扰动, 𝜔为未建模动态,有

𝜔̇ = −𝜔 + 𝑦2 + 0.5.

为了抑制未建模动态对系统的影响,引入动态信号𝜛,

有

𝜛̇ = −0.6𝜛 + 2.5𝑦4 + 0.625.

取𝐿 = [1 4],得到如下鲁棒自适应输出反馈控制.

鲁棒自适应控制器

𝑢 = −𝛽1(𝑥̂1 + 𝑥̂2)𝛽𝑚1,

𝛽̇1 = 𝛤1(𝑥̂1 + 𝑥̂2)
2𝛽𝑚1 − 𝛤1𝜎1𝛽1,

𝛽𝑚1 = 1 + (1 + 𝑦2)2 + 2𝜛;

鲁棒自适应观测器⎡⎣ ˙̂𝑥1

˙̂𝑥2

⎤⎦ =

⎡⎣ −1 1

0 −2

⎤⎦⎡⎣ 𝑥̂1

𝑥̂2

⎤⎦+ 𝛽2

⎡⎣ 0

1

⎤⎦ (𝑦 − 𝑥1 − 𝑥2)𝛽𝑚2,

𝛽̇2 = 𝛤2(𝑦 − 𝑥̂1 − 𝑥̂2)
2𝛽𝑚2 − 𝛤2𝜎2𝛽2,

𝛽𝑚2 = 1 + (1 + 𝑦2)2 + 2𝜛 + 𝑢2.

在Matlab仿真中, 取 𝜃1 = 2, 𝜃2 = −1, 𝜃𝑢 = 2, 𝑑

= 1− sin 𝑡, 𝑥1(0) = 1, 𝑥2(0) = −1, 𝜔(0) = 0, 𝑥̂1(0) =

0, 𝑥̂2(0) = 0, 𝜛(0) = 1, 𝛽1(0) = 1, 𝛽2(0) = 1.

首先, 取𝛤1 = 𝛤2 = 1, 𝜎1 = 𝜎2 = 0.1, 得到仿真

结果如图 1∼图 3所示. 可以看出,控制误差和观测误

差虽然有界,但还没有达到令人满意的精度.

本文期望系统控制误差和观测误差能更小.根据

前面定理所述, 选择参数𝛤1 = 𝛤2 = 10, 𝜎1 = 𝜎2 =

0.000 01, 得到仿真结果如图 4∼图 6所示.从图 4∼
图 6可以看出,系统的控制误差和观测误差明显减小,

从而验证了定理 1和定理 2的正确性.
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t /s
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图 1 控制信号𝑢 (𝛤𝑖 = 1, 𝜎𝑖 = 0.1)
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图 2 系统状态𝑥1, 𝑥2 (𝛤𝑖 = 1, 𝜎𝑖 = 0.1)
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图 3 观测误差 𝑒1, 𝑒2 (𝛤𝑖 = 1, 𝜎𝑖 = 0.1)
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图 4 控制信号𝑢 (𝛤𝑖 = 10, 𝜎𝑖 = 0.000 01)
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图 5 系统状态𝑥1, 𝑥2 (𝛤𝑖 = 10, 𝜎𝑖 = 0.000 01)
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图 6 观测误差 𝑒1, 𝑒2 (𝛤𝑖 = 10, 𝜎𝑖 = 0.000 01)
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4 结结结 论论论

本文针对一类多输入多输出非线性不确定性系

统提出的鲁棒自适应输出反馈控制方法适用于系统

带有未建模动态、未知非线性、有界扰动、未知非线

性参数和不确定控制系数的情况. 该方法不要求系统

模型满足三角形式的约束,不需要估计系统中的未知

参数, 能保证闭环系统所有信号有界, 而且通过自适

应的方式,有效克服了高增益观测器瞬态过程中的峰

值现象.此外,通过合理选择设计参数,可以使控制误

差和观察误差任意小. 仿真结果表明了所提出方法的

有效性.
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