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摘 要: 利用参数空间法研究用 PI𝜆控制器实现时滞系统的闭环极点配置问题.复平面上的阻尼角扇形区域和相对

稳定度区域 (该两区域构成一个梯形区域)被映射到控制器参数平面,相应的控制器参数可以将闭环极点配置在梯形

区域内,从而保证所要求的系统性能.仿真结果显示,对于适当选取的分数阶 PI𝜆控制器的参数,采用分数阶控制器

可以取得比整数阶控制器更好的控制效果,从极点配置的角度揭示了分数阶控制器的优越性.
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Pole placement with fractional-order PI𝜆 controllers for time-delay
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Abstract: The pole placement with fractional-order PI𝜆controllers for time-delay systems is discussed by using the

parameter space approach. The damping ratio angular sector region and the relative stability region in complex plane,

which form a trapezoid region in the left-half of the complex plane, are mapped into the controller parameters space. Thus,

the corresponding controller parameters can place all the closed-loop poles in the specified trapezoid region, and guarantee

the performances of the closed-loop systems. Simulation results show that for appropriately selected parameters of the

fractional-order PI𝜆controller, better system performances can be achieved with the fractional-order controller than with

the integer-order controller, and the superiority of fractional-order controllers is proved from the view point of the pole

placement.
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0 引引引 言言言

分数阶微积分理论[1]可以追溯到 300多年前. 分

数阶模型是对许多实际过程的更精确的数学描述. 近

年来, 分数阶控制系统的研究已成为一个热点课题,

其中很重要的一个方面就是分数阶控制器的设计[2-5].

分数阶 PI𝜆D𝜇控制器[1-2]是分数阶控制器的一个典型

代表,它是常规整数阶 PID控制器的一种推广. 目前,

关于分数阶 PI𝜆D𝜇控制器的设计 (参数整定)已取得

了一些结果, 如解析设计法[3]、图解设计法[4]、D-分

解法[5]等.另一方面,极点配置对控制系统的稳定性、

瞬态响应等性能具有重要的作用. PID控制器结构简

单、应用广泛,用其实现极点配置具有明显的工程意

义. 文献 [6]利用 PID类型控制器, 对一阶、二阶过程

研究了极点配置问题, 而对高阶过程研究了主导极

点配置问题.文献 [7]进一步研究主导极点配置问题,

并推广到了时滞系统.利用分数阶PI𝜆D𝜇控制器实现

极点配置的研究成果尚不多见.文献 [8]利用变形的

PI𝜆控制器 (I𝜆-P控制器)讨论了一阶被控对象的极点

配置问题并应用于永磁同步电机控制,取得了良好的

鲁棒性. 但该方法需要用遗传算法来确定分数阶控制

器的分数阶次, 较为复杂, 且仅对一阶无时滞对象进

行了研究.文献 [9]则针对二阶被控对象,基于分数阶

PI𝜆D𝜇极点配置方法来整定常规整数阶 PID控制器

的参数.

本文采用参数空间法讨论利用分数阶 PI𝜆控制

器实现时滞系统极点配置问题.将全部闭环极点配置
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在复平面上规定的梯形区域内,以达到所要求的衰减

特性和阻尼特性.与文献 [6-7]的 PID极点配置方法

相比,本文的参数空间方法的特点在于可以实现分数

阶PID极点配置控制器的设计.

1 映映映射射射函函函数数数

考虑图 1所示的SISO LTI单位反馈控制系统.其

中: 𝐺(𝑠)为被控对象,即

𝐺(𝑠) =
𝑁(𝑠)

𝐷(𝑠)
e−𝐿𝑠; (1)

𝐶(𝑠)为分数阶PI𝜆控制器,即

𝐶(𝑠) = 𝑘p +
𝑘i
𝑠𝜆

, (2)

积分阶次 0 < 𝜆 < 2. 当𝜆 = 1时,即为常规整数阶 PI

控制器. 系统的闭环拟特征多项式为

𝛥(𝑠) = 𝑠𝜆𝐷(𝑠) +𝑁(𝑠)(𝑘i + 𝑘p𝑠
𝜆)e−𝐿𝑠. (3)

Y s( )R s( )
C s( ) G s( )+

-

图 1 单位反馈系统

通常,系统的稳定性和瞬态响应等均与闭环极点

(特别是主导极点)在复平面上的位置有关. 由经典控

制理论可知,典型的极点配置区域为如图 2所示的梯

形区域 (阴影线区域). 设计控制器𝐶(𝑠), 将期望的闭

环极点配置在该区域内,既可以保证系统具有至少为

𝜎的相对稳定性 (决定响应衰减的快慢), 又可以获得

期望的阻尼特性 (决定响应超调的大小).

θ

σ

Re

Im

o

图 2 𝑠-平面的梯形区域

为了应用参数空间法实现极点配置,需将该梯形

区域映射到参数空间. 首先证明如下定理.

定理 1 对于固定的时滞和控制器参数,定义如

下两个映射多项式:

𝛥(𝑤) = 𝛥(𝑠)𝛥(𝑠)∣𝑠=𝑤e−j𝜃 , (4)

𝛥(𝑤) = 𝛥(𝑠)∣𝑠=𝑤−𝜎. (5)

其中: 𝑠 = 𝑤ej𝜃为 𝑠的复共轭, 𝜃为角形扇区的边界线

与虚轴的夹角, 𝜎为系统的相对稳定度, 如图 2所示.

如果𝛥(𝑤)和𝛥(𝑤)的全部根均位于𝑤-平面的左半平

面,则𝛥(𝑠)的全部根将位于 𝑠-平面的梯形区域内.

证证证明明明 首先注意到,映射 (4)由两部分组成,即

𝛥(𝑠)∣𝑠=𝑤e−j𝜃 = 𝛥(𝑤e−j𝜃), (6)

𝛥(𝑠)∣𝑠=𝑤e−j𝜃 = 𝛥(𝑤ej𝜃). (7)

映射 (6)将 𝑠-平面上第 2象限中从原点出发的射

线 (见图 2)顺时针旋转 𝜃,成为𝑤-平面上的正虚轴,而

映射 (7)将 𝑠-平面上第 3象限中从原点出发的射线

(见图 2)逆时针旋转 𝜃,成为𝑤-平面上的负虚轴.从而

映射 (4)将 𝑠-平面上左半平面中的角形扇区 “展开”

为𝑤-平面上的左半平面. 如果𝛥(𝑤)的全部根均位于

𝑤-平面的左半平面, 则𝛥(𝑠)的全部根将位于 𝑠-平面

的角形扇区内.

在映射 (5)下, 𝑠-平面上具有相对稳定度𝜎的竖

直线 (见图 2)被向右平移𝜎, 成为𝑤-平面上的虚轴.

如果𝛥(𝑤)的全部根均位于𝑤-平面的左半平面, 则

𝛥(𝑠)的全部根将位于 𝑠-平面的竖直线𝜎的左侧.

综上, 如果𝛥(𝑤)和𝛥(𝑤)的全部根均位于𝑤-平

面的左半平面, 则𝛥(𝑠)的全部根将位于 𝑠-平面的梯

形区域内. □

注意到,夹角 𝜃与系统的阻尼角 𝛽之间的关系为

𝛽 = π/2− 𝜃.

2 参参参数数数空空空间间间法法法

在式 (3)中,对于固定的𝐿 > 0和 0 < 𝜆 < 2, 𝛥(𝑠)

依赖于控制器的增益参数 𝑘p和 𝑘i,将其记为𝛥(𝑠; 𝑘p,

𝑘i). 沿 𝑠-平面的虚轴, 令𝛥(j𝜔; 𝑘p, 𝑘i) = 0, 则可以在

参数空间研究系统的稳定性[10]. (𝑘p, 𝑘i)-平面上的临

界稳定边界线由 3部分组成: 实根边界 (RRB),对应于

𝜔 = 0;复根边界 (CRB),对应于𝜔 ∈ (0,+∞);无穷根

边界 (IRB),对应于𝜔 → +∞.

在CRB情形下, (𝑘p, 𝑘i)-平面上的稳定域可按如

下方法确定. 首先将𝛥(j𝜔; 𝑘p, 𝑘i)分解为

𝛥(j𝜔; 𝑘p, 𝑘i) = 𝛥𝑟(𝜔; 𝑘p, 𝑘i) + j𝛥𝑖(𝜔; 𝑘p, 𝑘i),

其中𝛥𝑟和𝛥𝑖分别代表𝛥的实部和虚部,且令⎧⎨⎩ 𝛥𝑟(𝜔; 𝑘p, 𝑘i) = 0,

𝛥𝑖(𝜔; 𝑘p, 𝑘i) = 0,

以𝜔为参变量,解得 (𝑘p(𝜔), 𝑘i(𝜔));然后,沿虚轴计算

Jacobi矩阵

𝐽 =

⎡⎢⎢⎣
∂𝛥𝑟

∂𝑘p

∂𝛥𝑟

∂𝑘i

∂𝛥𝑖

∂𝑘p

∂𝛥𝑖

∂𝑘i

⎤⎥⎥⎦ . (8)

如果 det 𝐽 <0,则随着𝜔从 0增加到+∞,曲线 (𝑘p(𝜔),

𝑘i(𝜔))的右手侧将给出参数平面上的稳定域.关于参

数空间法的详细介绍可参阅文献 [10].

3 极极极点点点配配配置置置

定理 1指出,将闭环极点配置在 𝑠-平面的梯形区
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域内,等价于将极点配置在𝑤-平面的左半平面. 应用

第 2节的参数空间法,可以分别研究由式 (4)和 (5)给

定的两个映射在参数平面上的稳定性.

对于由式 (5)定义的映射𝛥(𝑠; 𝑘p, 𝑘i)∣𝑠=𝑤−𝜎, 其

中𝑤 = 𝑥+ j𝑦, 𝜎 > 0, 𝑤-平面上沿虚轴的分解为

𝛥(j𝑦, 𝜎; 𝑘p, 𝑘i) = 𝛥𝑟(𝑦, 𝜎; 𝑘p, 𝑘i) + j𝛥𝑖(𝑦, 𝜎; 𝑘p, 𝑘i).

给定𝜎 > 0,利用第 2节的参数空间方法,可以得到稳

定域内满足要求的参数区域.

在式 (6)的映射𝛥(𝑠; 𝑘p, 𝑘i)∣𝑠=𝑤e−j𝜃 , 𝑤 = 𝑥 + j𝑦,

0 < 𝜃 < π/2下, 𝑤-平面上沿虚轴的分解为

𝛥(j𝑦, 𝜃; 𝑘p, 𝑘i) = 𝛥𝑟(𝑦, 𝜃; 𝑘p, 𝑘i) + j𝛥𝑖(𝑦, 𝜃; 𝑘p, 𝑘i).

给定 0 < 𝜃 < π/2,利用第 2节的参数空间方法,可以

得到稳定域内满足要求的参数区域.

注 1 在定理 1的证明过程中, 映射 (4)是由 (6)

和 (7)两个映射组成的. 由于对称性, 在参数空间, 它

们给出了相同的参数关系, 即相同的参数边界曲线.

因此, 只需考虑一个映射, 即𝛥(𝑠; 𝑘p, 𝑘i)∣𝑠=j𝑦e−j𝜃且 𝑦

> 0或𝛥(𝑠; 𝑘p, 𝑘i)∣𝑠=j𝑦ej𝜃且 𝑦 < 0.

例 1 给定如下时滞伺服对象[10]:

𝐺(𝑠) =
5

𝑠(𝑠+ 0.7)(𝑠+ 7)
e−0.23𝑠.

利用PI𝜆控制器 (2),系统的闭环拟特征方程为

𝛥(𝑠) = 𝑠𝜆+1(𝑠2 + 7.7𝑠+ 4.9)+

5(𝑘i + 𝑘p𝑠
𝜆)e−0.23𝑠 = 0. (9)

首先考虑相对稳定度问题. 对式 (9)作变换 𝑠 =

𝑤 − 𝜎,取𝜎 = 0.1,有

𝛥(𝑤, 𝜎 = 0.1; 𝑘p, 𝑘i) =

(𝑤 − 0.1)𝜆+1[(𝑤 − 0.1)2 + 7.7(𝑤 − 0.1) + 4.9]+

5[𝑘i + 𝑘p(𝑤 − 0.1)𝜆]e−0.23(𝑤−0.1) = 0. (10)

在式 (10)中令𝑤 = 0, 分别取𝜆 = 1.0和𝜆 = 0.5, 在

(𝑘p, 𝑘i)-平面上得到RRB为

𝑘i =

⎧⎨⎩ 0.1𝑘p − 0.008 28e−0.023, 𝜆 = 1.0;

0, 𝜆 = 0.5.

均为直线,分别如图 3中的实线 (𝜆 = 1.0)和虚线 (𝜆 =

0.5)所示. 令𝑤 = j𝑦, 𝑦 ∈ (0,+∞),分解𝛥(j𝑦, 𝜎 = 0.1;

𝑘p, 𝑘i)为实部和虚部,应用参数空间法, (𝑘p, 𝑘i)-平面

上的CRB分别如图 3中的实线 (𝜆 = 1.0)和虚线 (𝜆

= 0.5)所示 (箭头表示𝜔增加的方向). 此时, 由式 (8)

算得

det 𝐽 = −25(𝑦2 + 0.01)
𝜆
2 sin[𝜆(π− tan−1 10𝑦)] < 0,

0 < 𝜆 < 1.

因此,曲线的右手侧为期望的𝜎 ⩾ 0.1区域.

当 𝑦 → +∞时, IRB不存在[10].
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图 3 𝜎 = 0.1, (𝑘p, 𝑘i)-平面上的参数区域

然后,考虑阻尼比问题.在式 (9)中令 𝑠 = 𝑤e−j𝜃,

取 𝜃 = π/4,得到

𝛥
(
𝑤, 𝜃 =

π

4
; 𝑘p, 𝑘i

)
=

𝑤𝜆+1e−j
(𝜆+1)π

4 (𝑤2e−jπ2 + 7.7𝑤e−jπ4 + 4.9)+

(5𝑘i + 5𝑘p𝑤
𝜆e−j𝜆π

4 )e−0.23𝑤e−jπ
4 = 0. (11)

在式 (11)中令𝑤=0,可得 (𝑘p, 𝑘i)-平面上的RRB

为

𝑘i = 0, 𝜆 = 1.0, 𝜆 = 0.5.

在式 (11)中令𝑤 = j𝑦, 𝑦 ∈ (0,+∞), 将相应的

𝛥(j𝑦, 𝜃 = π/4; 𝑘p, 𝑘i)分解为实部和虚部,利用参数空

间法可得 (𝑘p, 𝑘i)-平面上的CRB, 分别如图 4中的实

线 (𝜆 = 1.0)和虚线 (𝜆 = 0.5)所示. 再由式 (8),有

det 𝐽 = −25𝑦2 sin
(𝜆π

4

)
< 0, 0 < 𝜆 < 1.

所以, 曲线的右手侧为期望的 𝜃 ⩾ π/4区域. 此时,

IRB也不存在.
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图 4 𝜃 = π/4, (𝑘p, 𝑘i)-平面上的参数区域

由图 3和图 4可见, 𝜆 = 0.5对应的参数区域要大

于𝜆 = 1.0对应的参数区域. 实际上, 随着分数阶次

𝜆的进一步减小, 参数区域进一步扩大[4].这意味着,

对于适当选取的 𝑘p和 𝑘i值, 采用分数阶 PI𝜆控制器

可以取得比整数阶 PI控制器更好的衰减特性和阻尼

特性.可以做如下验证.将图 3和图 4合在一起得到

图 5, 由图 5得到𝜆 = 1.0对应的两条实线的交点为

𝑘p = 0.160 7, 𝑘i = 0.012 8. 采用一阶 Pade近似, 相应

的闭环极点分布为
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𝜆 = 1.0 : −8.565 4,−7.178 8,−0.451 8,

− 0.099 9± j0.100 3,

满足𝜎 = 0.1和 𝜃 = π/4的要求.

0

0

0.04

kp

k
i
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0.02

-0.02

(0.1607,0.0128)

图 5 (𝑘p, 𝑘i)-平面上的参数曲线

当取分数阶次时,第一黎曼面上的闭环极点分布

为

𝜆 = 0.5 : −7.180 9± j0.005 8,−0.253 6± j0.127 9,

即𝜎 = 0.253 6,阻尼角 𝛽 ⩽ 26.6∘.

𝜆 = 0.2 : −7.189 5± j0.006 2,−0.299 6± j0.137 5,

即𝜎 = 0.299 6,阻尼角 𝛽 ⩽ 24.5∘.

3种积分阶次下的单位阶跃响应如图 6所示. 可

见,分数阶次越低,响应衰减得越快,超调也越小.

0
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图 6 单位阶跃响应

注 2 当 1 < 𝜆 < 2时,图 3和图 4对应的参数区

域将减小,阶跃响应衰减缓慢,且振荡剧烈.

4 结结结 论论论

本文针对时滞被控对象,基于参数空间方法,讨

论了利用分数阶PI𝜆控制器实现闭环极点配置的问

题.从具体仿真算例可以看到, 该方法的特点是分数

阶控制器参数的选择具有很大的灵活性,特别是对分

数阶次没有任何约束. 该方法可以进一步推广到分数

阶 PI𝜆D𝜇控制器的情形.
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