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摘 要: 通过语义分析,提出一种修正的粗糙集不确定性度量公理化定义.首先,对该定义的数学特征进行分析,提

出两种基于条件概率的粗糙集不确定性度量方法;然后,证明它们满足所提出的公理化定义,并导出相应的知识不确

定性度量,发现其中一个是现有条件信息熵,另一个与确定性度量形成互补关系.设计算例对各种不确定性度量进行

比较分析,验证了所提出的度量公式与不确定性语义保持一致.
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Abstract: By a semantic analysis to the uncertainty measure of rough set, an improved axiomatic definition of the uncertainty

measure for the rough set is proposed. Firstly, based on the analysis of mathematical characters of axiomatic definition, two

new uncertainty measures based on conditional possibility are proposed. Then, it is proved that they are the uncertainty

measures under the axiomatic definition, and the corresponding uncertainty measuring formulas of knowledge are derived,

respectively. It is found that one of them is just the existing conditional information entropy, the other has a complement

relationship with the certainty measure. An example is given to compare the uncertainty measures, which illustrates that the

proposed formulas are consistent with the semantics of uncertainty for the rough set.
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0 引引引 言言言

随着学者们对粗糙集理论研究的深入,越来越发

现不确定性度量问题在粗糙集理论研究中的作用,关

于不确定性度量问题的研究已经成为粗糙集理论研

究中的热点.

目前对于粗糙集不确定性度量的研究主要有 3

种方法: 基于纯粗糙集方法; 基于信息理论方法; 基

于模糊熵方法. 在第 1种方法中, Pawlak[1]利用粗糙集

的上、下近似集,用粗糙度来度量完备信息系统中粗

糙集的不确定, Dai等[2]针对不完备信息系统提出了

基于粗糙度的不确定性度量方法. 由于粗糙度只依

赖于正区域和边界域,与负域无关,导致有时即使边

界域分离出负域中的知识颗粒, 但其值保持不变,这

不符合人们的直觉. Beaubouef等[3-4]通过将粗糙度与

知识粒度做积,定义了一种粗糙熵来度量粗糙集的不

确定性, 但这类方法仍会产生一些问题,即与待描述

集合无关的知识颗粒的细分会导致知识粗糙熵变小,

这同样不合理.在第 2种方法中,李健等[5]给出了完备

信息系统的基于信息熵的不确定性度量方法.针对不

完备信息系统, 多位学者给出了基于信息熵及其变

形公式的不确定性度量方法,如Liang等[6-7]给出的信

息熵和粗糙熵方法, Bianucci等[8-9]提出了 co-entropy,

Qian等[10]提出了混合熵等. Dai等[11-12]基于信息熵方

法研究了集值信息系统和区间值决策系统的不确定

性度量问题; Chakrabary等[13]首先基于模糊度研究了

粗糙集的不确定性度量问题;王国胤等[14]研究了在不

同知识粒度下的粗糙集不确定性度量问题,提出一种

基于信息熵的模糊度度量方法; Wei等[15]系统地研究

了模糊熵与粗糙熵之间的区别和联系,从中筛选出一

些适用于粗糙集不确定性度量的模糊熵方法. 以上方
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法均存在非常明显的缺陷:首先, 模糊熵本身存在诸

多限制,例如隶属函数在 0.5处达到最大值,隶属函数

关于 0.5对称等;其次,不是每一个模糊熵方法都能用

来度量粗糙集的不确定性问题,这恰好说明模糊熵与

粗糙集不确定性的语义不相一致,而有些模糊熵能用

于刻画粗糙集的不确定性度量问题,只能说明两者之

间有交集.

胡军等[16]给出了粗糙集不确定性度量必须满足

的一些约束准则,其中非负性准则条件过于宽松, 导

致没有不确定性的粗糙集 (即精确集)的不确定性度

量可能不为 0,与人们的直觉和习惯相冲突. 由于粗糙

集的不确定性主要来自边界域,程玉胜等[17]基于边界

域讨论了粗糙集的不确定性度量问题; Wei等[15]从边

界域出发,给出一种基于边界域的粗糙熵公理化定义,

但该定义是基于模糊集提出来的,难以与完备信息系

统的粒度计算模式相适应.本文首先加强粗糙集不确

定性度量准则边界条件,强调当且仅当边界域为空时

其不确定性取值才为 0;然后在粒度计算模式下,给出

粗糙集不确定性度量的单调性约束条件,并对这些准

则的数学含义进行分析,提出两种基于条件概率的粗

糙集不确定性度量方法,证明它们满足本文给出的不

确定性度量准则,并导出相应的知识不确定性度量.

1 相相相关关关基基基本本本概概概念念念

定义 1[1] 设信息系统

IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓,𝐴⟩.
其中: 𝑈为一组对象的非空有限集合, 称为论域; 𝐴

为有限的属性集; 𝑉 =
∪
𝑎∈𝐴

𝑉𝑎, 𝑉𝑎为属性 𝑎的值域;

𝑓 : 𝑈 × 𝐴 → 𝑉 为信息函数.对𝑈上的任意属性集𝑃

⊆ 𝐴,定义不可分辨关系为

ind(𝑃 ) = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈2∣∀ 𝑎 ∈ 𝑃, 𝑓(𝑥, 𝑎) = 𝑓(𝑦, 𝑎)}.
关系 ind(𝑃 )构成𝑈的一个划分,记作𝑈/ind(𝑃 ),简记

为𝑈/𝑃 . 𝑈/𝑃 中的任一元素 [𝑥]𝑃 = {𝑦∣∀ 𝑎 ∈ 𝑃, 𝑓(𝑥, 𝑎)

= 𝑓(𝑦, 𝑎)}称为等价类. 若𝐴 = 𝐶
∪

𝐷, 𝐶为有限的

条件属性集, 𝐷为有限的决策属性集, 𝐶
∩

𝐷 = ∅,

𝑉 =
∪
𝑎∈𝐶

𝑉𝑎, 𝑓 : 𝑈 × (𝐶
∪

𝐷) → 𝑉 ,则称 IS为决策信

息系统,记作DIS.

定义 2[1] 设 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓,𝐴⟩, 对于 ∀𝑃 ⊆ 𝐴,

𝑋 ⊆ 𝑈 , 称𝑃𝑋 = {𝑥 ∈ 𝑈 : [𝑥]𝑃 ⊆ 𝑋}为𝑋关于𝑃

的下近似集, 𝑃𝑋 = {𝑥 ∈ 𝑈 : [𝑥]𝑃
∩

𝑋 ∕= ∅}为𝑋关

于𝑃 的上近似集.

记粗糙集𝑋在知识𝑈/𝑃 中的边界域为BN𝑃 (𝑋)

= 𝑃𝑋 − 𝑃𝑋 . 显然,粗糙集𝑋的上、下近似将论域分

割成 3个区域,即正区域、边界域和负域.其中: 正区

域POS𝑃 (𝑋) = 𝑃𝑋 =
∪{𝑋𝑖∣𝑋𝑖 ∈ 𝑈/𝑃

⋀
𝑋𝑖 ⊆ 𝑋},

边界域BN𝑃 (𝑋) = 𝑃𝑋 − 𝑃𝑋 , 负域NEG𝑃 (𝑋) = 𝑈

− 𝑃𝑋 .

为了刻画出粗糙集的不确定性问题, Pawlak[1]给

出集合𝑋关于知识𝑈/𝑃 的粗糙度为

𝜌𝑃 (𝑋) =
∣BN𝑃 (𝑋)∣

∣𝑃𝑋∣ . (1)

显然, 粗糙度只依赖于正区域和边界域, 与负域无

关, 这导致它对粗糙集的不确定性度量不够灵敏,

Beanbouef等[3-4]各自通过将粗糙度与知识粒度做积,

得到一类基于知识粒度的粗糙集不确定性度量公式.

定义 3[4] 设 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐴⟩, 𝑃、𝑄 ⊆ 𝐴. 当且

仅当对于任意的非空𝑋𝑖 ∈ 𝑈/𝑃 , 存在𝑄𝑗 ∈ 𝑈/𝑄,

使得𝑋𝑖 ⊆ 𝑄𝑗时, 称𝑄粗于𝑃 (或𝑃 细于𝑄), 并记作

𝑈/𝑃 ⪯ 𝑈/𝑄. 如果𝑈/𝑃 ⪯ 𝑈/𝑄, 且存在某个𝑋𝑖0 ∈
𝑈/𝑃 , 𝑄𝑗0 ∈ 𝑈/𝑄,使得𝑋𝑖0 ⊂ 𝑄𝑗0 ,则称𝑄严格粗于𝑃

(或𝑃 严格细于𝑄),并记作𝑈/𝑃 ≺ 𝑈/𝑄 .

定义 4[4] 设 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐴⟩, 𝑃 ⊆ 𝐴,则𝑋关于

知识𝑈/𝑃 的粗糙熵定义为

𝑅𝑃 (𝑋) = 𝜌𝑃 (𝑋)GK(𝑃 ), (2)

其中GK(𝑃 ) =

𝑚∑
𝑖=1

∣𝑋𝑖∣2/∣𝑈 ∣2.

定义 5[18] 设 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓,𝐴⟩, 𝑃 ⊆ 𝐴, 记𝑈/𝑃

= {𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚},则𝑃 在论域𝑈上信息熵定义为

𝐻(𝑃 ) = −
∑

𝑋𝑖∈𝑈/𝑃

𝑝(𝑋𝑖)log2𝑝(𝑋𝑖), (3)

其中 𝑝(𝑋𝑖) = ∣𝑋𝑖∣/∣𝑈 ∣.
定义 6[18] 给定DIS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐶∪

𝐷⟩, 设𝑃 ⊆
𝐶, 𝑈/𝑃 = {𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚}, 𝑈/𝐷 = {𝐷1, 𝐷2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝐷𝑟},则𝐷相对𝑃 的条件熵定义为

𝐻(𝐷∣𝑃 ) =

−
∑

𝑋𝑖∈𝑈/𝑃

𝑝(𝑋𝑖)
∑

𝐷𝑗∈𝑈/𝐷

𝑝(𝐷𝑗 ∣𝑋𝑖)log2𝑝(𝐷𝑗 ∣𝑋𝑖). (4)

其中: 𝑝(𝑋𝑖) = ∣𝑋𝑖∣/∣𝑈 ∣; 𝑝(𝐷𝑗 ∣𝑋𝑖) = ∣𝑋𝑖

∩
𝐷𝑗 ∣/∣𝑋𝑖∣;

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚; 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟.

2 粗粗粗糙糙糙集集集的的的不不不确确确定定定性性性度度度量量量

粗糙集𝑋在知识空间𝑈/𝑃 下的不确定性度量,

应该满足如下几个约束条件:

1)只要𝑋在知识空间𝑈/𝑃 中是确定集, 它的不

确定性度量值要求达到最小值 0,即使𝑈/𝑃 再进一步

细分其值也不会变小;

2) 与𝑋无关的部分知识即使进一步细分, 还是

与𝑋无关,不会影响它的不确定性度量值;

3)不确定性度量只受边界域的影响,若两个边界

域同构 (有相同的块数和颗粒结构),则对应的不确定

性度量值应该相等;



第 6期 黄国顺等: 基于条件概率的粗糙集不确定性度量 1101

4)随着边界域划分变细, 不确定性度量值变小,

如果边界域划分变细过程中分离出正区域或负域中

的知识颗粒,则不确定性度量值会严格变小.

根据以上语义分析,提出如下不确定性度量公理

化定义.

定义 7 设 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓,𝐴⟩, 𝑃 ⊆ 𝐴, 𝑋 ⊆ 𝑈 ,

Π (𝑈)是𝑈上所有划分的全体, 𝑃 (𝑈)是𝑈的幂集, 若

存在Π (𝑈) × 𝑃 (𝑈)到实数集的映射函数𝐸𝑟(𝑋∣𝑃 ) :

Π (𝑈) × 𝑃 (𝑈) → 𝑅1满足如下条件,则称𝐸𝑟(𝑋∣𝑃 )为

粗糙集𝑋在知识𝑈/𝑃 下的不确定性度量:

1) 非负性. 𝐸𝑟(𝑋∣𝑃 ) ⩾ 0, 当且仅当BN𝑃 (𝑋) =

∅时,有

𝐸𝑟(𝑋∣𝑃 ) = 0.

2)不变性. 若BN𝑃1(𝑋)/𝑃1 = BN𝑃2(𝑋)/𝑃2,则

𝐸𝑟(𝑋∣𝑃1) = 𝐸𝑟(𝑋∣𝑃2).

3)单调性. 若𝑈/𝑃1 ≺ 𝑈/𝑃2,则

𝐸𝑟(𝑋∣𝑃1) ⩽ 𝐸𝑟(𝑋∣𝑃2);

若𝑈/𝑃1 ≺ 𝑈/𝑃2,且 ∣BN𝑃1(𝑋)∣ < ∣BN𝑃2(𝑋)∣,则
𝐸𝑟(𝑋∣𝑃1) < 𝐸𝑟(𝑋∣𝑃2).

与文献 [16]的定义相比,定义 7加强了非负性的

约束条件,强调当且仅当BN𝑃 (𝑋) = ∅时, 𝑋在知识

空间𝑈/𝑃 中的不确定性度量值为 0且达到最小,从而

避免了精确集的不确定性度量值不为 0的情形发生.

不变性则强调不确定性只来自边界域,同构的边界域

具有相同的不确定性度量值,从而说明不确定性度量

只与知识颗粒的基数有关. 单调性强调不确定性度量

会随着知识划分变细而变小,同时强调当边界域分裂

出确定区域 (正区域或负域)知识颗粒时,其不确定性

度量值会严格变小.

由于粗糙度 𝜌𝑃 (𝑋)的计算与负域无关, 有时即

使分离出与𝑋无关的颗粒,但其值保持不变,对不确

定性的变化情况反应不灵敏; 粗糙熵𝑅𝑃 (𝑋)则反应

过度,即只要知识粒度变细,哪怕与𝑋无关的知识粒

度变细都会导致粗糙熵变小, 这是不合理的, 具体反

例如下.

例 1 设

𝑈 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6},
𝑋 = {𝑥2, 𝑥5},
𝑈/𝑃1 = {{𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4}, {𝑥5, 𝑥6}},
𝑈/𝑃2 = {{𝑥1, 𝑥2}, {𝑥3, 𝑥4}, {𝑥5, 𝑥6}}.

显然, 𝑈/𝑃2 ≺ 𝑈/𝑃1且 ∣BN𝑃2(𝑋)∣ < ∣BN𝑃1(𝑋)∣, 但
𝜌𝑃1(𝑋) = 𝜌𝑃2(𝑋) = 1,违反了定义 7的单调性条件.

例 2 设

𝑈 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6},

𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3},
𝑈/𝑃3 = {{𝑥1, 𝑥2}, {𝑥3, 𝑥4}, {𝑥5, 𝑥6}},
𝑈/𝑃4 = {{𝑥1, 𝑥2}, {𝑥3, 𝑥4}, {𝑥5}, {𝑥6}}.

BN𝑃3(𝑋)/𝑃3 = BN𝑃4(𝑋)/𝑃4, 但𝑅𝑃4(𝑋) < 𝑅𝑃3(𝑋),

违反了定义 7的不变性条件.

下面对定义 7的数学含义进行分析.

条件 1)中, BN𝑃 (𝑋) = ∅, 即对任意的𝑥 ∈ 𝑈 ,

有 𝑝(𝑋∣[𝑥]𝑃 ) = 1或 𝑝(𝑋∣[𝑥]𝑃 ) = 0.

条件 2)表明, 不确定性度量只与边界域及其划

分有关,如果两边界域相同,且具有相同的划分,则它

们的不确定性度量值相同,此时对上述两边界域中的

任意𝑥, 𝑋关于 [𝑥]𝑃 的条件概率 𝑝(𝑋∣[𝑥]𝑃 )相同.

条件 3)给出的是知识划分细分对不确定性的影

响. 如果细分的只是确定域 (即正区域或负域), 即使

它被进一步细分, 也不会影响边界域 (包括大小和结

构), 从而保证不确定性度量值不变, 此时各知识颗

粒的条件概率在细分前后保持不变; 如果细分的是

边界域, 且分离出一些正区域或负域中的知识颗粒,

此时 ∣BN𝑃1(𝑋)∣ < ∣BN𝑃2(𝑋)∣, 意味着存在元素𝑥0 ∈
BN𝑃2(𝑋), 使得 𝑝(𝑋∣[𝑥0]𝑃1) ∕= 𝑝(𝑋∣[𝑥0]𝑃2), 此时细分

前后条件概率发生了变化,不确定性度量变小. 因此

可以发现,不确定性度量与边界域细分前后的条件概

率变化紧密相关,可考虑将不确定性度量看作是条件

概率 𝑝(𝑋∣[𝑥]𝑃 )的某种非负函数, 同时要求它满足如

下边界条件:

1)当且仅当 𝑝(𝑋∣[𝑥]𝑃 ) = 1或 𝑝(𝑋∣[𝑥]𝑃 ) = 0时,

𝐸𝑟(𝑋∣𝑃 ) = 0;

2)随知识划分变细而变小,随边界域基数变小而

严格变小.

基于上述分析,可构造出基于条件概率的累加型

粗糙集不确定性度量方法.

定义 8 设 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐴⟩, 𝑃 ⊆ 𝐴, 𝑋 ⊆ 𝑈 ,

𝑈/𝑃 = {𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚},定义如下公式:

𝐸𝑟1(𝑋∣𝑃 ) = −
𝑚∑
𝑖=1

∣𝑋𝑖

∩
𝑋∣

∣𝑈 ∣ log2
∣𝑋𝑖

∩
𝑋∣

∣𝑋𝑖∣ . (5)

定理 1 𝐸𝑟1(𝑋∣𝑃 )是定义 7下的不确定性度量.

证证证明明明 1)非负性. 显然有𝐸𝑟1(𝑋∣𝑃 ) ⩾ 0,且当且

仅当对任意𝑋𝑖 ∈ 𝑈/𝑃 ,有 𝑝(𝑋∣𝑋𝑖) = 0或 𝑝(𝑋∣𝑋𝑖) =

1时, 𝐸𝑟1(𝑋∣𝑃 ) = 0. 分如下两种情况讨论:

①若𝑋 = ∅,则显然有BN𝑃 (𝑋) = ∅;

②若𝑋 ∕= ∅, 则存在𝑋𝑖0 ∈ 𝑈/𝑃 , 使得𝑋𝑖0

∩
𝑋

∕= ∅, 从而必有 𝑝(𝑋∣𝑋𝑖0) = 1, 这意味着只要𝑋𝑖0

∩
𝑋 ∕= ∅, 就有𝑋𝑖0 ⊆ 𝑋 , 从而𝑃𝑋 = 𝑃𝑋 , 即BN𝑃 (𝑋)

= ∅.

反之,若BN𝑃 (𝑋) = ∅,则显然有𝐸𝑟1(𝑋∣𝑃 ) = 0.
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2)不变性显然成立.

3) 单调性. 如果𝑈/𝑃1 ≺ 𝑈/𝑃2, 则𝐸𝑟1(𝑋∣𝑃1) ⩽
𝐸𝑟1(𝑋∣𝑃2) .

假设𝑈/𝑃1 = {𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚}, 𝑈/𝑃2 = {𝑌1,

𝑌2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑌𝑛},由于𝑈/𝑃1是𝑈/𝑃2的一个细分,记𝑇 [𝑌𝑗 ]

= {𝑋𝑖∣𝑋𝑖 ⊆ 𝑌𝑗}, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. 设𝑇 [𝑌𝑗 ] = {𝑋𝑗1 ,

𝑋𝑗2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑗𝑙},则
𝑙∑

𝑘=1

𝑝(𝑋𝑗𝑘)

𝑝(𝑌𝑗)
𝑝(𝑋∣𝑋𝑗𝑘) =

∣𝑌𝑗

∩
𝑋∣

∣𝑌𝑗 ∣ = 𝑝(𝑋∣𝑌𝑗).

根据𝑥log2𝑥的凸性及 Jensen不等式,有

𝐸𝑟1(𝑋∣𝑃1) =

−
𝑚∑
𝑖=1

𝑝(𝑋𝑖)𝑝(𝑋∣𝑋𝑖)log2𝑝(𝑋∣𝑋𝑖) =

−
𝑛∑

𝑗=1

𝑝(𝑌𝑗)

𝑙∑
𝑘=1

𝑝(𝑋𝑗𝑘)

𝑝(𝑌𝑗)
𝑝(𝑋∣𝑋𝑗𝑘)log2𝑝(𝑋∣𝑋𝑗𝑘) ⩽

−
𝑛∑

𝑗=1

𝑝(𝑌𝑗)
( 𝑙∑

𝑘=1

𝑝(𝑋𝑗𝑘)

𝑝(𝑌𝑗)
𝑝(𝑋∣𝑋𝑗𝑘)⋅

log2

( 𝑙∑
𝑘=1

𝑝(𝑋𝑗𝑘)

𝑝(𝑌𝑗)
𝑝(𝑋∣𝑋𝑗𝑘)

))
=

−
𝑛∑

𝑗=1

𝑝(𝑌𝑗)𝑝(𝑋∣𝑌𝑗)log2𝑝(𝑋∣𝑌𝑗) =

−
𝑛∑

𝑗=1

∣𝑌𝑗

∩
𝑋∣

∣𝑈 ∣ log2
∣𝑌𝑗

∩
𝑋∣

∣𝑌𝑗 ∣ =

𝐸𝑟1(𝑋∣𝑃2),

且等号成立的充要条件是

𝑝(𝑋∣𝑋𝑗1) = 𝑝(𝑋∣𝑋𝑗2) = ⋅ ⋅ ⋅ = 𝑝(𝑋∣𝑋𝑗𝑙) = 𝑝(𝑋∣𝑌𝑗).

若𝑈/𝑃1 ≺ 𝑈/𝑃2,且 ∣BN𝑃1(𝑋)∣ < ∣BN𝑃2(𝑋)∣,则
存在元素𝑥0 ∈ BN𝑃2(𝑋), 使得 𝑝(𝑋∣[𝑥0]𝑃1) ∕= 𝑝(𝑋∣
[𝑥0]𝑃2),根据前述证明过程,有

𝐸𝑟1(𝑋∣𝑃1) < 𝐸𝑟1(𝑋∣𝑃2).

结论成立. □
例 3 利用𝐸𝑟1(𝑋∣𝑃 )分别计算例 1和例 2, 结果

符合定义 7的要求,其中

𝐸𝑟1(𝑋∣𝑃1) =
1

2
>

1

6
log26 = 𝐸𝑟1(𝑋∣𝑃2),

𝐸𝑟1(𝑋∣𝑃3) = 𝐸𝑟1(𝑋∣𝑃4) =
1

6
.

下面给出另一种不确定性度量方法.

定义 9 设 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓,𝐴⟩, 𝑃 ⊆ 𝐴, 𝑋 ⊆ 𝑈 ,

𝑈/𝑃 = {𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚},定义如下公式:

𝐸𝑟2(𝑋∣𝑃 ) =

𝑚∑
𝑖=1

∣𝑋𝑖

∩
𝑋∣

∣𝑈 ∣
(
1− ∣𝑋𝑖

∩
𝑋∣

∣𝑋𝑖∣
)
. (6)

定理 2 𝐸𝑟2(𝑋∣𝑃 )是定义 7下的不确定性度量.

证证证明明明 1)非负性. 显然有𝐸𝑟2(𝑋∣𝑃 ) ⩾ 0. 下面证

明当且仅当𝐵𝑁𝑃 (𝑋) = ∅时, 𝐸𝑟2(𝑋∣𝑃 ) = 0 .

若𝐸𝑟2(𝑋∣𝑃 ) = 0,则对于任意的𝑋𝑖 ∈ 𝑈/𝑃 ,有
∣𝑋𝑖

∩
𝑋∣

∣𝑈 ∣
(
1− ∣𝑋𝑖

∩
𝑋∣

∣𝑋𝑖∣
)
= 0.

若𝑋 ∕= ∅, 则存在𝑋𝑖0 ∈ 𝑈/𝑃 , 使得𝑋𝑖0

∩
𝑋 ∕= ∅,

从而 𝑝(𝑋∣𝑋𝑖0) = 1, 即𝑋𝑖0 ⊆ 𝑋 , 有𝑃𝑋 = 𝑃𝑋 , 所

以BN𝑃 (𝑋) = ∅. 若𝑋 = ∅,则显然有BN𝑃 (𝑋) = ∅.

因此不论什么情况,只要
∣𝑋𝑖

∩
𝑋∣

∣𝑈 ∣
(
1 − ∣𝑋𝑖

∩
𝑋∣

∣𝑋𝑖∣
)
=

0,就有BN𝑃 (𝑋) = ∅.

反之,若BN𝑃 (𝑋) = ∅,则显然有𝐸𝑟2(𝑋∣𝑃 ) = 0.

2)不变性显然成立.

3)单调性.

𝐸𝑟2(𝑋∣𝑃 ) =
∣𝑋∣
∣𝑈 ∣ −

𝑚∑
𝑖=1

∣𝑋𝑖∣
∣𝑈 ∣

( ∣𝑋𝑖

∩
𝑋∣

∣𝑋𝑖∣
)2

.

假设𝑈/𝑃1 = {𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚}, 𝑈/𝑃2 = {𝑌1,

𝑌2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑌𝑛}, 因𝑈/𝑃1是𝑈/𝑃2的一个细分, 记𝑇 [𝑌𝑗 ]

= {𝑋𝑖∣𝑋𝑖 ⊆ 𝑌𝑗}, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. 设𝑇 [𝑌𝑗 ] = {𝑋𝑗1 ,

𝑋𝑗2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑗𝑙}, 根据𝑥2的凸性及 Jensen不等式, 仿照

定理 1的证明过程,类似有结论𝐸𝑟2(𝑋∣𝑃1) ⩽ 𝐸𝑟2(𝑋∣
𝑃2)成立,且等号成立的充要条件是

𝑝(𝑋∣𝑋𝑗1) = 𝑝(𝑋∣𝑋𝑗2) = ⋅ ⋅ ⋅ = 𝑝(𝑋∣𝑋𝑗𝑙) = 𝑝(𝑋∣𝑌𝑗).

当𝑈/𝑃1 ≺ 𝑈/𝑃2,且 ∣BN𝑃1(𝑋)∣ < ∣BN𝑃2(𝑋)∣时,

类似地有

𝐸𝑟2(𝑋∣𝑃1) < 𝐸𝑟2(𝑋∣𝑃2).

结论成立. □
例 4 利用𝐸𝑟2(𝑋∣𝑃 )分别计算例 1和例 2, 结果

符合定义 7的要求,其中

𝐸𝑟2(𝑋∣𝑃1) =
5

24
>

7

36
= 𝐸𝑟2(𝑋∣𝑃2),

𝐸𝑟2(𝑋∣𝑃3) = 𝐸𝑟2(𝑋∣𝑃4) =
1

12
.

3 知知知识识识的的的不不不确确确定定定性性性度度度量量量

下面讨论知识的不确定性度量问题,为此先给出

知识的边界域和正区域定义.

定义 10 设 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐴⟩, 𝑃、𝑄 ⊆ 𝐴, 𝑈/𝑃 =

{𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚}, 𝑈/𝑄 = {𝑌1, 𝑌2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑌𝑛}, 则知识

𝑈/𝑄在知识𝑈/𝑃 中的边界域BN𝑃 (𝑈/𝑄)和正区域

POS𝑃 (𝑈/𝑄)分别定义为

BN𝑃 (𝑈/𝑄) =

𝑛∪
𝑗=1

BN𝑃 (𝑌𝑗), (7)

POS𝑃 (𝑈/𝑄) =

𝑛∪
𝑗=1

𝑃𝑌𝑗 . (8)

定理 3 给定 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐴⟩, 𝑄 ⊆ 𝐴. 如果𝑈/

𝑃1 ≺ 𝑈/𝑃2,则BN𝑃1(𝑈/𝑄) ⊆ BN𝑃2(𝑈/𝑄).

证证证明明明 因为𝑈/𝑃1 ≺ 𝑈/𝑃2,所以对任意的𝑥 ∈ 𝑈 ,

有 [𝑥]𝑃1 ⊆ [𝑥]𝑃2 , 从而对任意的𝑌𝑗 ∈ 𝑈/𝑄, 有BN𝑃1(
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𝑌𝑗) ⊆ BN𝑃2(𝑌𝑗),结论成立. □
由粗糙集的不确定性度量可导出相应的知识不

确定性度量.

定义 11 设 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓,𝐴⟩, 𝑃、𝑄 ⊆ 𝐴, 𝑈/𝑃 =

{𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚}, 𝑈/𝑄 = {𝑌1, 𝑌2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑌𝑛}, 则知识

𝑈/𝑄在知识𝑈/𝑃 中的不确定性度量定义为

𝐸𝑟1(𝑄∣𝑃 ) = −
𝑛∑

𝑗=1

𝑚∑
𝑖=1

∣𝑋𝑖

∩
𝑌𝑗 ∣

∣𝑈 ∣ log2
∣𝑋𝑖

∩
𝑌𝑗 ∣

∣𝑋𝑖∣ . (9)

定理 4 设 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐴⟩, 𝑃、𝑄 ⊆ 𝐴, 𝑈/𝑃 =

{𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚}, 𝑈/𝑄 = {𝑌1, 𝑌2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑌𝑛},则有:

1)当且仅当BN𝑃 (𝑈/𝑄) = ∅时, 𝐸𝑟1(𝑄∣𝑃 ) = 0.

2) 如果BN𝑃1(𝑈/𝑄)/𝑃1 = BN𝑃2(𝑈/𝑄)/𝑃2, 则

𝐸𝑟1(𝑄∣𝑃1) = 𝐸𝑟1(𝑄∣𝑃2).

3)若𝑈/𝑃1 ≺ 𝑈/𝑃2, 则𝐸𝑟1(𝑄∣𝑃1) ⩽ 𝐸𝑟1(𝑄∣𝑃2);

若𝑈/𝑃1 ≺ 𝑈/𝑃2,且 ∣BN𝑃1(𝑈/𝑄)∣ < ∣BN𝑃2(𝑈/𝑄)∣,则
𝐸𝑟1(𝑄∣𝑃1) < 𝐸𝑟1(𝑄∣𝑃2).

证明略 (根据定理 1和定义 11可知结论成立).

由于BN𝑃 (𝑈/𝑄) = 𝑈 − POS𝑃 (𝑈/𝑄),从而当且

仅当POS𝑃 (𝑈/𝑄) = 𝑈时, 𝐸𝑟1(𝑄∣𝑃 ) = 0, 即𝑈/𝑃 ≺
𝑈/𝑄. 这意味着𝑈/𝑃 能完全刻画𝑈/𝑄, 𝑈/𝑄在知识

𝑈/𝑃 中没有不确定性.

定理 4表明,知识的不确定性度量随划分变细而

变小,随边界域基数的变小而严格变小.

定理 5 设 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐴⟩, 𝑃、𝑄 ⊆ 𝐴, 𝑈/𝑃 =

{𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚}, 𝑈/𝑄 = {𝑌1, 𝑌2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑌𝑛},则有

𝐸𝑟1(𝑄∣𝑃 ) = 𝐻(𝑄∣𝑃 ).

证证证明明明

𝐸𝑟1(𝑄∣𝑃 ) =

−
𝑚∑
𝑖=1

∣𝑋𝑖∣
∣𝑈 ∣

𝑛∑
𝑗=1

∣𝑋𝑖

∩
𝑌𝑗 ∣

∣𝑋𝑖∣ log2
∣𝑋𝑖

∩
𝑌𝑗 ∣

∣𝑋𝑖∣ = 𝐻(𝑄∣𝑃 ),

结论成立. □
定理 5表明,条件熵𝐻(𝑄∣𝑃 )刻画的是知识𝑈/𝑄

在知识𝑈/𝑃 中的不确定性度量𝐸𝑟1(𝑄∣𝑃 ). 从而揭示

出条件信息熵的不确定性本质.

定义 12 设 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓,𝐴⟩, 𝑃、𝑄 ⊆ 𝐴, 𝑈/𝑃 =

{𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚}, 𝑈/𝑄 = {𝑌1, 𝑌2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑌𝑛}, 则知识

𝑈/𝑄在知识𝑈/𝑃 中的不确定性度量定义为

𝐸𝑟2(𝑄∣𝑃 ) =

𝑛∑
𝑗=1

𝑚∑
𝑖=1

∣𝑋𝑖

∩
𝑌𝑗 ∣

∣𝑈 ∣
(
1− ∣𝑋𝑖

∩
𝑌𝑗 ∣

∣𝑋𝑖∣
)
. (10)

定理 6 设 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐴⟩, 𝑃、𝑄 ⊆ 𝐴, 𝑈/𝑃 =

{𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚}, 𝑈/𝑄 = {𝑌1, 𝑌2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑌𝑛},则有:

1)当且仅当BN𝑃 (𝑈/𝑄) = ∅时, 𝐸𝑟2(𝑄∣𝑃 ) = 0.

2) 如果BN𝑃1(𝑈/𝑄)/𝑃1 = BN𝑃2(𝑈/𝑄)/𝑃2, 则

𝐸𝑟2(𝑄∣𝑃1) = 𝐸𝑟2(𝑄∣𝑃2).

3)若𝑈/𝑃1 ≺ 𝑈/𝑃2, 则𝐸𝑟2(𝑄∣𝑃1) ⩽ 𝐸𝑟2(𝑄∣𝑃2);

若𝑈/𝑃1 ≺ 𝑈/𝑃2,且 ∣BN𝑃1(𝑈/𝑄)∣ < ∣BN𝑃2(𝑈/𝑄)∣,则
𝐸𝑟2(𝑄∣𝑃1) < 𝐸𝑟2(𝑄∣𝑃2).

证明略 (根据定理 2和定义 12可知结论成立).

定理 7 设 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓,𝐴⟩, 𝑃、𝑄 ⊆ 𝐴, 𝑈/𝑃 =

{𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚}, 𝑈/𝑄 = {𝑌1, 𝑌2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑌𝑛},则有

𝐸𝑟2(𝑄∣𝑃 ) = 1−
𝑛∑

𝑗=1

𝑚∑
𝑖=1

∣𝑋𝑖

∩
𝑌𝑗 ∣2

∣𝑈 ∣∣𝑋𝑖∣ .

证证证明明明

𝐸𝑟2(𝑄∣𝑃 ) =

𝑛∑
𝑗=1

𝑚∑
𝑖=1

∣𝑋𝑖

∩
𝑌𝑗 ∣

∣𝑈 ∣ −
𝑛∑

𝑗=1

𝑚∑
𝑖=1

∣𝑋𝑖

∩
𝑌𝑗 ∣2

∣𝑈 ∣∣𝑋𝑖∣ =

1−
𝑛∑

𝑗=1

𝑚∑
𝑖=1

∣𝑋𝑖

∩
𝑌𝑗 ∣2

∣𝑈 ∣∣𝑋𝑖∣ .

结论成立. □
Qian等[19]提出了一种决策信息系统的确定性度

量公式,定义如下.

定义 13 给定DIS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐶∪
𝐷⟩, 设𝑃 ⊆

𝐶, 𝑈/𝑃 = {𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚}, 𝑈/𝐷 = {𝐷1, 𝐷2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝐷𝑟},则DIS的确定性度量𝛼(DIS)定义为

𝛼(DIS) =

𝑟∑
𝑗=1

𝑚∑
𝑖=1

∣𝑋𝑖

∩
𝐷𝑗 ∣2

∣𝑈 ∣∣𝑋𝑖∣ . (11)

特别地,对于决策信息系统,取𝑄 = 𝐷,则

𝐸𝑟2(𝐷∣𝑃 ) = 1− 𝛼(DIS).

这表明𝐸𝑟2(𝐷∣𝑃 )与𝛼(DIS)构成互补关系,它们的和

为常数 1.

4 不不不确确确定定定性性性度度度量量量比比比较较较分分分析析析

文献 [3]给出了一种基于粗糙度和知识粒度乘积

形式的粗糙熵定义.

定义 14 设 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓,𝐴⟩, 𝑃 ⊆ 𝐴, 𝑈/𝑃 =

{𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚}, 𝑋 ⊆ 𝑈 , 则𝑋在𝑈/𝑃 中的粗糙熵

定义为

𝐸𝑃 (𝑋) = −𝜌𝐴(𝑋)

𝑚∑
𝑖=1

∣𝑋𝑖∣
𝑛

log2
1

∣𝑋𝑖∣ , (12)

其中𝑛 = ∣𝑈 ∣.
文献 [15]给出了多种基于模糊熵的粗糙集不确

定性度量公式. 限于篇幅,摘录其中一个与本文方法

进行比较.

设𝑅+ = [0,+∞), 𝐹 (𝑈)表示论域𝑈上的所有模

糊集集合,对于任意 �̃� ∈ 𝐹 (𝑈),记

�̃� =
𝜇�̃�(𝑥1)

𝑥1
+

𝜇�̃�(𝑥2)

𝑥2
+ ⋅ ⋅ ⋅+

𝜇�̃�(𝑥𝑛)

𝑥𝑛
,

�̃�𝑐表示 �̃�的补集,即𝜇�̃�𝑐(𝑥) = 1− 𝜇�̃�(𝑥).

Fan等[20]提出了一种𝜎-熵,归一化后变成如下形

式:
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𝑒𝛼,𝛽02 (�̃�) =
1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

𝑓𝛼,𝛽(𝜇�̃�(𝑥𝑖)), (13)

其中

𝑓𝛼,𝛽(𝑥) =
1

(1− 𝛼)𝛽
[(𝑥𝛼 + (1− 𝑥)𝛼)𝛽 − 1],

𝛼 > 0, 𝛼 ∕= 1, 𝛽 ∕= 0, 𝑥 ∈ [0, 1].

知识粒度的细分有正区域的细分、负域的细分

和边界域的细分, 而边界域的细分又分为条件概率

是否改变的两种情形.因此本文设计如下算例,其中:

𝑈/𝑃2只细分了𝑈/𝑃1的正区域, 𝑈/𝑃3只细分了𝑈/𝑃1

的负域, 𝑈/𝑃4和𝑈/𝑃5只细分了𝑈/𝑃1的边界域, 𝑈/

𝑃4细分前后条件概率发生变化, 𝑈/𝑃5细分前后条件

概率保持不变.具体见下例.

例 5 假设

𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥5, 𝑥7, 𝑥8},
𝑈 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥8, 𝑥9, 𝑥10},
𝑈/𝑃1 =

{{𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4}, {𝑥5, 𝑥6}, {𝑥7, 𝑥8}, {𝑥9, 𝑥10}},
𝑈/𝑃2 =

{{𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4}, {𝑥5, 𝑥6}, {𝑥7}, {𝑥8}, {𝑥9, 𝑥10}},
𝑈/𝑃3 =

{{𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4}, {𝑥5, 𝑥6}, {𝑥7, 𝑥8}, {𝑥9}, {𝑥10}},
𝑈/𝑃4 =

{{𝑥3}, {𝑥1, 𝑥2, 𝑥4}, {𝑥5, 𝑥6}, {𝑥7, 𝑥8}, {𝑥9, 𝑥10}},
𝑈/𝑃5 =

{{𝑥1, 𝑥3}, {𝑥2, 𝑥4}, {𝑥5, 𝑥6}, {𝑥7, 𝑥8}, {𝑥9, 𝑥10}}.
显然, 𝑈/𝑃2 ≺ 𝑈/𝑃1, 𝑈/𝑃3 ≺ 𝑈/𝑃1, 𝑈/𝑃4 ≺

𝑈/𝑃1, 𝑈/𝑃5 ≺ 𝑈/𝑃1.

各种不确定性度量公式的计算结果如表 1所示,

其中 𝑒𝛼,𝛽02 (�̃�)取参数𝛼 = 3, 𝛽 = 0.01.

表 1 不同不确定性度量计算结果的比较
𝑃1 𝑃2 𝑃3 𝑃4 𝑃5

𝜌𝑃𝑖
(𝑋) 0.75 0.75 0.75 0.714 0.75

𝑅𝑃𝑖
(𝑋) 0.21 0.195 0.195 0.157 0.15

𝐸𝑃𝑖
(𝑋) 1.05 0.9 0.9 0.768 0.75

𝐸𝑟1 (𝑋∣𝑃𝑖) 0.3 0.3 0.3 0.217 0.3

𝐸𝑟2 (𝑋∣𝑃𝑖) 0.15 0.15 0.15 0.117 0.15

𝑒𝛼,𝛽
02 (�̃�𝑃𝑖

) 0.413 0.413 0.413 0.3016 0.413

尽管上述计算结果大小不一, 但有以下几个特

点:

1) 当正区域或负域细分时, 𝜌𝑃 (𝑋)、𝐸𝑟1(𝑋∣𝑃 )、

𝐸𝑟2(𝑋∣𝑃 )和 𝑒𝛼,𝛽02 (�̃�𝑃 )都保持不变,这是合理的;而粗

糙熵𝑅𝑃 (𝑋)和𝐸𝑃 (𝑋)却会严格变小,这是不合理的.

例如, 虽然𝑈/𝑃3 ≺ 𝑈/𝑃1, 但它只是将𝑈/𝑃1中与𝑋

无关的知识颗粒 {𝑥9, 𝑥10}细分成 {𝑥9}, {𝑥10},按照前

文的分析,不确定性度量值保持不变才合理, 然而此

时𝑅𝑃3(𝑋) < 𝑅𝑃1(𝑋), 𝐸𝑃3(𝑋) < 𝐸𝑃1(𝑋).

2)当边界域细分时,如果细分前后条件概率保持

不变,则 𝜌𝑃 (𝑋)、𝐸𝑟1(𝑋∣𝑃 )、𝐸𝑟2(𝑋∣𝑃 )和 𝑒𝛼,𝛽02 (�̃�𝑃 )保

持不变, 而粗糙熵𝑅𝑃 (𝑋)和𝐸𝑃 (𝑋)会严格变小; 如

果细分前后的条件概率发生了变化, 则𝑅𝑃 (𝑋)、

𝐸𝑃 (𝑋)、𝐸𝑟1(𝑋∣𝑃 )和𝐸𝑟2(𝑋∣𝑃 )都会严格变小.对于

𝜌𝑃 (𝑋)和 𝑒𝛼,𝛽02 (�̃�𝑃 ),在本例中也变小,如本例的𝑈/𝑃4

就是这种情形, 但在例 1中, 当边界域分离出负域中

的知识颗粒时, 条件概率发生了变化, 𝜌𝑃 (𝑋)值却保

持不变,这是不合理的;而对于 𝑒𝛼,𝛽02 (�̃�𝑃 ),当边界域分

离出负域中的知识颗粒时,细分前后的条件概率发生

了变化,它的值却反而变大,具体反例见下例.

例 6 设𝑈 = {𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥20}, 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2},

𝑈/𝑃1= {{𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥10}, {𝑥11, 𝑥12, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥20}}, 𝑈/𝑃2

= {{𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥20}},取𝛼 = 3, 𝛽 = 0.01,则
𝑒3,0.0102 (�̃�𝑃1) = 0.162 948,

𝑒3,0.0102 (�̃�𝑃2) = 0.157 108.

虽然𝑈/𝑃1 ≺ 𝑈/𝑃2, 且 ∣BN𝑃1(𝑋)∣ < ∣BN𝑃2(𝑋)∣, 但
𝑒3,0.0102 (�̃�𝑃1) > 𝑒3,0.0102 (�̃�𝑃2), 违背了文献 [15]的定义

和本文的单调性原则.

综合例 1、例 5和例 6的计算结果可知,当边界域

分离出无关的知识颗粒时, 𝜌𝑃 (𝑋)和 𝑒𝛼,𝛽02 (�̃�𝑃 )的计算

结果不与不确定性语义相一致, 而粗糙熵𝑅𝑃 (𝑋)和

𝐸𝑃 (𝑋)只要有知识划分的细分就会严格变小, 也不

与不确定性语义相一致,只有𝐸𝑟1(𝑋∣𝑃 )和𝐸𝑟2(𝑋∣𝑃 )

与本文提出的粗糙集不确定性语义保持一致.

5 结结结 论论论

本文先对粗糙集的不确定性度量准则进行语义

分析,强调当且仅当边界域为空时, 其不确定性度量

值达到最小值 0,这样可以避免精确集的不确定性度

量不为 0. 提出了一种修正的不确定性度量定义,进一

步的数学含义分析表明,不确定性度量与条件概率紧

密相关,将粗糙集不确定性度量看成满足边界条件的

关于条件概率的非负函数,并在此基础上提出两种基

于条件概率的粗糙集和知识的不确定性度量公式. 研

究结果表明,本文提出的一个知识不确定性度量公式

与王国胤等[18]提出的条件信息熵等同,从而揭示了条

件信息熵的不确定性度量本质;另一个知识不确定性

度量公式与钱宇华等[19]提出的确定性度量形成互补

关系.设计的两个算例比较了多种不确定性度量公式

的优劣,发现只有本文提出的两种度量方法与粗糙集

不确定性语义保持一致,其他方法都存在不同程度的

不足. 下一步的研究重点是基于模糊熵的粗糙集不确

定度量方法,进一步从理论上研究模糊熵与粗糙集不

确定性度量问题之间的内在联系.
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