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摘 要:

基于Poincare猜想, 建立单连通可定向闭合参数曲面坐标系, 证明在无穷多个任意参数曲面坐标系[包括单连通可定向闭合参数曲面坐标系和复连通可定向闭合参数曲面坐标系]散度公式的存在, 确立任意参数曲面坐标系空间点积法为曲面积分的又一方法, 将曲面积分和三重积分推广到无穷多个任意参数曲面坐标系,实现任意曲面积分和任意空间区域三重积分,获得其解析积分值和任意精度浮点数积分值,实现向量场(电场、磁场、流体场、引力场等)和数量场 (电位场、温度场、密度场等)在任意自由空间区域的积分计算,实现流形上的散度公式和工程意义上的流形积分.
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引言1
    散度公式 (又称Остроградский-Gauss公式) 是现代数学、物理体系的核心公式之一 [1][2][3][4][5][6][7][8][9][10][11][12][13][14][15][16][17]. 传统的散度公式证明逻辑体系,确立了空间直角坐标系投影法(简称投影法)为曲面积分的根本方法. 投影法的基本思路是将三维欧氏空间区域中的曲面积分,转化为某一空间直角坐标平面上的二重积分,以间接的方式达到目的
    投影法的缺陷是明显的:

    第一,积分曲面在某一坐标平面的投影区域不能有重叠, 这就决定了积分曲面只能是非常简单的函数曲面; 在现实世界和物理、工程领域更为普遍存在复杂参数曲面, 投影法则无能为力;
第二,投影法通常要求积分曲面具有某种对称性(点对称、轴对称和面对称等[2]), 计算诸如"以三维坐标原点为中心的球面上侧、下侧、左侧、右侧曲面"类型的简单曲面积分,再乘以某一常数, 得到整个球面的积分值; 在现实世界和物理、工程领域更为普遍存在的不对称、不规则曲面, 用投影法计算非常繁琐,在绝大多数情况下不能计算 [1][2][3][4][5][6][7]
[8][9];以致于物理、工程领域的许多重要问题(例如电磁学领域的Maxwell方程组实例化和流体力学领域的任意不规则控制面积分)的解决途径,均建立在直角坐标系或其它坐标系(例如贴体坐标系等)的偏微分方程组求解(例如有限元法、边界元法、有限差分法等[18])基础上.一个多世纪以来的数学、物理、工程实践已经证明,通过直角坐标系或其它坐标系的偏微分方程组,难于甚至不能获得解析解、数值解;
    第三,因不同积分曲面的几何差异,投影的方向、投影的次数千差万别[尤其是分面投影法].有100计算实例,就可能有100种投影方案.计算过程不可能标准化、模块化,不利于电子计算机编程;

    第四,不论积分曲面复杂程度,投影法实际计算过程普遍繁琐;

第五,在物理、数学分析领域至关重要的 Остроградский – Gauss公式,
Stokes公式(在某种意义上也包括Green公式),投影法几乎没有直接计算实例(即使有,也是极个别的特例,没有代表性.如正方体、长方体表面外观的闭合“曲面”[12][13][15][16][17],数条正方体不同表面截线段围成的闭合“曲线”[12][13][15][16],平面“x+y+z=1”与三个直角坐标平面的相交三角形构成的闭合“曲线”[12][13][14][15][16]等). 通常的思路是, 先用符号逻辑的方式证明在直角坐标系中三大公式的存在, 然后是如何应用这三大公式简化计算. 非常遗憾、困惑的是没有这三大公式的丰富而绚丽的直接计算实例
    在球面坐标系,有向量场参数曲面积分[13]、球体空间区域三重积分[即通过三阶Jaccobi行列式变量变换];在极坐标系,有平面区域二重积分[即通过二阶Jaccobi行列式变量变换]等计算方法[12][13][14][16][17].但是存在下列问题:
    第一,在球面坐标系内,向量场闭合曲面积分与数量场闭合空间区域三重积分彼此孤立, 没有通过散度公式关联,并且两者的计算结果不能相互验证;
    第二,向量场闭合曲面积分与数量场闭合空间区域三重积分局限于正交曲线坐标系[即球面坐标系和柱面坐标系] [12][13][14][16][17] 或广义球面坐标系[14], 没有扩展到无穷多个任意参数曲面坐标系;
    第三,在极坐标系内,向量场环路积分与数量场平面区域二重积分彼此孤立,没有通过Green公式关联,并且两者的计算结果也不能相互验证;

第四,数量场[二元函数]闭合平面区域二重积分局限于正交曲线坐标系[即极坐标系][11],没有扩展到无穷多个任意单连通闭合曲线坐标系
传统的流形微积分学,用外微分形式推导出Green公式,Остроградский-Gauss公式,Stokes公式,乃至关于n维空间积分的广义Stokes公式[20],即
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但是这类用外微分形式推导出的公式只具有抽象的理论意义,并没有揭示积分的具体实现过程,更无具体计算实例可言
基于上述情况,探索用符号逻辑的方式,证明在无穷多个任意参数曲面坐标系[包括单连通可定向闭合曲面坐标系和复连通可定向闭合曲面坐标系(即环面坐标系)] 散度公式的存在,确立任意参数曲面坐标系空间点积法为曲面积分的又一方法,将曲面积分和三重积分推广到无穷多个任意参数曲面坐标系, 实现任意曲面积分和任意空间区域三重积分, 获得其解析积分值和任意精度浮点数积分值, 实现向量场(电场、磁场、流体场、引力场等)和数量场(电位场、温度场、密度场等)在任意自由空间区域的积分计算, 实现流形上的散度公式和工程意义上的流形积分
引言2 证明的前提条件
——单连通可定向闭合曲面坐标系的建立
   (一)
考察证明的对象---散度公式:
“散度公式 设空间闭区域Ω是由光滑或分片光滑的闭曲面S围成,函数

P(x,y,z),Q(x,y,z),R(x,y,z) [构成向量场A] 及其偏导数在空间闭区域Ω上连续,则
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   (1)

其中曲面S为空间闭区域Ω的整个边界曲面外侧, n为曲面S的单位外法向量, divA为向量场A的散度”
在公式的定义中,强调空间闭区域Ω的边界闭合曲面S必须是能够区分其”内侧”、”外侧”的可定向曲面

在传统的直角坐标系Остроградский-Gauss公式证明中,”抽象可定向闭合曲面∑”是这样定义的:
抽象可定向闭合曲面∑由三个子曲面 ∑1:z=z1(x,y), ∑2: z=z2(x,y),以及∑3分片包围而成,其中曲面∑1: z=z1(x,y),∑2: z=z2(x,y),∑3皆为抽象二元函数

(参见《高等数学(第六版)》(下册) 同济大学数学系 高等教育版 2007 P168-170)
    也就是说,散度公式客观上要求,不论在空间直角坐标系,或者在其它坐标系,被证明的相关曲面S必须具有两种属性:(1)闭合性;(2)可定向性

    离开传统的空间直角坐标系,怎样刻画抽象的、具有普遍意义的”可定向闭合曲面”并且进一步建立”可定向闭合曲面坐标系”? 并没有现成的答案
Poincare猜想[19]断定"任何与n维球面同伦的n维闭合流形必定同胚于n维球面",在散度或旋度公式涉及的三维欧氏空间, 其对应的判断为 "任何单连通、可定向2维闭合流形必定同胚于2维球面"
也就是说, 根据Poincare 猜想, 在散度或旋度公式涉及的三维欧氏空间, 任何单连通、可定向的闭合曲面(虽然仅仅是单连通),不论其几何外观如何千变万化,必定有同胚于”球面”这一普遍属性
进一步的问题自然是”在三维欧氏空间,能否根据Poincare 猜想这一普遍属性,定义单连通、可定向的闭合曲面的抽象的、普遍意义的表达式?” 这也正是本 ”引言2” 讨论的中心内容
在空间解析几何学中,上述"2维球面"的参数表达式为[sin(u)cos(v),sin(u)sin(v),
cos(u)],其中参数u的变化范围[0,Pi],参数v的变化范围[0,2*Pi](在严格意义上, 该参数表达式是 ”2维球面”在”空间直角坐标系”和”球面坐标系”之间的转换式)
    在拓扑学领域,"同胚"的定义为"两个流形,如果可以通过弯曲、延展、剪切等操作把其中一个变为另一个，则认为两者是同胚的"

从解析几何学和拓扑学的角度再理解Poincare猜想,既然"2维球面"的参数方程为[sin(u)cos(v),sin(u)sin(v),cos(u)],其中参数变化范围u[0,Pi],v[0,2*Pi],则其变形[a*sin(u)cos(v),b*sin(u)sin(v),c*cos(u)],u[0,Pi],v[0,2*Pi]
(其中待定系数a,b,c为任意非零常数) 即为任意椭球面的参数方程. 在三维欧氏空间,任意椭球面皆同胚于球面,这是拓扑学的常识,无需讨论;
    如果a,b,c为任意"一阶可导连续函数(以u, v为自变量的三角函数),可能出现怎样的情况?
(参见 《附件 流形上的散度公式证明和计算实例[2012版]》"引言2"的"图例1"、"图例2"、"图例3")
实验数据从原始现象表明,同样属于参数曲面[a sin(u)cos(v),b sin(u)sin(v),
c cos(u)], u[0,Pi],v[0,2*Pi], 因待定系数a,b,c的不同取值, 一部份曲面属于单连通、可定向闭合曲面,一部分曲面则例外
也就是说,参数曲面[a sin(u)cos(v),b sin(u)sin(v),c cos(u)], u[0,Pi],v[0,2*Pi]存在两种情况:

 (1)在待定系数a,b,c为任意非零常数的情况下,参数曲面为椭球面(自然同胚于球面);
(2)在待定系数a,b,c为任意一阶可导连续函数(以u,v为自变量的三角函数)的情况下,

参数曲面可以为单连通可定向闭合曲面(同胚于球面),也可以为非单连通可定向闭合曲面(不同胚于球面)

进一步的问题自然是“在参数曲面[a sin(u)cos(v), b sin(u)sin(v), c cos(u)], u[0,Pi],v[0,2*Pi]模式中, 能否通过某种定义将非单连通可定向闭合曲面(不同胚于球面)的情况排除?”
 (二)
设定“任意曲面”为一集合,则“任意单连通、可定向闭合曲面” 是前者的子集合. Poincare猜想是这一子集合的属性, 本论文“流形上的散度或旋度公式证明”及其”和式极限证明”则讨论散度或旋度公式是否适用于这一子集合.

  Poincare猜想为用参数方程方法描述“任意单连通、可定向闭合曲面”的某种属性(即
“同胚于2维球面”这一属性)提供了实现途径. 参考丘成桐院士2006年观点: 庞加莱猜想和三维空间几何化的问题是几何领域的主流，它的证明将会对流形性质的认识，甚至用数学语言描述宇宙空间产生重要影响
基于上述情况,将无数具体的单连通、可定向闭合曲面抽象化为一个统一的表达式:

[a sin(u)cos(v),b sin(u) sin(v),c cos(u)],u[0,Pi],v[0,2*Pi]

(其中待定系数a,b,c不能任意指定, 而必须服从于曲面的 ”单连通、可定向闭合” 的拓扑学属性)
也就是说, 如果待定系数a,b,c能够任意指定, 则目标曲面 [a*sin(u)cos(v),
b*sin(u)sin(v), c*cos(u)], u[0,Pi],v[0,2*Pi] 可能是”单连通、可定向闭合曲面”,也可能不是

  如果预先设定目标曲面 [a sin(u)cos(v), b sin(u) sin(v), c cos(u)],
u[0,Pi],v[0,2*Pi] 本身就是”单连通、可定向闭合曲面”, 则待定系数a,b,c就不能任意指定了
从几何意义解释上述现象 --- 在空间直角坐标系, 球面( 即[sin(u)cos(v),
sin(u)sin(v),cos(u)],u[0,Pi],v[0,2*Pi]) 沿x,y,z轴三个方向任意连续变化(即[a sin(u)cos(v),b sin(u) sin(v),c cos(u)],u[0,Pi],v[0,2*Pi],其中 待定系数a,b,c为以u,v为自变量的任意一阶可导连续函数/三角函数), 不一定产生单连通、可定向闭合曲面;

反过来,在空间直角坐标系,任一单连通、可定向闭合曲面--必定由球面( 即[sin(u)cos(v),sin(u)sin(v),cos(u)],u[0,Pi],v[0,2*Pi])沿x,y,z轴三个方向连续变化而成(也必定能够沿x,y,z轴三个方向连续变回球面)-- Poincare 猜想为依据

例如,正六面体(即正方体)表面也可以被视为单连通、可定向闭合曲面---但是正六面体表面难于甚至不能用参数方程描述---但是不能否认,根据Poincare猜想, 正六面体表面必定同胚于球面,必定由球面(即[sin(u)cos(v),sin(u)sin(v),cos(u)],u[0,Pi],
v[0,2*Pi])沿x,y,z轴三个方向连续变化而成(也必定能够沿x,y,z轴三个方向连续变回球面);根据Poincare猜想,正六面体表面同样可以用[a sin(u)cos(v),b sin(u) sin(v),
c cos(u)],u[0,Pi],v[0,2*Pi]参数模式描述

用[a sin(u)cos(v),b sin(u) sin(v),c cos(u)],u[0,Pi],v[0,2*Pi] 模式描述抽象的、具有普遍意义的单连通、可定向闭合曲面,实际上是用Poincare猜想来描述单连通、可定向闭合曲面的某种内在结构和属性(即同胚于球面这一属性),为进一步的公式推导设定一个恰当的前提条件

需要特别指出,在具体曲面为“复连通、可定向闭合曲面”(例如环面及其同胚曲面)情况下还不能实现抽象化,还没有相关的理论依据为支持

    在实际操作层面,用Plot3D[属于Waterloo Maple计算机代数系统指令]指令绘画出某一参数曲面,必须在直观视觉上判定该曲面是否为单连通、可定向闭合曲面以后, 才能决定是否适用于流形上的散度或旋度公式计算实例;从参数表达式本身无法判断曲面是否为单连通、可定向闭合曲面;

“参数曲面是否为单连通、可定向闭合曲面”的决定因素在拓扑学领域而不在解析几何领域;单凭解析几何的参数方程方法并不能够推导、演绎出某一曲面的单连通、可定向闭合属性;否则,证明Poincare猜想的102年艰苦历程岂不是一个大弯路?
(三)
[a sin(u)cos(v),b sin(u) sin(v),c cos(u)],u[0,Pi],v[0,2*Pi] 只是基于Poincare猜想定义的抽象的、普遍意义的单连通可定向闭合曲面表达式, 还不属于坐标系;抽象单连通可定向闭合曲面坐标系为[r a sin(u)cos(v),r b sin(u) sin(v),
r c cos(u)], r[0, ∞],u[0,Pi],v[0,2*Pi], 其中r为向径, a,b,c为待定系数(因为a,b,c既可以为非零常数, 也可以为一阶可导连续函数 [以 u,v 为自变量的三角函数]),具有不确定性

实际上,抽象单连通可定向闭合曲面表达式[a sin(u)cos(v),b sin(u)sin(v),
c cos(u)],u[0,Pi],v[0,2*Pi]与椭球面表达式[a sin(u)cos(v),b sin(u) sin(v),
c cos(u)],u[0,Pi],v[0,2*Pi]在形式上是完全一致的,只是两者对待定系数a,b,c的解释不同:前者将a,b,c解释为"任意非零常数或一阶连续可导函数(非任意,受曲面的单连通可定向闭合属性限制)”,而后者将a,b,c解释为只是"任意非零常数";故抽象单连通可定向闭合曲面坐标系与直角坐标系的对应关系是x=r*a sin(u)cos(v),y=r*b sin(u) sin(v),z=r*c cos(u)(与椭球面坐标系-直角坐标系转换式是相同的)
1. 流形上的散度公式证明:
散度公式 设空间闭区域Ω是由光滑或分片光滑的闭曲面S围成,函数
P(x,y,z),Q(x,y,z),R(x,y,z) [构成向量场A] 及其偏导数在空间闭区域Ω上连续,则
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   (1)
其中曲面S为空间闭区域Ω的整个边界曲面外侧,n为曲面S的单位外法向量, divA为向量场A的散度
证明:

定义任意单连通、可定向闭合曲面S的参数表达式:
[a sin(u)cos(v),b sin(u)sin(v),c cos(u)] (2)
其中a,b,c为非零常数或一阶可导连续函数(以u, v为自变量的三角函数)表达式, 单连通、可定向闭合曲面S决定a,b,c的取值;设定参数u,v的变化范围[0,
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],使曲面S闭合.(参见Poincare猜想: "任何与n维球面同伦的n维闭合流形必定同胚于n维球面") [19]
定义并计算偏导数矩阵M1,获取曲面S的切平面法向量:
M1 = 
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从(3)式分别提取i,j,k项系数,获得曲面S的切平面法向量:
[
[image: image8.wmf]2

sin()cos()

cubv

,
[image: image9.wmf]2

sin()sin()

uavc

,
[image: image10.wmf]sin()cos()

uabu

]       (4)
向量场A与曲面S的切平面法向量(4)的空间点积对曲面参数u,v的积分:
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将曲面S的参数表达式(2)各项通乘以向径r(设定r>0),将x,y,z轴方向上的曲面坐标参数转化为空间区域坐标参数:
[ra sin(u)cos(v),rb sin(u) sin(v),rc cos(u)]            (6)
定义并计算偏导数矩阵M2,获取空间闭区域Ω微元系数的一般表达式:
M2 = 
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计算向量场 A 的散度divA, 并将其从直角坐标形式(8) 转变为空间闭区域 Ω 坐标形式(9):
divA = 
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              (9)
散度divA(9)与空间闭区域Ω微元的乘积对变量r,u,v的三重积分:    (10)
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其中,
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即设定空间闭区域Ω微元本身对参数r,u,v的三重积分不能为零,也可以理解为设定空间闭区域Ω不能为零体积
即(5)式=(10)式:
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     亦可表述为 
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 (1), 证毕
2. 环面坐标系散度公式证明:

散度公式 设空间闭区域Ω是由光滑或分片光滑的闭曲面S围成,函数
P(x,y,z),Q(x,y,z),R(x,y,z) [构成向量场A] 及其偏导数在空间闭区域Ω上连续,则
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   (1)
其中曲面S为空间闭区域Ω的整个边界曲面外侧,n为曲面S的单位外法向量, divA为向量场A的散度
证明:

定义环面S的参数表达式:
[(2+cos(u))cos(v),(2+cos(u))sin(v),sin(u)]       (2)

设定参数u,v的变化范围[0,2
[image: image29.wmf]p

],[0,2
[image: image30.wmf]p

],使环面S闭合.

定义并计算偏导数矩阵M1,获取环面S的切平面法向量:       (3)

M1 = 
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从(3)式分别提取i,j,k项系数,获得环面S的切平面法向量:    (4)

[image: image33.wmf]22

[2cos()cos()cos()cos(),2sin()cos()sin()c

os(),2sin()cos()sin()]

uvuvvuvuuuu

------

   向量场A与环面S的切平面法向量(4)的空间点积对参数u,v积分:
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将环面S的参数表达式(2)各项通乘以向径r(设定r>0),将x,y,z轴方向上的环面坐标参数转化为环面包围空间闭区域Ω坐标参数:
[r(2+cos(u))cos(v),r(2+cos(u))sin(v),rsin(u)]       (6)

定义并计算偏导数矩阵M2,获取环面包围空间闭区域Ω微元系数的一般表达式:

M2 = 
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                             (7)
计算向量场A的散度divA, 并将其从直角坐标形式(8)转变为环面包围空间区域坐标

形式(9):

divA = 
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      (9) 
散度divA(9)与环面包围空间闭区域Ω微元的乘积对变量r,u,v的三重积分(10):
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即(5)式=(10)式:
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亦可表述为 
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总结
传统的散度公式证明逻辑体系,确立了直角坐标系投影法为曲面积分的根本方法.但是对于复杂曲面(尤其是不对称、不规则曲面),投影法则无能为力;
传统的流形微积分学,用外微分形式推导出Green公式,Остроградский-Gauss公式,Stokes公式,乃至关于n维空间积分的广义Stokes公式[20],即
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但是这类用外微分形式推导出的公式只具有抽象的理论意义,并没有揭示积分的具体实现过程,更无具体计算实例可言;
在物理学和工程学涉及的现实三维欧氏空间领域,绝大部分的复杂曲面不能进行积分运算, 还只能用有限元法、边界元法等繁琐方法进行精度有限的数值近似计算, 还没有与流形微积分学建立恰当的关联;
基于Poincare猜想,建立适当的坐标系,证明散度公式在无穷多个任意参数曲面坐标系[包括单连通可定向闭合曲面坐标系和复连通可定向闭合曲面坐标系]的存在,确立任意参数曲面坐标系空间点积法为曲面积分的又一方法,将曲面积分和三重积分推广到无穷多个任意参数曲面坐标系,实现任意曲面积分、任意空间区域三重积分(甚至实现积分区间的艺术化),获得其解析值、任意精度浮点数值,寻找向量场(电场、磁场、流体场、引力场等) 和数量场(电位场、温度场、密度场等)在任意自由空间区域的积分计算途径和关联关系, 寻找微积分学、拓扑学和工程计算三者的直接衔接点,实现流形上的散度公式和工程意义上的流形积分,实现更广大、更自由的物理、数学探索和工程实践
详细分析和计算实例参见《附件 流形上的散度公式证明和计算实例[2012版]》
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 Proof of Divergence Theorem at Manifold
Yangke

China Chengdu  610017  18280169713
                              E-mail: more2010e@sina.com
Abstract:

Base on Poincare conjecture,constitute simply connected orientable closed parametrized surface coordinates, prove the presence of Divergence Theorem in countless free parametrized surface coordinates (include simply connected orientable closed surface coordinates and multiple connected orientable closed surface coordinates), radicate that dot product method in free parametrized surface coordinates is another primary method of surface integral,spread surface integral and triple integrals to countless free parametrized surface coordinates, realize free surface integral and triple integrals in free space region,  obtain its analytic integral value and float integral value in discretional precision,realize the integral calculation of vector field [electric field、magnetic field、hydromechanical field、gravitational field etc.] and scalar field [electric potential field、temperature field、density field etc.] in discretional free space region, realize Divergence Theorem at Manifold and Manifold Integral in Engineering Meaning
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