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素数连乘积不等式 
李联忠 

                           （营山中学   四川营山   637700） 
摘要：正整数 n 处于相邻两个素数平方间，则有素数连乘积分布公式（S）和公式（L）， 

再根据素数定理，Mertens 定理 3 推出素数连乘积不等式以及推论 1、2、3. 
    关键词：数论；素数；不等式 

中图分类号：015     文献标识码：        文章编号： 

定理：素数连乘积不等式： 
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先证明引理 

   引理 1：若 21 p , 32 p ，… jp …, ip ,为连续素数，且 jp | n ， 则 n≠o (mod jp ) 的 

数的个数 
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结论成立。  

Ⅱ.假设 i=k时，结论成立，即： 
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由 I、Ⅱ可得，当 i为任何正整数，结论都成立。 

  所以， 若 21 p , 32 p ，… jp …, ip ,为连续素数，且 jp | n ， 则 n≠o (mod jp ) 

的数的个数 
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引理 1 证毕。 

引理 2：若
 





x

kxp kp
x

1

1)11()( ，则  e ≤ )(x ≤0.75 

证明：设  
 

 


x
k

x
x

k
ln1)(

1
 

      ∴  
 

)(ln1
1

xx
k

x

k
 



 

        ∴  
 





x

kxp kp
x

1

1)11()( = ))((ln)11( xx
pxp

 


 

      根据 Mertens 定理 3 
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       ∴   )(x 是波动减小的，波幅也减小。 
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 引理 2 证毕。 

引理 3（素数连乘积分布定理）：若 21 p , 32 p ，… kp …, ip , 1ip 为连续素数，
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余下的数的个数大于
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余下数中， kp 的倍数个数不是 










 
 11

1

22
1 )11()11(

k

tj j

t

u ui

ii

ppp
pp

 

而是 

               




 
 1

1

22
1 )11(

t

u ui

ii

pp
pp

 

     这不是 p 是否整除 n 的问题，而是 n 受
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 kk pnp ＜ 限制，而使 kp 到
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没有达到有 jp …, 1kp 的倍数的范围，前面证明引理1时，去 21 p , 32 p ，… jp …, 1kp

的倍数后，再去 kp 的倍数，减去的是 
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      所以，少减了，为了与引理 1 有相吻合的表达式，也避免向后演绎导致麻烦，采取让

kp 后的去素数倍数因子 )11(
1


kp

、 )11(
2


kp

、…、 )11(
ks

p
 提前进入，来平衡少减的

量。所以，区间［
2

1
2 , kk pp ）有较精确的素数个数表达式 

                   )( 22
1 kk pp 




ks

j jp1

)11(      (1) 

            又 ∵   3 23 2
43 1715  pp  

             ∴     1≤k<4 时， ksk    即 

                             ks pp
k
  

 k≥4 时， ksk    即 



 5

        ks pp
k
  

随着 k 的增大，（ ksk  ）波动地增大，当 n→+∞时，（ ksk  ）达到最大值。 

      调整每个区间的 ks 值，理论上就可以得到不大于 n 的素数个数公式 
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不大于 n 的素数个数公式 
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   由分析不难得到公式（S）和公式（L）中相应量的关系： 
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      下面说明(1)式、（S）式、（L）式，与实际素数个数的误差。 
      设(1)式、（S）式、（L）式，与实际素数个数的误差为 w(k), w(S)、w(L)，则 
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      公式(S)是 i 个区间素数个数之和，所以公式(S)的误差 

w(S)<i= )( n  

 考虑到这 i 个区间 ks 取值的整体一致性，这 i 个区间中可能存在区间误差 w(k)大于 1，

而导致 w(S)> )( n 的情况,这时，只需将每个区间的 ks 加 1 或减 1，就可使 w(S)< )( n ，

这样，既能使公式(S)中每个区间 ks 具有整体一致性，又保证了 w(S)< )( n 。 
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所以，公式（S）、公式(L)中误差 O（ )( n ）是正确。 

素数连乘积分布定理证毕。 
公式（S）和公式（L）的意义。公式（S）是小区间素数个数之和，公式（L）是把计
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（因为第 i 个区间素数的平均密度总小于前面（i-1）个区间素数的平均密度） 
所以， l (x) 除随 x 的增大而减小外，还随ε的增大而减小。 
引入相应素数密度函数后，公式（S）和公式（L）可表示为 
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    引理 3 证毕。 

定理：素数连乘积不等式： 
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       根据引理 2，引理 3，可得 
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定理证毕。 

  在 2
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模 kp 余 0 一个同余类造成的偏差是一样的，所以有如下推论： 

  推论 1：若 21 p , 32 p ，… kp …, ip , 1ip 为连续素数，
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 因为孪生素数猜想是在
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 ii pnp ＜ 的限制下，去模 p( np  )的两个同余类（含余

0 的同余类）；双生素数猜想是去模 p( np  )的一个或两个同余类（含余 0 的同余类）；哥
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德巴赫猜想是去模 p( np  )的一个或两个同余类（含余 0 的同余类）；四生素数猜想是去

模 p( np  )的不大于四个同余类（含余 0 的同余类）；k 生素数猜想是去模 p( np  )的

不大于 k 个同余类（含余 0 的同余类）；所以有推论 2 
 推论 2： 不大于 n 的孪生素数(p,p+2)个数 L(n) 
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             不大于 n 的双生素数(p,p+a)个数 Sh(n) 
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            不大于 n 的四生素数(p,p+2,p+6,p+8)个数 S(n) 
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            不大于 n 的 k 生素数个数 K(n) 
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还可以得下面的推论 3 
    推论 3：若一个一元整式的值中有两个素数，那么这个整式的值中有无数个素数。 
 


