广义相对论行星运动方程的闭合对称解
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摘要：原有的广义相对论行星运动方程的非闭合非对称解，能够解出行星近日点进动之值，但是也存在一些不足之处。本文讨论广义相对论行星运动方程的闭合对称解。根据该闭合对称解，广义相对论将不能用于处理行星近日点进动问题。同时，如果广义相对论行星运动方程的解是唯一的，则包含无穷多项的非闭合非对称解将趋近于闭合对称解。根据包括了到目前为止自然科学全部方程式的“局部和暂时（到目前为止）的自然科学统一理论”，应用变分原理的方法给出行星近日点进动问题的最佳闭合对称近似解。根据闭合对称解，提出行星的轨迹是旋转的椭圆或近似椭圆；亦即行星近日点进动是两个运动的复合结果：根据万有引力定律确定的椭圆运动或根据广义相对论确定的近似椭圆运动产生近日点，太阳系的涡旋运动又产生近日点进动，而进动的参数则由广义相对论确定，或者根据精确的天文观测确定。
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1   前言
广义相对论之所以能够用于处理行星近日点进动问题，含有一些人的主观因素，其中最关键的问题是，对于广义相对论行星运动方程刻意求出非闭合非对称解。同样，人们也可以刻意求出闭合对称解。这样，广义相对论将不能用于处理行星近日点进动问题，而是需要寻求新的处理方法。
2   广义相对论处理行星近日点进动问题的不足之处
根据广义相对论讨论行星绕日运动问题时，可得如下方程
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式中：
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；G为引力常数；M为太阳质量；c为光速；p为半正焦弦，而且对于椭圆有：p = a(1-e2) 
方程（1）式的非闭合非对称近似解为
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由此得到的行星每转一周的进动量
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如下式所示。
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式中：c 为光速﹐T﹑a﹑e 分别为轨道周期﹑半长径和偏心率。
对（2）式进一步分析可以看出，如果仅仅考虑只含两项的近似解，广义相对论确实可以较好地处理行星近日点进动问题。但是，如果考虑含更多项的近似解，广义相对论是否还可以较好地处理行星近日点进动问题？这是一个需要进一步探讨的问题。
反之，广义相对论行星运动方程（1）式是否存在闭合对称近似解？下面我们就讨论这个问题。

2   广义相对论行星运动方程的闭合对称解
参考万有引力定律得出的行星椭圆运动，将（1）式的闭合对称近似解取为如下形式
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显然，上式满足如下对称性条件
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下面，我们先求如下形式只含一个待定常数的闭合对称近似解
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将（6）式代入（1）式，略去含待定常数的二次项，通过比较系数法可得
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接下来，我们再求如下形式含两个待定常数的闭合对称近似解
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将（8）式代入（1）式，略去含待定常数的二次项，通过比较系数法可得
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类似地，可以求得含更多待定常数的闭合对称近似解。
注意到（7）式和（9）式中的
[image: image14.wmf]0
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值是不同的，因此可以推断：用广义相对论求解行星运动方程（1）式时，如果选择含更多待定常数的非闭合非对称近似解，则所得到的进动值可能将与（3）式不同。
另外，如果广义相对论行星运动方程（1）式的解是唯一的，则包含无穷多项的非闭合非对称解将趋近于闭合对称解（4）式。
3   广义相对论行星运动方程的最佳闭合对称近似解
下面讨论，根据“局部和暂时（到目前为止）的自然科学统一理论”给出的变分原理，亦即“局部和暂时（到目前为止）的自然科学统一变分原理”，对广义相对论行星运动方程（1）式，应用最优化方法给出最佳闭合对称近似解。
为了统一处理全部自然科学问题，在参考文献[1]中，应用最小二乘法建立的“局部和暂时（到目前为止）的自然科学统一理论”，可以用如下形式的“局部和暂时（到目前为止）的自然科学统一变分原理”来表示。
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式中，
[image: image16.wmf]0

min

是在参考文献[2]中引入的，表示最小值而且其值应为零。下标NATURE表示适用范围为全部自然科学问题，
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的集合表示到目前为止发现（导出）的全部与自然科学有关的方程（可以做积分处理），
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的集合表示到目前为止发现（导出）的全部与自然科学有关的孤立方程（不宜做积分处理），
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和
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为适当选取的正值加权常数。
这样，霍金关于可以在一件T恤衫上就能打印出来的，可以把所有自然规律都以一个数学模型表示出来的设想，就以“局部和暂时（到目前为止）的自然科学统一变分原理”的形式局部和暂时地实现了。
在变分原理（11）中，如果只考虑根据万有引力定律导出的行星绕日运动方程，则可以得到如下变分原理
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其精确解为
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在变分原理（11）中，如果考虑根据广义相对论导出的行星绕日运动方程（1）式，以及形式如（4）式的闭合对称近似解，则可以得到如下变分原理
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根据上式，应用最优化方法，就可以得到形式如（4）式的闭合对称近似解。

这种方法，我们在参考文献[2]中已经使用过。不过，参考文献[2]中讨论的是形式如（2）式的最佳近似解，而本文中讨论的是形式如（4）式的最佳近似解。
4   根据闭合对称解得出的行星的轨迹
参考文献[3]中，提出行星近日点进动是两个运动的复合结果。

第一个椭圆运动产生近日点，第二个涡旋运动产生近日点进动。

在行星-太阳系统的第一个运动中，行星在万有引力
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作用下，如果不考虑其他行星的摄动作用，则其轨道是闭合椭圆，因而符合能量守恒定律。

与此同时，行星还参加以太阳为中心的太阳系涡旋运动；该涡旋运动的长期趋势是进一步研究的课题；不过在短期内可以认为由于惯性作用行星近日点在涡旋中做圆周运动导致近日点进动，这样也不违反能量守恒定律。

综上所述，参考文献[3]提出的复合运动的新解释，自始至终不违反能量守恒定律。

    下面根据广义相对论讨论行星近日点进动的角速度。

根据公式（3），如果以太阳为中心，行星近日点进动的角速度为
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根据开普勒第三定律
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式中：G为引力常数，M为太阳质量。

公式（15）可以改写为
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根据上式可以看出，行星近日点进动的角速度与
[image: image28.wmf]2

/

5

a

成反比，而行星近日点进动的速度与
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成反比。

由于公式（3）的结果与精确的天文观测尚有微小的差别，所以我们称公式（16）的结果为根据广义相对论的有关结果得出的近日点进动角速度的近似结果。

如果根据精确的天文观测，则可以得出近日点进动角速度的精确结果。
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式中：
[image: image31.wmf]'

e

为精确的天文观测结果。

下面根据坐标系的旋转变换给出包含近日点进动的行星轨道方程。

为简便计，我们只讨论椭圆轨道的情况，但是所用方法同样适用于讨论形式如（4）式的近似椭圆的情况。
假设在太阳-行星系统中，取太阳中心为坐标原点，行星的椭圆轨道方程为
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式中：k为椭圆半焦距。

根据坐标的旋转变换
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式中：
[image: image35.wmf]q

 为旋转角度（亦即进动角度），
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于是可得考虑涡旋运动之后，行星的旋转轨道方程为
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5   结论
    广义相对论行星运动方程存在闭合对称解，因此广义相对论不能用于处理行星近日点进动问题。但是广义相对论所得到的行星近日点进动值，却可以配合广义相对论行星运动方程的闭合对称解来使用。亦即行星近日点进动是两个运动的复合结果：根据万有引力定律确定的椭圆运动或根据广义相对论确定的近似椭圆运动产生近日点，太阳系的涡旋运动又产生近日点进动，而进动的参数则由广义相对论确定，或者根据精确的天文观测确定。进一步的课题是更详细地讨论广义相对论行星运动方程的闭合对称解，以及导出取代广义相对论行星运动方程的新的行星运动方程，并且寻求部分取代相对论的方法（初步结果请参见参考文献[4]）。
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