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摘要　各向异性介质纯Ｐ波方程完全不受横波的干扰，在一定程度上可以减缓由于介质各向异性引起的数值不稳

定，本文推导了具有垂直对称轴的横向各向同性（ＶＴＩ）介质纯Ｐ波一阶速度应力方程．由于纯Ｐ波方程存在一个

分数形式的伪微分算子，无法直接采用有限差分法求解．针对该问题，本文采用伪谱法和高阶有限差分法联合求解

波动方程，重点分析了混合法求解纯Ｐ波一阶速度应力方程的稳定性问题，并给出了混合法求解纯Ｐ波方程的稳

定性条件．数值模拟结果表明纯Ｐ波方程伪谱法和高阶有限差分混合法能够进行复杂介质的正演模拟，在强变速

度、变密度的地球介质中仍然具有较好的稳定性．
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ＷｅｔｅｓｔｔｈｅｈｙｂｒｉｄＰＳ／ＦＤｓｃｈｅｍｅｗｉｔｈｖａｒｉｏｕｓｋｉｎｄｓｏｆＶＴＩｍｏｄｅｌ．Ｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌ

ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓｐｒｏｖｉｄｅｉｎｓｉｇｈｔｉｎｔｏｔｈｅｋｉｎｅｍａｔｉｃａｎｄｄｙｎａｍｉｃａｃｃｕｒａｃｙｏｆｔｈｅｐｕｒｅＰｗａｖｅＶＴＩ

ｅｑｕａｔｉｏｎｉｎｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｗｉｔｈｔｈｅｅｌａｓｔｉｃｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎ．Ｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｘａｍｐｌｅｓｔｅｓｔｉｆｙｔｈａｔ：（１）

ＰｕｒｅＰｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅｌｙｆｒｅｅｆｒｏｍｓｈｅａｒｗａｖｅｃｏｍｐａｒｅｄｔｏｅｌａｓｔｉｃｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎａｎｄ

ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌａｃｏｕｓｔｉｃＶＴＩｅｑｕａｔｉｏｎ；（２）ＴｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｐｕｒｅＰｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｃａｎｐｒｏｖｉｄｅｇｏｏｄ

ｋｉｎｅｍａｔｉｃａｎｄｄｙｎａｍｉｃａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｓｔｏｔｈｅｅｌａｓｔｉｃｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｆｏｒｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｍｅｄｉａｗｉｔｈ

ｗｅａｋｔｏｍｏｄｅｒａｔｅａｎｉｓｏｔｒｏｐｙａｎｄｉｓｍｏｒｅｅｆｆｉｃｉｅｎｔｔｈａｎｆｕｌｌｅｌａｓｔｉｃｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎ；（３）Ｔｈｅｈｙｂｒｉｄ

ＰＳ／ＦＤｓｃｈｅｍｅｏｎｒｅｇｕｌａｒｇｒｉｄｓｕｆｆｅｒｓｆｒｏｍｓｏｍｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｉｅｓｗｈｅｎｔｈｅａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ

ｐａｒａｍｅｔｅｒｉｓεｇｒｅａｔｅｒｔｈａｎδａｎｄｔｈｅｌｏｗｐａｓｓｆｉｌｔｅｒｉｎｇａｐｐｒｏａｃｈｄｏｉｍｐｒｏｖｅｔｈｅｓｔａｂｉｌｉｔｙ；（４）Ｔｈｅ

ｈｙｂｒｉｄＰＳ／ＦＤｓｃｈｅｍｅｏｎｓｔａｇｇｅｒｅｄｇｒｉｄｆｏｒｐｕｒｅＰｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｈａｓｂｅｔｔｅｒｓｔａｂｉｌｉｔｙｔｈａｎｔｈｅ

ｒｅｇｕｌａｒｇｒｉｄＰＳ／ＦＤｓｃｈｅｍｅ．Ｅｖｅｎｉｎｃｏｍｐｌｅｘｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｏｕｓｍｅｄｉａ，ｉｔｓｔｉｌｌｃａｎｐｒｏｖｉｄｅｓｔａｂｌｅａｎｄ

ａｃｃｕｒａｔｅｍｏｄｅｌｉｎｇｏｆＰｗａｖｅｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ．ＴｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｘａｍｐｌｅｓｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｔｈｅｈｙｂｒｉｄＰＳ／

ＦＤｓｃｈｅｍｅｉｓａｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅａｎｄｅｆｆｉｃｉｅｎｔｍｅｔｈｏｄｔｏｓｏｌｖｅｔｈｅｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｖｅｌｏｃｉｔｙｓｔｒｅｓｓｐｕｒｅＰｗａｖｅ

ｅｑｕａｔｉｏｎ．Ａｔｔｈｅｓａｍｅｔｉｍｅ，ｉｔｓｈｏｕｌｄｂｅｎｏｔｅｄｔｈａｔｔｈｅｓｔａｇｇｅｒｅｄｇｒｉｄｈｙｂｒｉｄＰＳ／ＦＤｓｃｈｅｍｅｉｓ

ｍｏｒｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｌｙｓｔａｂｌｅｔｈａｎｒｅｇｕｌａｒｇｒｉｄｈｙｂｒｉｄＰＳ／ＦＤｓｃｈｅｍｅ，ｈｏｗｅｖｅｒ，ｉｔｓｓｔａｂｉｌｉｔｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

ｓｔｉｌｌｉｓｓｔｒｉｃｔｅｒｔｈａｎｔｈａｔｏｆａｃｏｕｓｔｉｃｅｑｕａｔｉｏｎ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ＶＴＩｍｅｄｉａ；ＰｕｒｅＰｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎ；Ｓｔａｂｉｌｉｔｙｃｒｉｔｅｒｉｏｎｓ；Ｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｍｅｔｈｏｄ；

Ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌｍｅｔｈｏｄ
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１　引言

随着地震勘探技术的不断发展，地震各向异性

被证实普遍存在于地下介质中，特别是在沉积岩地

区．通常情况下各向异性是由定向排列的垂直裂缝

或周期性薄互层等因素引起的，该类各向异性可以

用横向各向同性介质（ＴＩ）模型来近似，包括具有垂

直对称轴（ＶＴＩ）和倾斜对称轴（ＴＴＩ）的横向各向同

性介质．近年来，随着计算机技术的快速发展和计算

能力的大幅提高，各向异性介质弹性波正演模拟和

逆时偏移愈来愈受到人们的重视．但是，由于介质各

向异性的复杂性，基于ＴＩ介质全波场正演模拟的

计算成本仍然很高．为降低计算成本，ＴＩ介质正演

模拟以及逆时偏移主要基于各向异性声学近似．

一般情况，这些方法可以分为两大类．一类是具

有人为横波干扰的耦合波动方程（Ａｌｋｈａｌｉｆａｈ，２０００；

Ｚｈｏｕｅｔａｌ．，２００６；Ｈｅｓｔｈｏｌｍ，２００９；Ｆｌｅｔｃｈｅｒｅｔ

ａｌ．，２００９；Ｆｏｗｌｅｒｅｔａｌ．，２０１０；Ｄｕｖｅｎｅｃｋ ａｎｄ

Ｂａｋｋｅｒ，２０１１；Ｚｈａｎｇｅｔａｌ．，２０１１），另一类是完全

没有横波干扰的纯Ｐ波方程（ＫｌｉéａｎｄＴｏｒｏ，２００１；

ＥｔｇｅｎａｎｄＢｒａｎｄｓｂｅｒｇＤａｈｌ，２００９；Ｌｉｕｅｔａｌ．，

２００９；Ｃｒａｗｌｅｙｅｔａｌ．，２０１０；Ｐｅｓｔａｎａｅｔａｌ．，２０１１；

Ｃｈｕｅｔａｌ．，２０１１，２０１３；Ｚｈａｎｅｔａｌ．，２０１１，２０１３；

黄翼坚等，２０１１）．第一类方法最早由 Ａｌｋｈａｌｉｆａｈ

（２０００）提出，由于横波速度对纵波的影响很小，可以

人为设定沿对称轴方向上的横波速度为零，由此得

到的声学近似方程可以很好地近似描述纵波．声学

近似是对各向异性介质波场传播的一种很有效的简

化，但是声学近似方程并不能完全去除横波，仍然会

残留菱形ＳＶ波（Ｇｒｅｃｈｋａｅｔａｌ．，２００４），并且在介

质各向异性参数ε＜δ的情况下会引起数值计算的

稳定性问题；另外，当ＴＴＩ介质中对称轴的倾斜角

度发生剧烈变化时，声学近似方程同样会出现数值

不稳定（李博等，２０１２）．由于以上问题，各向异性纯

Ｐ波方程逐渐受到众多学者的关注．但是，纯Ｐ波方

程存在一个分数形式的伪微分算子，直接采用高阶

有限差分法求解是十分困难的．伪谱法作为一种地

震数值模拟的常用方法（ＫｏｓｌｏｆｆａｎｄＢａｙｓａｌ，１９８２；

Ｒｅｓｈｅｆｅｔａｌ．，１９８８ａ，１９８８ｂ），可以很好地处理这

类具有复杂微分算子的方程．很多学者在伪谱法的

基础上提出了一些求解纯 Ｐ波方程的谱类方法

（Ｅｔｇｅｎａｎｄ ＢｒａｎｄｓｂｅｒｇＤａｈｌ，２００９；Ｃｒａｗｌｅｙｅｔ

ａｌ．，２０１０；Ｃｈｕｅｔａｌ．，２０１３）．伪谱法正演模拟过程

中需在每个时间迭代过程中进行多次傅里叶变换，

计算成本昂贵．为进一步提高效率，Ｚｈａｎ等（２０１３）

联合伪谱法和有限差分法求解二阶纯Ｐ波波动方

程，并提出了进一步提高效率的计算策略．

为了能够处理变速度、变密度等复杂介质，并结

合现有的高阶有限差分方法，本文推导了适用性更

广泛的纯Ｐ波方程的一阶速度应力方程形式．借鉴

Ｚｈａｎ等（２０１３）提高效率的计算策略，本文采用伪谱

法和高阶有限差分法联合进行一阶速度应力方程

的求解．

对于地震波场数值模拟来说，数值计算的稳定

性是一个重要问题．Ｖｉｒｉｅｕｘ（１９８６）给出了一阶速度

应力方程关于Ｐ波和ＳＶ波的稳定性条件，Ｌｅｖａｎｄｅｒ

（１９８８）、Ｍｏｃｚｏ等（２０００）、Ｃａｒｃｉｏｎｅ等（２００２）学者陆续

对弹性介质波动方程有限差分解法的稳定性进行了

探讨分析．董良国等（２０００）对一阶弹性波方程交错

网格高阶差分解法的稳定性进行了系统研究；牟永

光和裴正林（２００５）给出了弹性介质波动方程高阶差

分格式的稳定性条件．Ｆｕｒｕｍｕｒａ等（２００２）用并行有

限差分法与伪谱法混合方法模拟了我国台湾集集地

震的地面强震运动，但是并未对混合法的稳定性问

题做详细的讨论．由于复杂微分算子的存在，纯Ｐ

波波动方程的稳定性与常规波动方程的稳定性并不

是完全相同，常规各向异性方程的稳定性条件不再

适用．目前关于采用混合法求解纯Ｐ波方程的稳定

性问题的研究很少，为此本文针对纯Ｐ波一阶速度

应力方程的稳定性问题进行了重点讨论，分别分析

了中心规则网格和交错网格两种情况下混合法求解

此波动方程的稳定性条件．通过理论分析，我们发现

在ε＞δ的介质中若直接采用中心规则网格混合法

求解纯Ｐ波方程会引起严重的稳定性问题．针对此

问题，我们给出了一种简单有效的解决方法，并对相

应的数值正演结果进行了分析．

２　ＶＴＩ介质纯Ｐ波波动方程

首先从精确的ＶＴＩ介质ＰＳＶ相速度出发，二

维情况下可以表示为（Ｔｓｖａｎｋｉｎ，１９９６）

犞（θ）
２

犞
２

Ｐ０

＝１＋εｓｉｎ
２
θ－

犳
２

　±
犳
２

１＋
２εｓｉｎ

２
θ（ ）犳

２

－
８（ε－δ）ｓｉｎ

２
θｃｏｓ

２
θ

槡 犳
，（１）

其中，犳＝１－
犞
２

Ｓ０

犞
２

Ｐ０

，犞Ｐ０和犞Ｓ０分别是Ｐ波和ＳＶ波
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　４期 杜启振等：ＶＴＩ介质纯Ｐ波混合法正演模拟及稳定性分析

沿对称轴方向的相速度，θ是相角，ε和δ是各向异

性参数（Ｔｈｏｍｓｅｎ，１９８６），正号代表Ｐ波相速度，负

号代表ＳＶ波相速度．根据声学近似假设（Ａｌｋｈａｌｉｆａｈ，

２０００），令沿对称轴方向上的横波速度犞Ｓ０ ＝０，那么

犳＝１，因此上式可以简化为

犞（θ）
２

犞
２

Ｐ０

＝
１

２
＋εｓｉｎ

２
θ

　 ±
１

２
（１＋２εｓｉｎ

２
θ）

２
－８（ε－δ）ｓｉｎ

２
θｃｏｓ

２
槡 θ．（２）

取上式正号项，在弱各向异性条件下对式中的

根号项进行一阶泰勒近似，得到纯 Ｐ 波相速度

公式：

犞（θ）
２

犞
２

Ｐ０

＝１＋２εｓｉｎ
２
θ－
２（ε－δ）ｓｉｎ

２
θｃｏｓ

２
θ

１＋２εｓｉｎ
２
θ

．（３）

　　图１分别给出了ＶＴＩ介质弹性Ｐ波和纯Ｐ波

的相速度曲线，以及两者之间的相对误差剖面．其

中，图１ａ是各向异性参数为ε＝０．２，δ＝－０．１时的

相速度对比图；图１ｂ是各向异性参数为ε＝０．０５，

δ＝０．３时的相速度对比图；图１ｃ是各向异性参数

ε由０变化到０．４，δ由－０．２变化到０．４的弹性Ｐ

波和纯Ｐ波的相速度最大相对误差图．对于纵横波

速度比我们选取了常用的１．７３，纵波速度取犞＝

３５００ｍ·ｓ－１．图１ａ和１ｂ中，黑色点线指示的是弹

性Ｐ波速度曲线，灰色实线指示的是纯Ｐ波速度曲

线，从图中可以看到两者吻合得很好，误差非常小．

图１ｃ中的各向异性强度范围基本上处于弱各向异

性到中等各向异性之间，从中可以看到在弱各向异

性条件下（各向异性参数小于０．２）各向异性纯Ｐ波

方程的误差基本在１％以内，即使在中等各向异性

条件下误差也小于３％．图２更直观地展示了各向

异性 纯 Ｐ 方 程 近 似 精 度 与 各 向 异 性 参 数 η

（ＡｌｋｈａｌｉｆａｈａｎｄＴｓｖａｎｋｉｎ，１９９５）的关系，概括来

讲，各向异性纯Ｐ波方程在弱各向异性条件下具有

非常好的精度，在中等各向异性情况下精度有所下

降，但仍具有一定的适用性．

由关系式ｓｉｎθ＝
犞（θ）犽狓
ω

和ｃｏｓθ＝
犞（θ）犽狕
ω

，ω为

角频率，犽狓 和犽狕 为狓和狕方向上的视波数，可以得

到如下的频散公式：

ω
２

犞
２

Ｐ０

＝ （１＋２ε）犽
２

狓＋犽
２

狕－
２（ε－δ）犽

２

狓犽
２

狕

（１＋２ε）犽
２

狓＋犽
２

狕

，（４）

方程（４）即为ＶＴＩ介质纯Ｐ波频散公式，地震波传

播过程中没有虚假横波的干扰．附录中，我们给出了

声学近似方程和纯声波方程更加直观的联系．显然，

上式并不能直接采用有限差分法求解，其中一个方

法是通过引入辅助变量，将方程（４）转化为一个耦合

的二阶偏微分方程组进行求解，但是在每个时间迭

代过程中需要求解一个大型的线性方程组，计算效

率比较低（Ｃｈｕｅｔａｌ．，２０１１）；相对于求解线性方程

组的方法，伪谱法可以很好地处理类似方程（４）的具

有复杂微分算子的偏微分方程，并且具有很高的数

值精度．

将方程（４）进行傅里叶反变换到时间空间域，

有如下形式：

１

犞（狓）２

２
狆

狋
２ ＝ （１＋２ε）


２
狆

狓
２＋

２
狆

狕
２

－２（ε－δ）犉－
１［（ｉ犔狓狕）

２犉［狆］］， （５）

式中，犉［］和犉－１［］分别为傅里叶变换和傅里叶逆

图１　ＶＴＩ介质弹性Ｐ波和声学近似纯Ｐ波的相速度曲线，以及两者之间的相对误差剖面．

（ａ）各向异性参数ε＝０．２，δ＝－０．１；（ｂ）各向异性参数ε＝０．０５，δ＝０．３；（ｃ）最大相对误差剖面

图１ａ和１ｂ中黑色点线指示的是弹性Ｐ波速度曲线，灰色实线指示的是纯Ｐ波速度曲线

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｐｈａｓｅｖｅｌｏｃｉｔｙｂｅｔｗｅｅｎｅｌａｓｔｉｃｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎ（ｂｌａｃｋｄｏｔｔｅｄｌｉｎｅ）ａｎｄｐｕｒｅＰｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎ（ｇｒａｙｓｏｌｉｄ

ｌｉｎｅ）：（ａ）ａｎｉｓｏｔｒｏｐｙｐａｒａｍｅｔｅｒｓε＝０．２，δ＝－０．１；（ｂ）ａｎｉｓｏｔｒｏｐｙｐａｒａｍｅｔｅｒｓε＝０．０５，δ＝０．３；（ｃ）ｍａｘｉｍｕｍｒｅｌａｔｉｖｅ

ｅｒｒｏｒｆｏｒａｗｉｄｅｒａｎｇｅｏｆεａｎｄδ
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图２　各向异性纯Ｐ波方程精度与各向异性

参数η的关系图，其中η＝ （ε－δ）／（１＋２δ）

Ｆｉｇ．２　ＭａｘｉｍｕｍｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｏｆｐｕｒｅＰｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎ

ｖｅｒｓｕｓｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆη，ｗｈｅｒｅη＝ （ε－δ）／（１＋２δ）

变换，犔狓狕 ＝
犽
２

狓犽
２

狕

（１＋２ε）犽
２

狓＋犽
２槡 狕

，ｉ是虚数单位，本文

通过引入一个辅助项ψ，将方程（５）改写为如下的纯

Ｐ波一阶速度应力方程：

　　

１

ρ（狓）
１

犞（狓）２
狆
狋
＝－［（１＋２ε）狌

狓
＋
狑

狕

　－２（ε－δ）犉－
１［ｉ犔狓狕犉［ψ］］］，

狌

狋
＝－

１

ρ（狓）
狆
狓
，

狑

狋
＝－

１

ρ（狓）
狆
狕
，

ψ
狋
＝－

１

ρ（狓）
犉－１［ｉ犔狓狕犉［狆］］

烅

烄

烆
．

（６）

其中狆是应力场，狌和狑 分别为狓和狕方向质点速

度，ψ为辅助项，犞（狓）是地震波沿狕方向传播速度，

ρ（狓）是介质密度．一阶速度应力波动方程的主要

优点是对于非均匀介质无须对密度和波速进行平滑

（Ｖｉｒｉｅｕｘ，１９８４）．当各向异性参数为零时，上式退

化为声波方程．与 ＶＴＩ介质弹性波方程相比，纯Ｐ

波方程形式更简洁，各向异性的物理意义更为直观，

无横波干扰．为了提高计算效率，我们联合伪谱法和

高阶有限差分法求解（６）式，即傅里叶变换部分采用

伪谱法求解，空间导数部分采用高阶有限差分法求

解．在数值模拟的过程中由于没有横波，可以取较大

的空间步长．

３　稳定性分析

对于地震波场数值模拟来说，数值计算的稳定

性是一个重要问题．差分算法离散求解波动方程，其

参数的设置对最终的模拟结果有直接的影响，若参

数选择不当会导致计算溢出而终止．由于伪微分算

子的存在，方程（６）的稳定性与常规波动方程的数值

求解的稳定性是不完全相同的，本节主要针对伪谱

法和高阶有限差分联合求解方程（６）的稳定性问题

进行分析讨论．

方程（６）是具有如下形式的一阶双曲型波动方程：

犙
狋
＝犃犙． （７）

式中，犙 ＝ （狆，狌，狑，ψ）
Ｔ，记 犓狓 ＝ （１＋２ε）ρ犞

２，

犓狕 ＝ρ犞
２，犓犿 ＝－２（ε－δ）ρ犞

２，犔狓 ＝

狓
，犔狕＝


狕
，

犔犿 ＝犉
－１［ｉ犔狓狕犉［］］，那么微分算子犃为

犃＝－
１

ρ

０ ρ犓狓犔狓 ρ犓狕犔狕 ρ犓犿犔犿

犔狓 ０ ０ ０

犔狕 ０ ０ ０

犔ｍ

熿

燀

燄

燅０ ０ ０

，（８）

对（７）式两边进行时间求导，可得


２
犙

狋
２ ＝犃

２
犙， （９）

式中

犃２ ＝
１

ρ

犓狓犔
２

狓＋犓狕犔
２

狕＋犓犿犔
２

犿 ０ ０ ０

０ 犓狓犔
２

狓 犓狕犔狓犔狕 犓犿犔狓犔犿

０ 犓狓犔狓犔狕 犓狕犔
２
狕 犓犿犔狕犔犿

０ 犓狓犔狓犔犿 犓狕犔犿犔狕 犓犿犔
２

熿

燀

燄

燅犿

．

将方程（９）时间导数项采用二阶中心差分代替，并对时间和空间进行傅里叶变换，可得

４

Δ狋
２ｓｉｎ

２ ωΔ狋（ ）２
犐－珟犃［ ］２ 珟犙＝０， （１０）

式中珟犙＝犙（狋，狓，狕）ｅ
－ｊ（狑狋＋犽狓狓＋犽狕狕

）
ｄ狋ｄ狓ｄ狕，犐表示单位矩阵，珟犃２ 如下式所示：
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珟犃２ ＝
１

ρ

犓狓珟犔
２

狓＋犓狕珟犔
２

狕＋犓犿珟犔
２

犿 ０ ０ ０

０ 犓狓珟犔
２

狓 犓狕
珟犔狓珟犔狕 犓犿珟犔狓珟犔犿

０ 犓狓珟犔狓珟犔狕 犓狕
珟犔
２

狕 犓犿珟犔狕珟犔犿

０ 犓狓珟犔狓珟犔犿 犓狕
珟犔狕珟犔犿 犓犿珟犔

２

熿

燀

燄

燅犿

，

其中，珟犔狓 ＝犽狓，珟犔狕 ＝犽狕，珟犔犿 ＝犔狓狕．

由于方程
２
犙

狋
２ ＝犃

２
犙为双曲型方程组，因此必然存在一个非奇异矩阵珘犛使得珟犃

２
＝犛

－１
Λ犛成立，其中Λ

是由矩阵珟犃２ 的特征值λ犻构成的正对角矩阵（董良国等，２０００），于是有

犛－１
４

Δ狋
２ｓｉｎ

２ ωΔ狋（ ）２
犐－［ ］Λ犛珟犙 ＝０． （１１）

令犌＝犛
－１犜犛＝犛

－１ ４

Δ狋
２ｓｉｎ

２ ωΔ狋（ ）２
犐－［ ］Λ犛，显然矩阵犌和矩阵犜相似，那么有ｄｅｔ（犌）＝ｄｅｔ（犜）．要使（１１）

式有非零解，其系数矩阵行列式必须为零，那么有

４

Δ狋
２ｓｉｎ

２ ωΔ狋（ ）２
－λ犻 ＝０， （１２）

由于０≤ｓｉｎ
２ ωΔ狋（ ）２

≤１，所以

０≤
Δ狋
２

４
λ犻≤１． （１３）

通过计算得λ１＝λ２＝
１

ρ
犓狓犽

２

狓＋犓狕犽
２

狕＋犓犿犔
２（ ）狓狕 ，λ３＝λ４＝０，那么有０≤

Δ狋
２

４

１

ρ
犓狓犽

２

狓＋犓狕犽
２

狕＋犓犿犔
２（ ）狓狕 ≤１．

当且仅当式（１３）中的两个不等式同时满足，数值解法才是稳定的．我们首先考察Δ
狋２

４
λｉ≤１，由于犓ｍ 的

符号不确定，我们取犓ｍ 的绝对值，那么有

　
Δ狋
２

４
λｉ＝

Δ狋
２

４

１

ρ
（犓狓犽

２

狓＋犓狕犽
２

狕＋犓犿犔
２

狓狕
）≤

Δ狋
２

４

１

ρ
犓狓（犽

２

狓
）ｍａｘ＋犓狕（犽

２

狕
）ｍａｘ＋ 犓犿 （犔

２

狓狕
）［ ］ｍａｘ

≤１． （１４）

对于中心规则网格有限差分格式，采用泰勒展开式，函数狌（狓）的一阶导数的２犔阶差分近似可以表示为

犔狓狌≈
１

Δ狓∑
犔

犾＝１

犮犾［狌（狓＋犾Δ狓）－狌（狓－犾Δ狓）］， （１５）

其中，犮犾（犾＝１，２，…，犔）为中心规则网格有限差 分系 数．将 差 分 近 似 变 换 到 波 数 域，有犻犽狓 ＝

２犻

Δ狓∑
犔

犾＝１

犮犾ｓｉｎ（犾Δ狓犽狓），犻犽狕＝
２犻

Δ狕∑
犔

犾＝１

犮犾ｓｉｎ（犾Δ狕犽狕），那么有犽
ｍａｘ

狓 ＝
２

Δ狓∑
犔

犾＝１

犮犾 ，犽
ｍａｘ

狕 ＝
２

Δ狕∑
犔

犾＝１

犮犾 ．分数形式的算

子犔狓狕 ＝
犽
２

狓犽
２

狓

（１＋２ε）犽
２

狓＋犽
２槡 狓

采用伪谱法求解，空间离散化后，取到最大的空间波数———Ｎｙｑｕｉｓｔ波数时，有

犽
ｍａｘ

狓 ＝
π

Δ狓
和犽

ｍａｘ

狕 ＝
π

Δ狕
，进而可以得到犔

ｍａｘ

狓狕 ＝
π
２

Δ狓Δ狕／ （１＋２ε）
π

Δ（ ）狓
２

＋
π

Δ（ ）狕［ ］槡
２

，则

Δ狋
２犞２

４
［（１＋２ε） ２

Δ狓∑
犔

犾＝１

犮（ ）犾

２

＋
２

Δ狕∑
犔

犾＝１

犮（ ）犾

２

＋
２ε－δπ

２

（１＋２ε）Δ狕
２
＋Δ狓（ ）２ ］≤１． （１６）

当Δ狓＝Δ狕＝Δ犺时，有

Δ狋犞

Δ犺
２（１＋ε）∑

犔

犾＝１

犮［ ］犾

２

＋
ε－δ
（１＋ε）

π
２

槡 ４
≤１． （１７）

对于交错网格有限差分法有

犔狓狌≈
１

Δ狓∑
犔

犾＝１

犪犾［狌（狓＋（２犾－１）２
Δ狓）－狌（狓－（２犾－１）

２
Δ狓）］， （１８）

其中犪犾（犾＝１，２，３，…，犔）为交错网格有限差分系数．交错网格中参数的定义方式有很多种，图３为本文交错
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网格的定义方式，整网格用实线表示，半网格用虚线表示．应力场狆，辅助变量ψ，各向异性参数ε和δ，地震

波速度犞 定义在整网格点处，质点震动速度和密度定义在半网格点处．

由于与中心规则网格情况讨论类似，这里直接给出结果：

Δ狋
２犞２

４ ［（１＋２ε） ２Δ狓∑
犔

犾＝１

犪（ ）犾

２

＋
２

Δ狕∑
犔

犾＝１

犪（ ）犾

２

＋
２ε－δπ

２

（１＋２ε）Δ狕
２
＋Δ狓（ ）２ ］≤１． （１９）

当Δ狓＝Δ狕＝Δ犺时，有

Δ狋犞

Δ犺
２（１＋ε）∑

犔

犾＝１

犪［ ］犾

２

＋
ε－δ
（１＋ε）

π
２

槡 ４
≤１． （２０）

接下来，对０≤
Δ狋
２

４
λ犻这一约束条件进行分析．由前面的讨论可知

０≤
Δ狋
２

４

１

ρ
（犓狓犽

２

狓＋犓狕犽
２

狕＋犓犿犔
２

狓狕
）． （２１）

　　若犓犿≥０，则该约束条件无条件成立；若犓犿＜０，该约束条件未必一定成立．因此下文只针对犓犿＜０这种情

况进行分析．记

φ（犽狓，犽狕）＝
Δ狋
２

４

１

ρ
（犓狓犽

２

狓＋犓狕犽
２

狕＋犓犿犔
２

狓狕
）， （２２）

对于中心规则网格有限差分格式，有

φ（犽狓，犽狕）＝
Δ狋
２

４

１

ρ
（犓狓犽

２

狓＋犓狕犽
２

狕＋犓犿犔
２

狓狕
）

＝
Δ狋
２犞２

４ ［（１＋２ε） ２Δ狓∑
犔

犾＝１

犮犾ｓｉｎ（犾Δ狓犽狓（ ））
２

＋
２

Δ狕∑
犔

犾＝１

犮犾ｓｉｎ（犾Δ狕犽狕（ ））
２

－
２（ε－δ）犽

２

狓犽
２

狓

（１＋２ε）犽
２

狓＋犽
２

狓
］． （２３）

对于交错网格有限差分格式，有

φ（犽狓，犽狕）＝
Δ狋
２

４

１

ρ
（犓狓犽

２

狓＋犓狕犽
２

狕＋犓犿犔
２

狓狕
）

＝
Δ狋
２犞２

４ ｛（１＋２ε）２Δ狓∑
犔

犾＝１

犪犾ｓｉｎ
Δ狓
２
（２犾－１）犽（ ）［ ］狓

２

＋
２

Δ狕∑
犔

犾＝１

犪犾ｓｉｎ
Δ狕
２
（２犾－１）犽（ ）［ ］狕

２

－
２（ε－δ）犽

２

狓犽
２

狓

（１＋２ε）犽
２
狓＋犽

２
狓
｝．

（２４）

图３　交错网格划分示意图

Ｆｉｇ．３　Ｓｔａｇｇｅｒｅｄｇｒｉｄｇｅｏｍｅｔｒｉｅｓ

　　直接对（２３）式和（２４）式进行讨论是很困难的，

因此我们首先对两种差分格式的频散关系进行了分

析．图４所示为不同阶数的差分算子在波数域的频

散曲线，图４ａ为中心规则网格有限差分算子对精确

微分算子的逼近，图４ｂ为交错网格有限差分格式，

横坐标是归一化波数，最大值为Ｎｙｑｕｉｓｔ波数．图５

是φ（犽狓，犽狕）在差分阶数为２阶，各向异性参数ε＝

０．３、δ＝－０．１的特定介质下的数值模拟图，图５ａ

是采用中心规则网格有限差分计算出的数值解，图

５ｂ是交错网格有限差分格式．从图４ａ可以发现对

于中心规则网格有限差分格式，不论取多少阶近似，

在靠近Ｎｙｑｕｉｓｔ波数的区域，差分算子响应都接近

为０．同时，又由于犔狓狕＞０，而犓犿 ＜０，因此当狓和

狕方向同时取到Ｎｙｑｕｉｓｔ频率时，有φ（犽狓，犽狕）＜０，如图

５ａ所示，其中四个边角处的值均出现了小于零的情

况．在计算过程中这部分高波数区域会引起计算溢

出导致波场值呈指数增长，计算终止．因此在ε＞δ

的情况下不论取多少阶近似，直接联合伪谱法和中

心规则网格有限差分法求解方程（６）都无法满足稳

定性条件，在正演模拟过程中将出现严重的稳定性

问题．

对于交错网格有限差分格式，从图４ｂ可以看

出，当差分阶数提高时差分算子单调递增地逼近微

分算子，即对２犔阶交错网格有限差分，有

φ１（犽狓，犽狕）≤φ２（犽狓，犽狕）≤ … ≤φ犔（犽狓，犽狕），（２５）
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图４　有限差分算子频散曲线

Ｆｉｇ．４　Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｃｕｒｖｅｓｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ（ＦＤ）ｓｃｈｅｍｅｓｔｏａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ

图５　φ（犽狓，犽狕）的数值模拟 （ε＝０．３，δ＝－０．１，犔＝１）

Ｆｉｇ．５　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆφ（犽狓，犽狕）ｗｉｔｈε＝０．３，δ＝－０．１，犔＝１

因此我们只需考察犔＝１的情况即可．当犔＝１时，

犪１ ＝１，方程（２４）可以写为

φ１（犽狓，犽狕）＝
Δ狋
２

４

１

ρ
（犓狓犽

２

狓＋犓狕犽
２

狕＋犓ｍ犔
２

狓狕
）

＝
Δ狋
２犞２

４ ｛（１＋２ε）［２Δ狓ｓｉｎ Δ狓２犽（ ）狓 ］
２

＋［２
Δ狕
ｓｉｎ
Δ狕
２
犽（ ）狕 ］

２

－
２（ε－δ）犽

２

狓犽
２

狓

（１＋２ε）犽
２
狓＋犽

２
狓
｝，
（２６）

其数值解如图５ｂ所示，其中并没有出现小于零的区

域．虽然该数值解是在特定的介质参数下求取的，但

是仍能说明联合伪谱法和交错网格有限差分法求解

方程（６）有可能是稳定的．当然，这种稳定并不是无

条件的，下面我们给出严格的分析．

空间离散化后，取到最大的空间波数———Ｎｙｑｕｉｓｔ

波数时，犽
ｍａｘ

狓 ＝
π

Δ狓
，犽
ｍａｘ

狕 ＝
π

Δ狕
，方程（２６）可以写成

　　φ（犽狓，犽狕）＝
Δ狋
２

４

１

ρ
（犓狓犽

２

狓＋犓狕犽
２

狕＋犓ｍ犔
２

狓狕
）

＝Δ狋
２犞２［（１＋２ε）１

Δ狓
２＋

１

Δ狕
２

－
１

２

（ε－δ）π
２

（１＋２ε）Δ狕
２
＋Δ狓

２］． （２７）

方程（２７）给出了一个与时间迭代步长和介质速度无

关，只与介质参数和空间采样间隔有关的稳定性条件：

（１＋２ε）
１

Δ狓
２＋

１

Δ狕
２ ≥

１

２

（ε－δ）π
２

（１＋２ε）Δ狕
２
＋Δ狓

２
， （２８）

当Δ狓＝Δ狕时，上式与空间采样间隔无关，可进一

步化简为

（ε－δ）
（１＋ε）

２ ≤
８

π
２
， （２９）

不等式（２８）实际上限定了采用混合法求解方程（６）

所能适用的各向异性强度范围．实际地震勘探中介

质一般为弱各向异性，因此上式给出的稳定性条件

是可以满足的．另外，提高差分阶数在一定程度上是

可以提高稳定性的，但是效果不是很明显．Ａｌｋｈａｌｉｆａｈ

（２０００）给出的声学近似方程要求ε≥δ，这显然要比

不等式（２９）要求更严格．在沉积岩层中，各向异性参

数ε＜δ的情况也是普遍存在的（Ｔｈｏｍｓｅｎ，１９８６），

此时Ａｌｋｈａｌｉｆａｈ（２０００）给出的声学近似方程不再适

用，而本文的纯Ｐ波方程却是稳定的．由此可见，纯
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Ｐ波方程降低了对介质各向异性的要求，扩大了各

向异性声学近似的适用范围．

综上讨论，直接联合伪谱法和中心规则网格有

限差分法求解一阶各向异性纯Ｐ波方程会引起较

为严重的稳定性问题，但是联合伪谱法和交错网格

有限差分却可以得到相对较好的稳定性，其稳定性

条件由不等式（１９）和不等式（２８）共同给出．事实上，

与ＶＴＩ介质弹性波方程相比较，采用混合法求解纯

Ｐ波方程的稳定性条件是更为严格的，其中主要的

原因在于分数形式的伪微分算子的存在．但是，纯Ｐ

方程要比ＶＴＩ介质弹性波方程更简洁，各向异性的

物理意义更为直观，无横波干扰．

４　提高稳定性的方法

针对直接联合伪谱法和中心规则网格有限差分

法求解一阶各向异性纯Ｐ波方程所出现的问题，我

们给出了一种解决方案．从图５ａ可以看出不等式

（２１）不满足的区域主要是在高波数区域，那么我们

可以通过对高波数区域进行加权衰减来改善稳定

性．在实际的计算中，波数的取值范围是从负

Ｎｙｑｕｉｓｔ波数到正 Ｎｙｑｕｉｓｔ波数，Ｎｙｑｕｉｓｔ波数的大

小由空间步长和网格点数通过采样定理来确定．地

震信号为带限信号，地震波场中有效信号的绝大部

分能量都集中在主频附近的一个窄的频带范围内，

这个有效的频带范围仅是正、负Ｎｙｑｕｉｓｔ频率之间

很小的一个区间，在这个区间内波场延拓算子的精

度决定了波场延拓过程的计算精度．所以对高波数

区域可以进行加权处理．值得注意的是，任何带通滤

波都会不可避免地产生截断效应，带来一定的噪音

污染．这里我们对谱算子犔狓狕 进行窗函数约束．方程

（６）可以改写为

　　

１

ρ（狓）
１

犞（狓）２
狆
狋
＝－［（１＋２ε）狌

狓
＋
狑

狕

　－２（ε－δ）犉－
１［犇［ｉ犔狓狕］犉［ψ］］］，

狌

狋
＝－

１

ρ（狓）
狆
狓
，

狑

狋
＝－

１

ρ（狓）
狆
狕
，

ψ
狋
＝－

１

ρ（狓）
犉－１［犇［ｉ犔狓狕］犉［狆］］

烅

烄

烆
．

（３０）

其中，犇［］表示加权约束．

本文利用有限差分法和犣变换构造波数域窗

函数（ＹａｎａｎｄＳａｖａ，２００９）．我们以二阶中心差分格

式为例，说明窗函数的构造方法，对于二阶中心差分

格式有如下的犣变换形式：

犇２（犣）＝－
１

２
（犣１－犣－

１）． （３１）

将上式变换到波数域，有

犇２（犽）＝－
１

２
（ｅｉ犽－ｅ－

ｉ犽）， （３２）

根据上式我们可以定义窗函数

犠２ ＝
ｓｉｎ（犽）

犽
， （３３）

其中，犽是归一化波数．其他阶数的窗函数可同样构

造，这里列举了４阶、６阶和８阶的窗函数公式：

　

犠４ ＝－
４ｓｉｎ（犽）

３犽
＋
ｓｉｎ（２犽）

６犽
，

犠６ ＝－
３ｓｉｎ（犽）

２犽
＋
３ｓｉｎ（２犽）

１０犽
－
ｓｉｎ（３犽）

３０犽
，

犠８ ＝－
８ｓｉｎ（犽）

５犽
＋
２ｓｉｎ（２犽）

５犽
－
８ｓｉｎ（３犽）

１０５犽

＋
ｓｉｎ（４犽）

１４０犽
．

（３４）

图６所示为作用在谱算子犔狓狕 的不同阶数的滤

波函数．利用有限差分和犣变换构造窗函数的优点

在于其灵活性，即可以根据不同的介质各项异性参

数来选择不同阶数的窗函数，当狘ε－δ狘的值较大时

选用较低阶的窗函数，反之选用高阶窗函数，尽量保

存高波数区域的信息．

图６　滤波函数

Ｆｉｇ．６　Ｆｉｌｔｅｒｆｕｎｃｔｉｏｎ

５　数值模拟

为了验证理论分析的正确性以及对比分析各向

异性纯Ｐ波方程的精度、计算量以及内存需求等问
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题，我们进行了三组数值模拟测试，前两组数值模拟

测例为简单均匀介质，第三组为强变密度、变速度复

杂介质．在进行数值模拟的过程中，可以通过下面的

处理降低计算成本，方程中的辅助变量ψ可以重新

被定义为ψ
狋
＝－

狆

ρ（狓）
，相应地 １

ρ（狓）
１

犞（狓）２
狆
狋
＝

－ （１＋２ε）
狌

狓
＋
狑

狕
－２（ε－δ）犉－

１［（ｉ犔狓狕）
２犉［ψ［ ］］］，

其他定义不变．如此便可将原来的４个傅里叶变换

减少为２个，通过简单的推导可以发现改进后的波

动方程与未改进的方程具有相同的稳定性条件，附

录Ｂ给出了说明．

首先，在各向异性参数为ε＝０．２，δ＝－０．０５

和ε＝０．０５，δ＝０．２的均匀介质中进行数值模拟，

同时与各向异性介质弹性波方程和 Ｄｕｖｅｎｅｃｋ等

（２００８）提出的各向异性拟声波方程进行对比．在数

值模拟时，时间采用２阶有限差分格式，空间采用

１０阶有限差分格式，边界条件采用完全匹配层

（ＰＭＬ）边界条件（Ｂｅｒｅｎｇｅｒ，１９９４）．模型计算区域

大小为３５０×４００的四边形区域，网格间距为Δ狓＝

Δ狕＝１０ｍ，沿垂直对称轴速度犞＝３０００ｍ·ｓ
－１，时

间步长ｄ狋＝０．００１ｓ．震源子波采用雷克子波，子波

中心频率犳ｍ＝２５Ｈｚ，震源置于模型中间．图７是第

一组ＶＴＩ介质（ε＝０．２，δ＝－０．０５）中弹性波场垂

直分量波场快照（图７ａ）、各向异性拟声波垂直分量

波场快照（图７ｂ）和各向异性纯Ｐ波（图７ｃ、ｄ和ｅ）

垂直分量波场快照，其中，图７ｃ采用了规则网格有

限差分混合法，图７ｄ对规则网格混合法中的伪微分

算子进行了８阶窗函数约束，图７ｅ采用了交错网格

有限差分混合法．从图７可以看出：（１）相对于弹性

波方程和各向异性声学近似方程，各向异性纯Ｐ波

方程完全无ＳＶ波干扰；（２）在ε＞δ的 ＶＴＩ介质

中，直接联合伪谱法和规则网格有限差分法求解一

阶各向异性纯Ｐ波方程会引起较为严重的稳定性

问题，波场呈指数增长，计算溢出，对伪微分算子进

行加窗约束后稳定性得到明显改善；（３）交错网格有

限差分混合法对一阶各向异性纯Ｐ波方程具有较

好的稳定性．图８是第二组ＶＴＩ介质（ε＝０．０５，δ＝

０．２）中弹性波场（图８ａ）和各向异性纯Ｐ波（图８ｂ

和ｃ）的垂直分量波场快照，其中，图８ｂ采用了规则

网格有限差分混合法，图８ｃ采用了交错网格有限差

分混合法．在ε＜δ的ＶＴＩ介质中，由于不满足ＶＴＩ

介质拟声波方程的稳定性条件，是无法进行数值模

图７　各向异性ＶＴＩ介质（ε＝０．２，δ＝－０．０５）波场快照：

（ａ）弹性波场垂直分量；（ｂ）各向异性声学近似方程模拟波场；（ｃ）规则网格混合法求解纯Ｐ波方程波场；

（ｅ）伪谱算子滤波后规则网格混合法求解纯Ｐ波方程波场；（ｄ）交错网格混合法求解纯Ｐ波方程波场

Ｆｉｇ．７　ＷａｖｅｆｉｅｌｄｓｎａｐｓｈｏｔｓｉｎａＶＴＩｍｅｄｉｕｍｗｉｔｈε＝０．２，δ＝－０．０５：（ａ）Ｖｅｒｔｉｃａｌｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓｙｎｔｈｅｓｉｚｅｄｂｙｅｌａｓｔｉｃｗａｖｅ

ｅｑｕａｔｉｏｎ；（ｂ）Ｗａｖｅｆｉｅｌｄｓｙｎｔｈｅｓｉｚｅｄｂｙａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃａｃｏｕｓｔｉｃｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎ；（ｃ）ＷａｖｅｆｉｅｌｄｓｙｎｔｈｅｓｉｚｅｄｂｙｐｕｒｅＰｗａｖｅ

ｅｑｕａｔｉｏｎｕｓｉｎｇｈｙｂｒｉｄＰＳ／ＣＦＤｓｃｈｅｍｅ；（ｄ）Ａｓｆｏｒ（ｃ），ｅｘｃｅｐｔｆｉｌｔｅｒｉｎｇｔｈｅｐｓｅｕｄｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｏｐｅｒａｔｏｒ；（ｄ）Ａｓｆｏｒ（ｃ），

ｅｘｃｅｐｔｕｓｉｎｇｈｙｂｒｉｄＰＳ／ＳＧＦＤｓｃｈｅｍｅ
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图８　各向异性ＶＴＩ介质（ε＝０．０５，δ＝０．２）波场快照：

（ａ）弹性波场垂直分量；（ｂ）规则网格混合法求解纯Ｐ波方程波场；（ｃ）交错网格混合法求解纯Ｐ波方程波场

Ｆｉｇ．８　ＷａｖｅｆｉｅｌｄｍｏｄｅｌｉｎｇｉｎａＶＴＩｍｅｄｉｕｍｗｉｔｈε＝０．０５，δ＝０．２：（ａ）Ｖｅｒｔｉｃａｌｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓｙｎｔｈｅｓｉｚｅｄｂｙｅｌａｓｔｉｃ

ｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎ；（ｂ）ＷａｖｅｆｉｅｌｄｓｙｎｔｈｅｓｉｚｅｄｂｙｐｕｒｅＰｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｕｓｉｎｇｈｙｂｒｉｄＰＳ／ＣＦＤｓｃｈｅｍｅ；（ｃ）Ａｓｆｏｒ（ｂ），

ｅｘｃｅｐｔｕｓｉｎｇｈｙｂｒｉｄＰＳ／ＳＧＦＤｓｃｈｅｍｅ

拟的（Ａｌｋｈａｌｉｆａｈ，２０００），而纯Ｐ波波动方程可以得

到稳定的数值模拟结果，如图８ｂ和图８ｃ所示，这与

前面的理论分析是一致的，即在ε＜δ的介质中规则

网格有限差分混合法和交错网格有限差分混合法对

一阶各向异性纯Ｐ波方程都具有较好的稳定性．概

括来说，交错网格有限差分混合法对一阶各向异性

纯Ｐ波方程具有较好的稳定性，而规则网格有限差

分混合法会出现数值稳定性问题，需要对伪微分算

子进行窗函数约束．

图９是前两组ＶＴＩ介质中弹性波和纯Ｐ波的

波形对比图，其中黑色实线是弹性波，灰色虚线是纯

Ｐ波．从图中可以看出，除了没有ＳＶ波之外，ＶＴＩ

介质纯Ｐ波方程与弹性波方程模拟波场的波形振

幅与传播规律十分吻合，在小偏移距内两者几乎完

全相同，这说明纯Ｐ波方程对均匀介质中Ｐ波的运

动学和动力学特征的描述是比较准确的．然而，值得

注意的是，纯Ｐ波方程是不存在能量转换的，因而

纯Ｐ波方程是无法处理非均匀介质分界面处转换

波的问题，如何保证其动力性特征还需要进一步地

深入探索研究．

为了验证本文纯Ｐ波一阶应力速度方程对复

杂介质的适用性及长时间数值正演中的稳定性，我

们采用变密度 ＨｅｓｓＶＴＩ模型进行正演模拟测试．

图１０所示为 ＨｅｓｓＶＴＩ模型（部分）．我们对该模型

进行了重采样，模型计算区域大小为７５０×１２００，网

格间距为Δ狓＝Δ狕＝１２．５ｍ，时间步长ｄ狋＝０．００１ｓ．

震源子波中心频率犳ｍ＝２５Ｈｚ，震源位于（５０，６５０）

处．图１１ａ所示为各向异性弹性波方程单炮垂直分

量波场快照；图１１ｂ是交错网格混合法模拟的各向

异性纯Ｐ波垂直分量波场快照，图１２是与之对应的

总时间为６ｓ的共炮点道集．从波场快照和地震记录

可以看出，对于复杂介质各向异性纯Ｐ波方程仍旧

可以得到比较稳定的模拟结果，强速度分界面处的

传播也十分稳定，并且相对于弹性波，纯Ｐ波波场更

加清晰，频散误差更小．这对于以垂直分量为主的常规

单分量地震资料偏移成像是非常有利的．

为了对比各向异性纯Ｐ波的计算量和内存需

求，针对 Ｈｅｓｓ模型（部分）我们还进行了各向异性

拟声波方程的数值测试．由于模型大小、边界条件的

选取、算法的优化、有限差分的阶数以及计算机硬件

设备均会影响到计算效率，因此我们除了采用的方

程不同之外，其他参数设置完全相同，计算设备为４

核Ｉｎｔｅｌ? ＣｏｒｅＴＭｉ５处理器，观测时间为６０００个步

长．表１给出了三种不同波动方程单炮平均耗时和

内存消耗．纯Ｐ方程同各向异性拟声波方程在计算

区域需要４个变量，弹性波方程需要５个变量，边界

区域由于采用分裂ＰＭＬ边界，弹性波方程比纯Ｐ

波方程和拟声波方程会消耗更多的内存．从测试结

果可以看出，各向异性纯Ｐ波方程的计算效率比各

向异性声学近似方程要低一些，但相比全弹性波方程，

计算效率明显得到提高．实际上，相比弹性波方程和各

向异性声学近似方程，各向异性纯Ｐ波方程的计算优

势在于没有横波频散限制，可以取到更大的空间步长，

以此减少计算量，提高计算效率，降低内存需求．

表１　三种不同波动方程的单炮平均耗时和内存消耗

犜犪犫犾犲１　犜犺犲犪狏犲狉犪犵犲狋犻犿犲犮狅狊狋狊犪狀犱犿犲犿狅狉狔狉犲狇狌犻狉犲犿犲狀狋狊

狅犳狋犺狉犲犲犱犻犳犳犲狉犲狀狋犲狇狌犪狋犻狅狀狊

计算时间 内存消耗

（ｍｉｎ） （％） （ＭＢ） （％）

弹性波方程 ２７．４５ １００ ３６．０７ １００

拟声波方程 １６．１３ ５８．７６ ２９．８７ ８２．８１

纯Ｐ波方程 １７．０２ ６２．００ ２９．５７ ８１．９８
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图９　弹性波（黑色实线）和纯Ｐ波（灰色虚线）波形对比图

Ｆｉｇ．９　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｅｌａｓｔｉｃ（ｓｏｌｉｄｂｌａｃｋｌｉｎｅ）ａｎｄｐｕｒｅＰｗａｖｅ（ｄａｓｈｅｄｇｒａｙｌｉｎｅ）ｓｅｉｓｍｏｇｒａｍｓ

图１０　ＶＴＩＨｅｓｓ模型

Ｆｉｇ．１０　ＶＴＩＨｅｓｓｍｏｄｅｌ

６　结论

基于 ＶＴＩ介质，推导出了纯Ｐ波一阶速度应

力方程，分析了ＶＴＩ介质纯Ｐ波方程在运动学和动

力学上的近似精度．在数值模拟的过程中采用伪谱

法和高阶有限差分法联合求解该波动方程，重点讨

论了中心规则网格和交错网格两种差分格式下混合

法的稳定性条件，给出了其适用的各向异性强度范

围．纯Ｐ波方程降低了对介质各向异性的要求，扩

大了各向异性声学近似的适用范围，在介质各向异

性参数ε＜δ的情况下仍然具有很好的稳定性．

针对中心规则网格稳定性问题，本文给出了一

种解决方案，通过对谱算子进行窗函数约束来提高

１０３１



地 球 物 理 学 报（ＣｈｉｎｅｓｅＪ．Ｇｅｏｐｈｙｓ．） ５８卷　

图１１　Ｈｅｓｓ模型不同方程正演模拟波场快照：

（ａ）ＶＴＩ介质弹性波方程正演结果；（ｂ）ＶＴＩ介质纯Ｐ波方程正演结果

Ｆｉｇ．１１　ＷａｖｅｆｉｅｌｄｓｎａｐｓｈｏｔｓｏｆｖｅｒｔｉｃａｌｃｏｍｐｏｎｅｎｔｆｏｒＨｅｓｓＭｏｄｅｌｓｙｎｔｈｅｓｉｚｅｄｂｙ（ａ）ｅｌａｓｔｉｃｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎ

ａｎｄ（ｂ）ｐｕｒｅＰｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｕｓｉｎｇｈｙｂｒｉｄＰＳ／ＳＧＦＤｓｃｈｅｍｅ

图１２　Ｈｅｓｓ模型不同方程正演模拟地震记录：

（ａ）ＶＴＩ介质弹性波方程正演结果；（ｂ）ＶＴＩ介质纯Ｐ波方程正演结果；（ｃ）和（ｄ）分别是（ａ）和（ｂ）的矩形区域标出的部分

Ｆｉｇ．１２　ＳｈｏｔｇａｔｈｅｒｓｇｅｎｅｒａｔｅｄｆｏｒｍＨｅｓｓｍｏｄｅｌ：（ａ）Ｓｅｉｓｍｉｃｐｒｏｆｉｌｅｗｉｔｈｅｌａｓｔｉｃｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎ；（ｂ）Ｓｅｉｓｍｉｃｐｒｏｆｉｌｅｗｉｔｈｐｕｒｅ

ＰｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｂｙｕｓｉｎｇｈｙｂｒｉｄＰＳ／ＳＧＦＤｓｃｈｅｍｅ；（ｃ）Ｚｏｏｍｏｆｒｅｃｔａｎｇｌｅａｒｅａｉｎ（ａ）；（ｄ）Ｚｏｏｍｏｆｒｅｃｔａｎｇｌｅａｒｅａｉｎ（ｂ）
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数值稳定性，数值模拟结果表明了该方法的正确性．

与规则网格有限差分混合法相比较，交错网格有限

差分混合法具有更好的稳定性和更高的精度．复杂

介质数值模拟结果表明了纯Ｐ波一阶速度应力方

程可以有效处理强变速、变密度介质．

致谢　感谢Ｈｅｓｓ公司与ＳＥＧ提供二维ＶＴＩ模型，

感谢评审专家反馈的意见和建议，本文曾得到中国

石油大学（华东）王书亭教授以及国土资源部中国地

质调查局青岛海洋地质研究所方刚博士的帮助，谨

此致谢．

附录Ａ　两类声学近似的关系

这个附录简要说明了两类声学近似的关系．

Ａｌｋｈａｌｉｆａｈ（２０００）给出的频散关系如下：

犽
２

狕 ＝
ω
２

犞
２

Ｐ０

ω
２

犞
２

ＮＭＯ

－
ω
２（犽

２

狓＋犽
２

狔
）

ω
２
－２犞

２

ＮＭＯη（犽
２

狓＋犽
２

狔
［ ］）， （Ａ１）

式中，犞Ｐ０是Ｐ波沿对称轴速度，ω是角频率，犞ＮＭＯ ＝

１＋２槡 δ犞Ｐ０ 是动校正速度，η＝（ε－δ）／（１＋２δ）是

非椭圆率，当η＝０时Ｐ波波前面为椭圆形状，犽狓，犽狔

和犽狕 是沿狓，狔和狕轴的视波数．方程（Ａ１）是关于

ω
２ 的二次方程，其解的形式与表达式（２）类似，分别

对应着一个Ｐ波和菱形ＳＶ波解．经过简单代数运

算，可以把方程（Ａ１）写成下式：

ω
２

犞
２

Ｐ０

＝ （１＋２ε）（犽
２

狊＋犽
２

狔
）＋犽

２

狕－
２（ε－δ）（犽

２

狓＋犽
２

狔
）犽
２

狕

ω
２／犞

２

Ｐ０

，

（Ａ２）

纯Ｐ波方程的３Ｄ形式如下所示：

ω
２

犞
２

Ｐ０

＝（１＋２ε）（犽
２

狊＋犽
２

狔
）＋犽

２

狕－
２（ε－δ）（犽

２

狓＋犽
２

狔
）犽
２

狕

（１＋２ε）（犽
２

狓＋犽
２

狔
）＋犽

２

狕

，

（Ａ３）

对比上面两个式子可以发现，对于分数形式算子的

分母项存在下面的近似：

ω
２

犞
２

Ｐ０

＝ （１＋２ε）（犽
２

狓＋犽
２

狔
）＋犽

２

狕
， （Ａ４）

这说明纯Ｐ波方程是声学假设的一种椭圆再近似．

实际上，纯Ｐ波方程中可以存在不为零的横波速

度，只是横波速度对纵波的影响非常小，故本文沿用

了Ａｌｋｈａｌｉｆａｈ（２０００）的做法将其舍去．通过对公式

（１）做泰勒近似同样可以得到纯ＳＶ波的波动方程，

只是一阶近似的精度较低，可以采用较为稳定的高

阶Ｐａｄé连分式逼近来提高近似精度，通常情况下二

阶近似就可以得到非常好的效果．

附录Ｂ　改进的纯Ｐ波一阶速度应力方程

在数值计算的过程中，我们对方程做了进一步改

进，将辅助变量ψ重新定义为
ψ
狋
＝－

狆

ρ（狓）
，其他定

义不变，相应有 １

ρ（狓）
１

犞（狓）２
狆
狋
＝－［（１＋２ε）狌

狓
＋

狑

狕
－２（ε－δ）犉－

１［（ｉ犔狓狕）
２犉［ψ］］］．虽然改进后的方

程并不是严格意义上的一阶方程了，但是如此处理

可以将原来的４个傅里叶变换减少为２个，降低了

计算成本．下面对改进的Ｐ波一阶应力速度方程的

稳定性做简要说明．改进后的Ｐ波一阶应力速度方

程仍然可以采用方程（７）的写法，只是其中的微分算

子犃稍有不同，记为

犃′＝－
１

ρ

０ ρ犓狓犔狓 ρ犓狕犔狕 ρ犓犿（犔犿）
２

犔狓 ０ ０ ０

犔狕 ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅１ ０ ０ ０

，

那么

（犃′）２ ＝
１

ρ

犓狓犔
２

狓＋犓狕犔
２

狕＋犓犿犔
２

犿 ０ ０ ０

０ 犓狓犔
２

狓 犓狕犔狓犔狕 犓犿犔狓犔
２

犿

０ 犓狓犔狓犔狕 犓狕犔
２

狕 犓犿犔狕犔
２

犿

０ 犓狓犔狓 犓狕犔狕 犓犿犔
２

熿

燀

燄

燅犿

．

　　通过计算可知 （犃′）
２ 和犃２ 具有相同的特征值，

即 １

ρ
（犓狓犔

２

狓＋犓狕犔
２

狕 ＋犓犿犔
２

犿
），因而改进后的方程

和方程（６）具有相同的稳定性条件．

犚犲犳犲狉犲狀犮犲狊

ＡｌｋｈａｌｉｆａｈＴ，ＴｓｖａｎｋｉｎＩ．１９９５．Ｖｅｌｏｃｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓｆｏｒｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｌｙ

ｉｓｏｔｒｏｐｉｃｍｅｄｉａ．犌犲狅狆犺狔狊犻犮狊，６０（５）：１５５０１５６６．

ＡｌｋｈａｌｉｆａｈＴ．２０００．Ａｎａｃｏｕｓｔｉｃ ｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｆｏｒａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ

ｍｅｄｉａ．犌犲狅狆犺狔狊犻犮狊，６５（４）：１２３９１２５０．

ＢｅｒｅｎｇｅｒＪＰ．１９９４．Ａｐｅｒｆｅｃｔｌｙｍａｔｃｈｅｄｌａｙｅｒｆｏｒａｂｓｏｒｐｔｉｏｎｏｆ

ｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃｗａｖｅｓ．犑狅狌狉狀犪犾狅犳 犆狅犿狆狌狋犪狋犻狅狀犪犾犘犺狔狊犻犮狊，

１１４（２）：１８５２００．

ＣａｒｃｉｏｎｅＪＭ，ＨｅｒｍａｎＧＣ，ＴｅｎＫｒｏｏｄｅＡＰＥ．２００２．Ｓｅｉｓｍｉｃ

ｍｏｄｅｌｉｎｇ．犌犲狅狆犺狔狊犻犮狊，６７（４）：１３０４１３２５．

ＣｈｕＣＬ，ＭａｃｙＢＫ，ＡｎｎｏＰＤ．２０１１．Ａｎａｃｃｕｒａｔｅａｎｄｓｔａｂｌｅｗａｖｅ

ｅｑｕａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｐｕｒｅ ａｃｏｕｓｔｉｃ ＴＴＩ ｍｏｄｅｌｉｎｇ．８１ｔｈ Ａｎｎｕａｌ
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ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＭｅｅｔｉｎｇ．ＳＥＧ，ＥｘｐａｎｄｅｄＡｂｓｔｒａｃｔｓ，１７９１８４．

ＣｈｕＣ Ｌ，Ｍａｃｙ Ｂ Ｋ，ＡｎｎｏＰ Ｄ．２０１３．Ｐｕｒｅａｃｏｕｓｔｉｃ ｗａｖｅ

ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｉｎｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｌｙｉｓｏｔｒｏｐｉｃｍｅｄｉａｂｙｔｈｅｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ

ｍｅｔｈｏｄ．犌犲狅狆犺狔狊犻犮犪犾犘狉狅狊狆犲犮狋犻狀犵，６１（３）：５５６５６７．

ＣｒａｗｌｅｙＳ，ＢｒａｎｄｓｂｅｒｇＤａｈｌＳ，ＭｃＣｌｅａｎＪ，ｅｔａｌ．２０１０．ＴＴＩ

ｒｅｖｅｒｓｅｔｉｍｅｍｉｇｒａｔｉｏｎｕｓｉｎｇｔｈｅｐｓｅｕｄｏａｎａｌｙｔｉｃｍｅｔｈｏｄ．犜犺犲

犔犲犪犱犻狀犵犈犱犵犲，２９（１１）：１３７８１３８４．

ＤｏｎｇＬＧ，ＭａＺＴ，ＣａｏＪＺ．２０００．Ａｓｔｕｄｙｏｎｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｔｈｅ

ｓｔａｇｇｅｒｅｄｇｒｉｄｈｉｇｈｏｒｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｍｅｔｈｏｄｏｆｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｅｌａｓｔｉｃ
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