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摘要　在给出真实模型和相应光滑背景模型的情况下，如何计算扰动模型（散射体）产生的散射波场是一个有实际

意义的正演问题．在Ｇａｂｏｒ变换域描述散射体，且入射波场为短时宽带信号时，散射波场可以在频率域用高斯束或

时间域用高斯波包描述．相对于波动方程方法，高斯束和高斯波包的计算效率更高；背景模型光滑时，高斯束和高

斯波包方法的精度也接近波动方程方法．文中导出了声波假设下应用高斯束和高斯波包计算散射波的方法．测试

分析了高斯波包的计算精度．给出了一般散射体的散射波模拟策略．同时针对一个理论模型完成了本文方法计算

散射波的实验，实验结果表明高斯波包散射波计算方法是有效可行的．
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ｃｏｍｐａｒａｂｌｅｗｉｔｈｅａｃｈｏｔｈｅｒｉｎｔｈｅｔｉｍｅｄｏｍａｉｎｗｈｉｌｅｔｈｅｒｅｉｓａｌｉｔｔｌｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｉｎｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

ｄｏｍａｉｎ，ａｎｄｔｈｅｒｅａｓｏｎｈａｓｂｅｅｎａｎａｌｙｚｅｄｉｎｔｈｉｓａｒｔｉｃｌｅ．ＡｃｃｕｒａｃｙｏｆｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｕｓｉｎｇＧａｕｓｓｉａｎ

ｐａｃｋｅｔｉｓｉｎｆｌｕｅｎｃｅｄｂｙｓｃａｔｔｅｒａｎｇｌｅｓ．Ｔｈｅａｃｃｕｒａｃｙｉｓｈｉｇｈｅｒｗｈｅｎｓｃａｔｔｅｒａｎｇｌｅｂｅｃｏｍｅｓｓｍａｌｌｅｒ

ａｎｄｖｉｃｅｖｅｒｓａ．Ｃｏｍｍｏｎｓｈｏｔｇａｔｈｅｒｓｏｂｓｅｒｖｅｄｏｎｔｈｅｅａｒｔｈｓｕｒｆａｃｅｏｆａｇｅｎｅｒａｌｍｏｄｅｌａｒｅ

ｓｉｍｕｌａｔｅｄｗｉｔｈｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄＧａｕｓｓｉａｎｐａｃｋｅｔａｐｐｒｏａｃｈ．Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄｓｃｈｅｍｅａｎｄ

ＦＤｍｅｔｈｏｄｓｈｏｗｓｔｈａｔｏｕｒｍｅｔｈｏｄｉｓｅｆｆｅｃｔｉｖｅ，ａｌｔｈｏｕｇｈｗａｖｅｆｏｒｍｓｏｆｃｏｍｍｏｎｓｈｏｔｇａｔｈｅｒｓ

ｓｉｍｕｌａｔｅｄｕｓｉｎｇＧａｕｓｓｉａｎｐａｃｋｅｔａｒｅｓｌｉｇｈｔｌｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒｏｍｔｈａｔｓｉｍｕｌａｔｅｄｕｓｉｎｇｔｈｅＦＤｍｅｔｈｏｄ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　Ｓｃａｔｔｅｒｅｒ；Ｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｗａｖｅ；Ｇａｂｏｒｆｕｎｃｔｉｏｎ；Ｇａｕｓｓｉａｎｂｅａｍ；Ｇａｕｓｓｉａｎｐａｃｋｅｔ

１　引言

已知背景模型与其中传播的背景波场，同时给

出散射体（模型扰动部分），如何计算散射体产生的

散射波场是一个有应用价值的工作．散射波的正、反

演与偏移成像有密切的联系．Ｃｈｅｎｇ和Ｃｏｅｎ（１９８４）

详细推导并分析了常速介质中散射波反演与ＦＫ

偏移（Ｓｔｏｌｔ，１９７８）的关系，Ｂｌｅｉｓｔｅｉｎ等（１９８４）指出

ＷＫＢＪ近似下散射波反演的一次迭代与 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ

偏移（Ｓｃｈｎｅｉｄｅｒ，１９７８）是等价的．最小二乘偏移即

从散射波反演中发展而来，其中的正演过程即为散

射波模拟（Ｂｅｙｄｏｕｎａｎｄ Ｍｅｎｄｅｓ，１９８９；任浩然，

２０１１）．反射全波形反演（ＲＦＷＩ）的研究方兴未艾

（Ｘｕｅｔａｌ．，２０１２；ＭａａｎｄＨａｌｅ，２０１３），其中关键步

骤是利用反偏移计算目标函数的梯度，反偏移在背

景介质中利用模型高波数成分（即散射体）模拟散射

波．事实上，Ｍｏｒａ（１９８９）在１９８０年代末就已经分析

了反演可分为“偏移”和“层析”两部分，其中层析部

分的模拟过程为散射波模拟．从上述分析可知，在勘

探地震领域，数据处理的核心部分———偏移与反演

均与散射波的正演有着密不可分的关系．所以散射

波正演理论研究对勘探地震的发展从基础上存在显

著的推动作用．鉴于散射波模拟有重要的理论和应
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　４期 李辉等：基于高斯束与高斯波包的Ｇａｂｏｒ框架散射波模拟方法

用价值，本文致力于在Ｇａｂｏｒ域描述散射体时散射

波模拟方法的研究．

在网格中描述散射体的空间分布，每一个散射

体单元是一个网格点，在此基础上，传统散射波应用

（最小二乘偏移等）中需要每个网格点的散射波，实

际计算时应用格林函数计算每个检波点观测到的散

射波（任浩然，２０１１）．计算格林函数的方法有射线法

（ＢｌｅｉｓｔｅｉｎａｎｄＣｏｈｅｎ，１９７９；Ｂｌｅｉｓｔｅｉｎｅｔａｌ．，１９８４；

Ｃ̌ｅｒｖｅｎ，１９９２）、波动方程法（任浩然，２０１１；Ｒｅｎｅｔ

ａｌ．，２０１３）和高斯束／高斯波包法 （Ｃ̌ｅｒｖｅｎａｎｄ

Ｐｓｅｎｃｉｋ，１９８３；李辉等，２０１２）等．射线方法效率较

高，但受到射线理论的约束，无法处理正演时的焦散

及阴影区问题（Ｃ̌ｅｒｖｅｎ，１９９２），且难以计算波场中

的子波相位信息；波动方程的计算效率特别低；高斯

束／高斯波包计算格林函数时需要对不同初始角度

的高斯束／高斯波包进行积分，体现不出高斯束／高

斯波包的效率优势．总之，在传统网格描述散射体的

基础上，通过格林函数计算散射波的方法存在效率

低等诸多问题，同时由于网格描述散射体时冗余性

较高，进一步降低了散射波模拟的效率．

在Ｇａｂｏｒ域描述散射体时，每一个散射体单元

变成一个Ｇａｂｏｒ函数，一个散射体单元散射出的散

射波不再是格林函数．在一阶 Ｂｏｒｎ近似和零阶

ＷＫＢＪ近似假设下，Ｋｌｉｍｅ（２０１２）推导出Ｇａｂｏｒ函

数散射体产生的散射波场可以用高斯束（频率域）或

高斯波包（时间域）计算，在各向异性弹性介质中（模

型参数为刚度系数和密度），一个 Ｇａｂｏｒ函数表达

的散射体单元所产生的散射波可利用最多５个高斯

波包（时间域）或高斯束（频率域）描述．高斯束

（Ｃ̌ｅｒｖｅｎｅｔａｌ．，１９８２；Ｐｏｐｏｖ，１９８２）和高斯波包

（Ｒａｌｓｔｏｎ，１９８３；Ｋｌｉｍｅ，２００４）是介于射线理论和波

动理论之间的一类方法，效率显著高于波动方程，同

时可避免射线法的焦散和阴影区等问题．

图１示意了用网格描述散射体，背景波场入射

（图１ｂ中的红色弧线为波前面）时一个网格表达的

散射体单元（图１中的蓝色点）所产生的散射波如图

图１　网格描述的点散射体（ａ），入射背景波到达散射体（ｂ），背景波场经过散射体之后产生散射波（ｃ）

图中蓝色点是散射体，红色圆弧是背景波场的波前面，红色圆圈是散射波场．

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｏｎｅｇｒｉｄｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ（ａ），ｔｈｅｂａｃｋｇｒｏｕｎｄｗａｖｅｆｉｅｌｄ（ｂ），ａｎｄｔｈｅｓｃａｔｔｅｒｅｄＧｒｅｅｎ′ｓｆｕｎｃｔｉｏｎ（ｃ）

Ｔｈｅｂｌｕｅｄｏｔ，ｔｈｅｒｅｄａｒｃａｎｄｔｈｅｒｅｄｃｉｒｃｌｅａｒｅｔｈｅｐｅｒｔｕｒｂｅｄｍｏｄｅｌ，ｔｈｅｗａｖｅｆｒｏｎｔｏｆｔｈｅｂａｃｋｇｒｏｕｎｄｗａｖｅ，

ａｎｄｔｈｅｓｃａｔｔｅｒｅｄＧｒｅｅｎ′ｓｆｕｎｃｔｉｏｎ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

图２　Ｇａｂｏｒ函数描述的散射体（ａ），入射背景波到达散射体（ｂ），背景波场经过散射体之后产生散射波（ｃ）

图中蓝色震荡图案表示散射体，红色圆弧是背景波场的波前面，红色震荡图案是散射波场（引自Ｋｌｉｍｅ，２０１２）．

Ｆｉｇ．２　ＴｈｅＧａｂｏｒｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ（ａ），ｔｈｅｂａｃｋｇｒｏｕｎｄｗａｖｅｆｉｅｌｄ（ｂ），ｔｈｅｓｃａｔｔｅｒｅｄＧａｕｓｓｉａｎｐａｃｋｅｔ（ｃ）

Ｔｈｅｂｌｕｅｐａｔｔｅｒｎ，ｔｈｅｒｅｄａｒｃ，ａｎｄｔｈｅｒｅｄｐａｃｋｅｔａｒｅｔｈｅｐｅｒｔｕｒｂｅｄｍｏｄｅｌ，ｔｈｅｗａｖｅｆｒｏｎｔｏｆｔｈｅｂａｃｋｇｒｏｕｎｄｗａｖｅ，

ａｎｄｔｈｅｓｃａｔｔｅｒｅｄｗａｖｅｐａｃｋｅｔ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ（Ｋｌｉｍｅ，２０１２）．
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１ｃ中红色圆圈所示，可以用格林函数计算．类似地，

散射体用Ｇａｂｏｒ函数作为框架描述时，一个Ｇａｂｏｒ

框架函数表达的散射体单元（如图２ａ所示）所产生

的散射波如图２ｃ所示，是一个高斯波包．

Ｋｌｉｍｅ（２０１２）工作中的模型参数为刚度系数与

密度，相应的散射波包括纵波和两类横波等多种波

现象，虽然该理论具有普适性，但也限制了此方法的

实际应用，不利于偏移和反演，所以其文中仅做了理

论分析工作．本文在常密度声波假设下，以声波速度

为模型参数，参照Ｋｌｉｍｅ的思路推导了声波假设下

的散射波正演理论，并推导了在频率域利用高斯束

与在时间域利用高斯波包计算散射波场的具体方

法．与Ｋｌｉｍｅ的工作不同，声波近似下一个Ｇａｂｏｒ

函数表达的散射体最多产生一个散射波包．

既然单个 Ｇａｂｏｒ函数描述的散射体所产生的

散射波可用高斯束或高斯波包计算，那么在一阶

Ｂｏｒｎ近似下，任意空间分布的散射体所产生的散射

波均可用高斯束或高斯波包计算．

本文第２节介绍了零阶 ＷＫＢＪ近似下 Ｇａｂｏｒ

散射体产生的散射波利用振幅和走时表达的形式，

并在常密度声波介质中分析了此表达形式下散射波

的特点．第３节和第４节在三维声波介质中分别推

导了零阶 ＷＫＢＪ近似下散射波利用高斯束和高斯

波包的具体计算公式，尤其是高斯束和高斯波包的

初始振幅．第５节给出了二维声波介质中高斯束和

高斯波包初始振幅的计算方式．数值实验部分首先

利用本文方法和有限差分计算了 Ｇａｂｏｒ函数表达

的散射体所产生的散射波场，并对比二者分析了高

斯波包计算的散射波精度．多Ｇａｂｏｒ函数散射波模

拟的实验给出了地表数据的模拟策略．同时针对一

个理论模型，应用高斯波包计算散射波的方法模拟

出了地表观测波场，该计算结果与有限差分法模拟

的结果对比，可发现两者几乎完全一致，只是观测边

界附近有差异，说明了本文散射波模拟方法是有效

可行的．

本文不复述高斯束和高斯波包的理论，对文中

理论部分的理解需要一定程度关于上述两者的理论

基础．

２　零阶 ＷＫＢＪ近似下Ｇａｂｏｒ散射体

产生的散射波场

高斯束和高斯波包在描述波场传播时引入了零

阶 ＷＫＢＪ近似．本节首先介绍零阶 ＷＫＢＪ近似下

Ｇａｂｏｒ散射体产生的散射波场的具体表达形式，然

后分析散射波场在常密度声波介质中的特点．为高

斯束和高斯波包计算散射波的方法提供理论基础．

常密度声波方程中的一阶Ｂｏｒｎ近似下散射波

狌ｓ的计算写成如下形式：

狌ｓ（狓^，ω）＝∫ω
２
σ（狓^′，ω）狌０（狓^′，ω）犌（狓^；狓^′，ω）ｄ狓^′，（１）

其中狌０ 是在背景速度中传播的背景波场，犌是背景

速度中的格林函数，σ是模型扰动，或称散射体．散

射体和背景速度犮０ 及扰动后速度犮的关系为

σ＝１／犮
２
－１／犮

２
０． （２）

令散射体σ的空间分布为Ｇａｂｏｒ函数，满足如下公式：

　σ（狓^）＝σ０ｅｘｐ｛ｉ（^犽α）Ｔ（狓^－狓^α）

－０．５（狓^－狓^α）
Ｔ犓^α（狓^－狓^α）｝， （３）

其中σ０、狓^
α、^犽α 及对称矩阵犓^α 分别是Ｇａｂｏｒ函数的

振幅、中心点、波数和高斯衰减系数．图３示意了二

维空间中一个 Ｇａｂｏｒ函数的形态．从（３）式及图３

可知Ｇａｂｏｒ函数是加高斯衰减窗的简谐震荡函数．

零阶 ＷＫＢＪ近似下，入射波场写成如下用振幅和走

时函数近似的表达形式：

狌０（狓^′，ω）＝犃（狓^′，ω）ｅｘｐ｛ｉω犜（狓^′）｝， （４）

图３　二维空间中的Ｇａｂｏｒ函数示意图

Ｆｉｇ．３　ＡＧａｂｏｒｆｕｎｃｔｉｏｎｉｎ２ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ

其中犃 和犜 是背景波场传播到狓^′点的振幅和走

时．三维介质中格林函数的零阶 ＷＫＢＪ形式为

（Ｂｌｅｉｓｔｅｉｎ，２００８）

犌（狓^；狓^′，ω）＝ 狏（狓^槡 ）／（４π犔）ｅｘｐ｛ｉωτ（狓^，狓^′）｝， （５）

其中犔 表示几何扩散，τ（狓^，狓^′）是从点狓^′到狓^ 的

走时．

将散射体的 Ｇａｂｏｒ函数表达式（３），背景波场

与格林函数的零阶 ＷＫＢＪ近似（４）和（５）代入一阶
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Ｂｏｒｎ近似下的散射波场积分公式（１）中，得到

Ｇａｂｏｒ散射体的散射波积分形式（Ｋｌｉｍｅ，２０１２）

狌ｓ（狓^，ω）＝犪（狓^，ω）犐α（狓^，ω）， （６）

其中

犪（狓^，ω）＝σ０ω
２犃（狓^α，ω）· 狏（狓^槡 ）／（４π犔）， （７）

犐α（狓^，ω）＝
（２π）

３

ｄｅｔ（犓α犻犼－ｉωθ
α″
，犻犼槡 ）

ｅｘｐ｛ｉω（犜α＋τ
０
＋τ

０
，犻Δ狓犻＋０．５τ

０
，犻犼Δ狓犻Δ狓犼）

－０．５（犓α－ｉωθ
０″）－１
犻犼
［犽α犻＋ω（犜

α
，犻＋τ

０′
，犻＋τ

０′
，犿犻Δ狓犿）］

×［犽
α

犼＋ω（犜
α
，犼＋τ

０′
，犼＋τ

０′
，狀犼Δ狓狀）］｝， （８）

式（８）的表述中使用了爱因斯坦求和准则．Ｋｌｉｍｅ

（２０１２）指出上述散射波的能量集中在主散射射线路

径附近，主散射射线上的点为狓^０，Δ狓^是狓^０到主散射

射线附近点的矢量．公式（８）中变量在 Ｋｌｉｍｅ

（２０１２）的文章中有详细的解释，为了保持本文理论

的完整性，我们把上述变量的物理意义表述在附录

Ａ中．

狓^０ 位于主散射射线上，当Δ狓^＝０　^ 　时，散射波

狌ｓ（狓^）的振幅最大，即式（８）中振幅衰减最小，此时有

犽
α
犻＋ω（犜

α
，犻＋τ

０′
，犻
）＝０． （９）

从附录Ａ中犜
α
，犻
和τ

０′
，犻
的定义可知，犜α，犻是背景波场

入射到Ｇａｂｏｒ函数中心点时射线参数矢量的第犻个

分量，记作犘犻；（－τ
０′
，犻
）是主散射射线在Ｇａｂｏｒ函数

中心点处射线参数矢量的第犻个分量，记作狆
０

犻．从

而（９）式也可写成

狆
０

犻 ＝犘犻＋ω
－１犽

α
犻
， （１０）

（１０）式给出了散射波场主散射射线的初始慢度向量

的计算公式．（１０）式中频率ω未知，接下来推导其

计算方式．由常密度声波介质中慢度向量的定义可

知，慢度向量的模等于速度的倒数，犘犻和狆
０

犻
满足如

下关系式：

∑
犻

（犘犻）
２
＝∑

犻

（狆
０

犻
）２ ＝

１

犮
２

α

， （１１）

犮α 是Ｇａｂｏｒ函数中心点狓^
α 处的背景介质速度．结合

（１０）式和（１１）式，得到Ｇａｂｏｒ函数中参数犽^α 与背景

波场慢度向量犘、散射波主频ω之间的关系式

１

ω
（２∑

犻

犽
α
犻犘犻＋（∑

犻

犽
α２

犻 ）／ω）＝０． （１２）

当入射波场方向与Ｇａｂｏｒ函数的矢量参数犽^α 垂直

时，（１２）式不存在关于１／ω的非平凡解，此时不产

生散射波，否则（１２）式存在唯一关于１／ω的非平凡

解，此时散射波的主频为

ω０ ＝－（∑
犻

（犽α犻）
２）／（２∑

犻

犽
α
犻犘犻）． （１３）

公式（１３）确定的频率成分对应的散射波场能量最

大，这里称此频率为散射波的主频．唯一的散射波主

频代入主散射射线初始射线参数的计算公式（１０）中

可得唯一的主散射射线初始射线参数，即主散射射

线唯一，这点与各向异性弹性介质中不同（Ｋｌｉｍｅ，

２０１２）．

至此推导出在零阶 ＷＫＢＪ近似下通过射线理

论计算Ｇａｂｏｒ散射体产生散射波场的具体方式：首

先利用公式（１３）计算出散射波主频；再通过（１０）式

计算得到主散射射线的初始射线参数；射线追踪得

到主散射射线路径；最后利用追踪出的射线路径，结

合（６）、（７）和（８）计算出射线附近任意点任意频率的

散射波．下文中我们将在此基础上指出上述散射波

场的计算可利用高斯束和高斯波包实现．事实上，

（１３）式确定的主频是 Ｇａｂｏｒ散射体产生的散射高

斯波包的主频，（１０）式确定的射线参数是高斯束和

高斯波包计算散射波时中心射线的初始射线参数．

３　频率域的散射波计算方法———高斯束

本节讨论利用高斯束在频率域计算 Ｇａｂｏｒ散

射体所产生散射波的具体方法及实现策略．高斯束

计算散射波场时可写成如下形式：

狌ｇｂ（狊，狇）＝犪（狊）ｅｘｐ｛ｉω犜（狊，狇）｝， （１４）

其中 （狊，狇）是射线中心坐标系中的坐标，犪（狊）和

犜（狊，狇）是振幅项和复数相位项，其中复数相位项包

含振幅在狇方向的高斯衰减．

在各向异性弹性介质中（模型参数为刚度系数

和密度），Ｋｌｉｍｅ（２０１２）提出了 Ｇａｂｏｒ散射体产生

的散射波场在频率域利用高斯束计算的方法．声波

近似下高斯束计算散射波复数相位部分的公式与

Ｋｌｉｍｅ的工作相同，为了保持本文理论过程的完整

性，附录Ｂ中在第２节理论的基础上直接给出高斯

束计算复数相位部分的具体公式，详细的推导过程

参考Ｋｌｉｍｅ的工作．利用高斯束计算散射波的振幅

部分，Ｋｌｉｍｅ（２０１２）的工作和本文方法不同，本节将

对振幅部分的高斯束计算方法做详细推导．

由（６）、（７）式和（８）式可知，散射波场的振幅项可以

写成

犪（狓^，ω）＝

２σ０ω
２犃（狓^α，ω）· π狏（狓^）／ｄｅｔ（犓α犻犼－ｉωθα″，犻犼槡 ）／犔，（１５）

１２３１
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格林函数的几何扩散项犔为（Ｂｌｅｉｓｔｅｉｎ，２００８）

犔＝ ｄｅｔ［犙２（狓^，狓^α）］／狏槡 α， （１６）

其中犙２ 是附录Ｂ中（Ｂ４）式所示动力学射线追踪系

统的传播矩阵元素．公式（１６）表达的几何扩散代入

振幅项（１５），经过简单推导，得到散射波振幅如下表

达式：

　　犪（狓^，ω）＝２ｓｇｎ（ω）σ０ω犃（狓^
α，ω）· π狏α／（ｉω犿槡 ）

× 狏（狓^）／ｄｅｔ（犙槡 ）， （１７）

其中犙是动力学射线参数，计算方式参考附录Ｂ中

（Ｂ３）式，犿 的物理意义及计算公式参考附录Ｂ中

（Ｂ１２）式．另外，高斯束理论中的振幅计算公式有如

下形式（Ｐｏｐｏｖ，１９８２）：

犪ＧＢ（狊）＝犪ＧＢ（０）
狏（狓^）

ｄｅｔ（犙（狊槡 ））．
（１８）

对比Ｇａｂｏｒ散射体产生的散射波振幅计算公式

（１７）与高斯束的振幅计算公式（１８），可得利用高斯

束计算Ｇａｂｏｒ散射体产生的散射波时的初始振幅为

　犪ＧＢ（狓^
α，ω）＝２ｓｇｎ（ω）σ０ω犃（狓^

α，ω）
π狏α
ｉω槡犿

． （１９）

至此，可总结利用高斯束计算Ｇａｂｏｒ散射体所产生

的散射波的计算过程：

Ｉ：利用公式（１３）计算散射波主频；

ＩＩ：利用公式（１０）计算散射波的主散射射线的

初始射线参数；

ＩＩＩ：参考附录Ｂ中公式（Ｂ５），计算动力学射线

参数的初始值；

ＩＶ：参考附录Ｂ中公式（Ｂ１５）和（Ｂ１６），计算复

数相位函数关于频率的二阶导数的初始值；

Ｖ：参考公式（１９）计算高斯束初始振幅；

ＶＩ：运动学射线追踪得到中心射线路径；

ＶＩＩ：动力学射线追踪得到动力学射线参数；

ＶＩＩＩ：利用公式（Ｂ１３）和（Ｂ１４）计算复数相位函

数关于频率的二阶导数；

ＩＸ：利用公式（Ｂ１）和（Ｂ２）计算高斯束的复数相

位部分；

Ｘ：利用公式（１８）计算高斯束的振幅部分；

ＸＩ：利用高斯束振幅和复数相位部分，通过

（１４）式计算散射波场．

４　时间域的散射波计算方法———高斯

波包

第３节中讨论了 Ｇａｂｏｒ散射体产生的散射波

场在频率域用高斯束计算的过程．对所有频率的高

斯束按频率积分即可得到Ｇａｂｏｒ散射体产生的散

射波场在时间域的表达形式，得到时间域计算散射

波场的方式———高斯波包．高斯波包计算散射波场

写成振幅和复数相位的表达形式：

狌ｇｐ（狓^，狋）＝犪ＧＰ（狓^，狋）ｅｘｐ｛ｉω０犜（狓^，狋）｝， （２０）

其中犪ＧＰ（狓^，狋）和犜（狓^，狋）是振幅项和复数相位项，

复数相位项包含振幅在空间中的高斯衰减．各向异

性弹性介质（模型参数为刚度系数和密度）中，散射

高斯波包复数相位部分的公式与常密度声波介质中

相同，振幅部分不同．同样为了本文理论过程的完整

性，附录Ｃ中直接给出Ｋｌｉｍｅ（２０１２）用高斯波包计

算复数相位的公式．本节中我们将给出振幅部分的

计算方法及相应的推导过程．已知初始振幅，高斯波

包振幅在时空域的计算公式为

　犪ＧＰ（狓^，狋）＝犪ＧＰ（狓^
α，狋）

狏α

狏（狓^）ｄｅｔ（犙１＋犙２犕
α
ＧＰ槡 ）
，

（２１）

其中犪ＧＰ（狓^
α，狋）是高斯波包初始振幅，犙１ 和犙２ 是公

式（Ｂ４）所示动力学射线追踪传播矩阵的元素，犕αＧＰ

是高斯波包相位函数在射线中心坐标系中狇方向的

二阶导数初值，详见（Ｃ１２）式．

高斯波包（２０）式中振幅部分（２１）式的计算可通

过高斯束的频率积分得到，积分结果的振幅在散射

点的表达式即为高斯波包的初始振幅，具体形式为

犪ＧＰ（狓^
α，狋）＝犪ＧＢ（狓^

α，ω０）２ｉω０／（π犕
α
４４槡 ），（２２）

其中犪ＧＢ（狓^
α，ω０）是频率为ω０ 的高斯束初始振幅，

犕
α
４４
是高斯束相位函数在频率方向的二阶导数，参

见附录Ｂ中的（Ｂ１６）式．

结合高斯束初始振幅（１９）、（Ｂ１６）和（２２）式，高

斯波包的初始振幅可表达如下：

　犪ＧＰ（狓^
α，狋）＝ 槡２２σ０ω

２

０犃（狓^
α，ω０）狏槡α·

ｉ

犽
（狇）

３

，（２３）

（２３）式中犽
（狇）

３
是Ｇａｂｏｒ函数的参数波数向量犽^α 在

射线中心坐标系中沿射线方向的分量．用汉密尔顿

常量犎（Ｃ̌ｅｒｖｅｎ，２００１）表示犽
（狇）

３
，可把（２３）式所示

的高斯波包初始振幅转换成如下形式：

　　犪ＧＰ（狓^
α，狋）＝ 槡２２σ０ω０犃（狓^α，ω０）狏槡α

×
ｉ狏α

１－∑
３

犼＝１

犘犼犎／狆犼

， （２４）

本文中与（２４）式对应的汉密尔顿常量为

犎 ＝０．５［（^狆·^狆）狏
２
－１］， （２５）
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把（２５）式代入（２４）式得到散射高斯波包振幅初值的

最终表达式

　犪ＧＰ（狓^
α）＝ 槡２ ２σ０ω０犃（狓^α，ω０）·

ｉ狏槡α狏α

１－狏
２

∑
３

犼＝１

狆犼犘犼

．

（２６）

至此Ｇａｂｏｒ散射体的散射波利用高斯波包的

计算可由（２０）式实现，高斯波包的初值公式通过

（Ｃ１５）—（Ｃ１７）及（２６）获取．具体计算过程可总结为

如下若干步骤：

Ｉ：利用公式（１３）计算散射波主频；

ＩＩ：利用公式（１０）计算散射波的主散射射线的

初始射线参数；

ＩＩＩ：参考附录Ｂ中公式（Ｂ５），计算动力学射线

参数的初始值；

ＩＶ：参考附录Ｂ中公式（Ｂ１５）和（Ｂ１６），计算高

斯束复数相位函数关于频率的二阶导数的初始值；

Ｖ：参考附录Ｃ中公式（Ｃ１５）、（Ｃ１６）和（Ｃ１７），

计算高斯波包复数相位函数在时空域二阶导数的初

始值；

ＶＩ：参考公式（２６）计算高斯波包初始振幅；

ＶＩＩ：运动学射线追踪得到中心射线路径；

ＶＩＩＩ：动力学射线追踪得到动力学射线参数；

ＩＸ：参考附录Ｃ中公式（Ｃ５）—（Ｃ９）计算复数相

位函数在时空域的二阶导数；

Ｘ：利用公式（Ｃ１）计算高斯波包的复数相位部分；

ＸＩ：利用公式（２１）式计算高斯波包的振幅部分；

ＸＩＩ：利用高斯波包振幅和复数相位部分，通过

（２０）式计算散射波场．

５　二维介质中的散射波振幅

公式（１９）和（２６）分别给出了三维介质中高斯束

和高斯波包的初始振幅，本节中将指出二维介质中

振幅计算与三维的不同之处，并给出具体的初始振

幅计算公式．

二维介质中格林函数的零阶 ＷＫＢＪ近似形式

为（Ｂｌｅｉｓｔｅｉｎ，２００８）

　　犌（狓^；狓^′，ω）＝
１

２

狏（狓^）

２槡πω
ｅｘｐ｛ｉπ／４｝

犙２（狓^，狓^′）／狏槡 α

×ｅｘｐ｛ｉωτ（狓^，狓^′）｝， （２７）

其中犙２是动力学射线追踪传播矩阵中的元素．通过

与第３节中类似的推导过程，可得散射高斯束的初

始振幅

　　^犪ＧＢ（狓^
α，ω）＝２ｓｇｎ（ω）σ０犃（狓^

α，ω）ｅｘｐ｛ｉπ／４｝

× －０．５πω狏α／槡 犿． （２８）

同样参考第４节中的理论推导过程，得到散射高斯

波包的初始振幅为

　　犪ＧＰ（狓^
α）＝２σ０犃（狓^

α，ω０）ω０ｅｘｐ｛ｉπ／４｝

×
ｉ狏槡 α狏α

１－狏
２

∑
２

犼＝１

狆犼犘犼

． （２９）

６　数值实验

本节在二维介质中对上述理论进行数值实验．

有限差分法（ＦＤ）求解声波方程是一种比较成熟且

应用广泛的数值模拟方法，所以我们以ＦＤ模拟的

散射波为标准分析本文方法的有效性和模拟结果的

精度．实验分成三部分．首先针对一个 Ｇａｂｏｒ函数

表达的散射体，在时间域利用高斯波包进行散射波

正演，并把正演结果与ＦＤ模拟的散射波对比，以测

试高斯波包计算散射波的有效性与精度．之后针对

多Ｇａｂｏｒ函数表达的散射体，给出高斯波包计算散

射波的具体策略，并将此策略下模拟的散射波与

ＦＤ的计算结果进行对比，以证明高斯波包叠加计

算散射波的有效性，同时指出一个完整的反射层对

观测数据有贡献的散射体部分．最后针对一个理论

模型通过高斯波包模拟出地表观测数据，并将模拟

结果与ＦＤ对比．

６．１　散射波正演方法精度测试

本小节中对高斯波包正演过程的精度做测试，

对比高斯波包计算的散射波和ＦＤ的模拟结果，并

分析二者出现差异的原因．影响散射波模拟的因素

较复杂，包括Ｇａｂｏｒ散射体参数、背景波场、观测方

式、正演算子等．为测试本文方法计算散射波包振幅

的精度，我们对相同的 Ｇａｂｏｒ散射体、背景波场和

观测方式，分别利用高斯波包和ＦＤ计算观测点接

收到的散射波，在时间域和频率域对比观测到的波

形以及散射波的振幅谱，以ＦＤ计算的结果为标准，

分析高斯波包的计算精度．

我们设计了一个常速背景模型，模型参数如表

１所示．扰动模型在Ｇａｂｏｒ变换域描述，这里针对一

个Ｇａｂｏｒ框架散射出的波包进行测试，Ｇａｂｏｒ函数

如公式（３）所示，用于测试的 Ｇａｂｏｒ框架参数见表

２．扰动后的模型，即扰动模型对应的速度与背景模
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图４　扰动后的速度模型

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｐｅｒｔｕｒｂｅｄｖｅｌｏｃｉｔｙｍｏｄｅｌ

表１　背景模型参数

犜犪犫犾犲１　犜犺犲狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳狋犺犲犫犪犮犽犵狉狅狌狀犱犿狅犱犲犾

参数名称
采样点数

狓

采样点数

狕

采样间隔

狓

采样间隔

狕
速度值

参数值 ５０１ ５０１ １０ｍ １０ｍ ４０００ｍ·ｓ－１

型速度场之和如图４所示，速度扰动以狓α点为中心，震

荡方向与狕轴平行，速度最大扰动量约２１６ｍ·ｓ－１．背

景波场是在背景介质中传播的点源波场，震源位置

为（２２４０ｍ，２４ｍ），高斯波包方法的背景波场利用

（２７）式所示零阶 ＷＫＢＪ近似下的格林函数计算，检

波点分布于深度为２４ｍ的水平面上．ＦＤ和高斯波

图５　检波点观测到的散射波．（ａ）ＦＤ计算的散射波；（ｂ）高斯波包计算的散射波

Ｆｉｇ．５　ＴｈｅｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｗａｖｅｓｓｉｍｕｌａｔｅｄｗｉｔｈＦＤｍｅｔｈｏｄ（ａ）ａｎｄＧａｕｓｓｉａｎｐａｃｋｅｔ（ｂ）

图６　不同方法计算散射波的单道信号对比．（ａ）时间域对比；（ｂ）振幅谱对比

红色曲线是ＦＤ计算结果，蓝色曲线是高斯波包计算结果．

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｓｉｎｇｌｅｔｒａｃｅｓｉｇｎａｌｏｆｔｈｅｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｗａｖｅｉｎｔｉｍｅｄｏｍａｉｎ（ａ）ａｎｄｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎ（ｂ）

ＴｈｅｒｅｄｃｕｒｖｅｉｓｃａｌｃｕｌａｔｅｄｗｉｔｈＦＤｍｅｔｈｏｄａｎｄｔｈｅｂｌｕｅｃｕｒｖｅｉｓｃａｌｃｕｌａｔｅｄｗｉｔｈＧａｕｓｓｉａｎｐａｃｋｅｔ．

表２　犌犪犫狅狉扰动模型参数

犜犪犫犾犲２　犜犺犲狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳狋犺犲狆犲狉狋狌狉犫犲犱犌犪犫狅狉犳狌狀犮狋犻狅狀

参数名称 σ０ 狓α 狕α 犽α狓 犽α狕 犓α１１ 犓α１３（犓
α
３１） 犓α３３

参数值 －６．２５×１０－９ ２５００ｍ ２５００ｍ ０ －０．０６２４ １．２５×１０－５ ０ ２．５×１０－５

包计算的散射波如图５所示，图５ａ中ＦＤ计算的散

射波与图５ｂ中高斯波包计算的散射波非常相似．为

了进一步对比两种方法计算的散射波场，从接收到
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的散射波记录中抽出一道，对二者进行波形对比，该

道的检波点位于狓＝２７６０ｍ处，是散射波包中心点

的狓坐标．图６ａ在时间域对比了两种方法计算的散

射波单道信号，从中可看出高斯波包和ＦＤ计算的

散射波没有明显差异．图６ｂ是两种方法计算的散射

波单道信号振幅谱对比，高斯波包计算的散射波是

纯粹的窄带信号；而ＦＤ的散射波除相近频率范围

的窄带信号之外，还有两个相对高频的信号成分，

ＦＤ散射波信号包含多个窄带信号．此外ＦＤ散射信

号的第一个窄带频谱振幅也小于高斯波包散射信

号．这些差异将在下文中继续讨论．

接下来对比背景波场入射方向不同时两种方法

计算的振幅，以考察背景波场对振幅计算精度的影

响．从表２和图４中可知，Ｇａｂｏｒ扰动模型的震荡方

向与狕轴平行．类似于反射波入射角定义方式，这里

定义散射的入射角度———在 Ｇａｂｏｒ中心点处入射

的背景波场方向与Ｇａｂｏｒ函数震荡方向的夹角．入

射角不同时，散射波包的振幅、频率均不同，此时高

斯波包计算散射波场的精度也不同．令一组震源位

于以（狓α，狕α）为圆心、半径为２４９０ｍ的圆上，如图７

所示，红色五角星标识震源的分布，震源和圆心连线

与狕轴的夹角范围为０°～６０°，该范围内等间隔地分

布１１个震源，即相邻震源间的弧度为６×２π．以这

１１个震源在背景模型中产生的波场为背景波场，分

别计算图４中扰动模型的散射场，每个震源对应的

检波点分布于与震源深度相同的水平面上．由于背

景介质是常速模型，通过高斯波包计算散射波的理

论可知观测面上散射波包中心点位于与震源轴对称

的位置处，如图７中蓝色三角形所示，对称轴是狓＝

２５００ｍ处的竖直直线．对散射波包中心点处接收到

的散射波信号求包络，包络的极值被看作波包的振

幅，１１次实验测量出的散射波振幅分布及两种算法

的相对误差展示在图８中．无论ＦＤ还是高斯波包

计算出的散射波振幅均出现类似反射波的ＡＶＡ规

律，随着入射角的增大，散射波的振幅也增大．入射

角较小时，散射波振幅较小，高斯波包计算的散射波

振幅误差也比较小；入射角增大，散射振幅增大，高

斯波包计算的散射波振幅误差也随之增大．总体来

说，除个别角度，高斯波包计算的散射波振幅相对误

差小于９％，在可接受的范围之内．

上述高斯波包计算散射波的正演实验中，无论

从时间域波形、频谱还是振幅的角度看，该散射波正

演方法或多或少均存在一定误差．这是因为高斯波

包正演理论中的几个假设：零阶 ＷＫＢＪ近似、一阶

图７　振幅分析的炮检点分布示意图

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｓｋｅｔｃｈｍａｐｏｆｔｈｅｌｏｃａｔｉｏｎｓ

ｏｆｓｏｕｒｃｅｓａｎｄｒｅｃｅｉｖｅｒｓ

图８　不同散射角的散射波振幅对比

（ａ）散射波绝对振幅对比，ＦＤ＝有限差分，ＧＰ＝高斯波包；

（ｂ）高斯波包散射波相对ＦＤ散射波振幅的相对误差．

Ｆｉｇ．８　Ｔｈｅｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｗａｖｅ′ｓａｍｐｌｉｔｕｄｅ

ｖｅｒｓｕｓｓｃａｔｔｅｒｉｎｇａｎｇｌｅ

（ａ）Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｎｇｏｆｔｈｅａｂｓｏｌｕｔｅａｍｐｌｉｔｕｄｅｓ，ＦＤ＝Ｆｉｎｉｔｅ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ，ＧＰ＝Ｇａｕｓｓｉａｎｐａｃｋｅｔ；（ｂ）Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅａｍｐｌｉｔｕｄｅ

ｅｒｒｏｒｓｃａｌｃｕｌａｔｅｄｗｉｔｈＧａｕｓｓｉａｎｐａｃｋｅｔ．

Ｂｏｒｎ近似和入射波无限宽频．尤其是对入射波场的

无限宽频假设，由于ＦＤ方法的入射波场不满足该

假设，入射波形是有时间延续长度的子波，而非脉冲

函数，致使散射波在频率域出现多个窄带信号（图

６ｂ），同时也影响到ＦＤ计算的散射波包振幅与高斯

波包振幅的差异．

６．２　多犌犪犫狅狉散射体模拟策略

这一部分针对多Ｇａｂｏｒ函数描述的散射体，利

用高斯波包计算其散射出的散射波．既然单个

Ｇａｂｏｒ函数描述的散射体所产生的散射波可用高斯

束或高斯波包计算，那么在一阶Ｂｏｒｎ近似下，任意

空间分布的散射体所产生的散射波均可用高斯束或

高斯波包计算．首先把散射体做 Ｇａｂｏｒ分解，得到
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Ｇａｂｏｒ框架的线性组合，对每一个Ｇａｂｏｒ框架函数

均利用高斯束或高斯波包计算出相应的散射波场，

最终散射模型的散射波场即为Ｇａｂｏｒ框架函数产

生散射高斯束或高斯波包的线性组合，其系数和

Ｇａｂｏｒ框架的系数相同．具体策略是首先把散射体

分解成Ｇａｂｏｒ函数线性叠加的形式

σ（狓^）＝∑
犻

犮犻犵犻（狓^）， （３０）

其中犵犻（狓^）和犮犻分别是第犻个Ｇａｂｏｒ函数及其对应

的分解系数．然后利用第４节中给出的算法计算每

一个 Ｇａｂｏｒ函数犵犻（狓^）产生的散射波，根据一阶

Ｂｏｒｎ近似把所有Ｇａｂｏｒ函数产生的散射波线性叠

加即可得到整个散射体的散射波

狌（狓^）＝∑
犻

犮犻狌
犵
犻
（狓^）， （３１）

其中狌
犵
犻
（狓^）是犵犻（狓^）产生的散射波，可通过高斯波

包方法计算．（３１）式中散射波线性叠加的系数和

（３０）式中散射体线性叠加的系数相同．

按照上述散射波计算策略，这里测试了三个散

射体，分别把本文方法与ＦＤ的模拟结果对比．背景

介质模型与６．１节实验中相同，参数如表１所示．震

源和观测点均位于地表，震源的狓坐标为１０００ｍ，

观测点位于整个地表５０１个ＣＤＰ点．

第一个散射体由两个 Ｇａｂｏｒ函数组成，两个

Ｇａｂｏｒ函数的空间中心点不同，分别位于（２５００ｍ，

２０００ｍ）和（２５００ｍ，２５００ｍ），其他参数均相同，相

应的扰动后速度场如图９ａ所示．从速度模型中看

出，两个散射体的垂向位置不同，且在空间上完全分

开．高斯波包和ＦＤ计算的散射波展示在图９ｂ和９ｃ

中，二者几乎完全一致．

第二个散射体也由两个Ｇａｂｏｒ函数组成，中心

点空间位置分别为（２０００ｍ，２５００ｍ）和（２５００ｍ，

２５００ｍ），其他参数两者均相同．图１０ａ是扰动后的

速度场，从中得知两个Ｇａｂｏｒ函数相互重叠，空间

图９　两个Ｇａｂｏｒ函数表达的散射体对应的扰动后速度模型（ａ），高斯波包（ｂ）和有限差分（ｃ）模拟的散射波场

Ｆｉｇ．９　ＴｈｅｐｅｒｔｕｒｂｅｄｖｅｌｏｃｉｔｙｅｘｐｒｅｓｓｅｄｗｉｔｈｔｗｏＧａｂｏｒｆｕｎｃｔｉｏｎｓ（ａ），ｔｈｅｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｗａｖｅｓｉｍｕｌａｔｅｄ

ｗｉｔｈ（ｂ）Ｇａｕｓｓｉａｎｐａｃｋｅｔａｎｄ（ｃ）ＦＤｍｅｔｈｏｄ

图１０　两个Ｇａｂｏｒ函数表达的散射体对应的扰动后速度模型（ａ），高斯波包（ｂ）和有限差分（ｃ）模拟的散射波场

Ｆｉｇ．１０　ＴｈｅｐｅｒｔｕｒｂｅｄｖｅｌｏｃｉｔｙｅｘｐｒｅｓｓｅｄｗｉｔｈｔｗｏＧａｂｏｒｆｕｎｃｔｉｏｎｓ（ａ），ｔｈｅｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｗａｖｅｓｉｍｕｌａｔｅｄ

ｗｉｔｈ（ｂ）Ｇａｕｓｓｉａｎｐａｃｋｅｔａｎｄ（ｃ）ＦＤｍｅｔｈｏｄ
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图１１　水平散射体扰动后的速度模型（ａ），高斯波包（ｂ）和有限差分（ｃ）模拟的散射波场，

对观测波场有贡献的散射体成分（ｄ）

Ｆｉｇ．１１　Ｔｈｅｐｅｒｔｕｒｂｅｄｖｅｌｏｃｉｔｙｗｉｔｈａｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｒｅｆｌｅｃｔｉｖｉｔｙ（ａ），ｔｈｅｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｗａｖｅｓｉｍｕｌａｔｅｄｗｉｔｈ（ｂ）Ｇａｕｓｓｉａｎｐａｃｋｅｔ

ａｎｄ（ｃ）ＦＤｍｅｔｈｏｄ，ａｎｄｔｈｅｓｅｇｍｅｎｔａｌｒｅｆｌｅｃｔｉｖｉｔｙｔｈａｔｈａｓｃｏｎｔｒｉｂｕｔｉｏｎｔｏｒｅｃｅｉｖｅｄｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｗａｖｅ

上没有分开．高斯波包和ＦＤ模拟的散射波分别如

图１０ｂ和图１０ｃ所示，可见空间上没有分开的两个

Ｇａｂｏｒ函数描述的散射体产生的散射波利用高斯波

包计算的结果与ＦＤ差别也很小．

第三个散射体是深度为２５００ｍ 的水平反射

层，扰动后速度模型如图１１ａ所示．利用特征Ｇａｂｏｒ

分解方法（李辉等，２０１４）把此散射体分解成２１个

Ｇａｂｏｒ函数，通过高斯波包法计算出每个Ｇａｂｏｒ函

数的散射波，按公式（３１）叠加后的整个散射波场如

图１１ｂ所示，图１１ｃ是利用ＦＤ计算的散射波场，对

比两者可知在单层模型中本文方法仍然有效．用

Ｇａｂｏｒ函数描述散射体，通过高斯波包正演算子计

算散射波的一个特点是可以考察散射体哪些部分对

观测到的散射波有贡献．因为整体散射波的计算由

所有Ｇａｂｏｒ散射体的高斯波包叠加得到，所以对观

测波场有贡献的高斯波包对应的 Ｇａｂｏｒ散射体被

认为是有效的．对图１１ｂ中整体散射波有贡献的

Ｇａｂｏｒ函数线性叠加结果如图１１ｄ所示，由此可知，

利用图１１ｂ所示的单炮数据做偏移或反演时只能得

到图１１ｄ中的一部分结果（剖面、成像道集、扰动模

型等），因此本文模拟方法在实际应用时也不需要对

所有Ｇａｂｏｒ函数表达的模型扰动进行偏移或反演．

６．３　理论模型实验

针对一个理论模型，利用高斯波包模拟散射波

的理论，结合公式（３０）和（３１）的散射体分解及散射

波合成策略，模拟地表观测的单炮数据，并把模拟结

果与ＦＤ对比．理论模型的速度参数如图１２ａ所示，

模型参数和观测参数列于表３中．背景模型在理论

模型的基础上通过平滑得到，背景模型速度场如图

１２ｂ所示，标准模型与背景模型作差可得到速度差，
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图１２　理论模型速度场（ａ），光滑的背景速度场（ｂ），相应速度差（ｃ）与散射体（ｄ）

Ｆｉｇ．１２　Ｔｈｅｔｒｕｅｖｅｌｏｃｉｔｙｍｏｄｅｌ（ａ），ｔｈｅｓｍｏｏｔｈｅｄｏｎｅ（ｂ），ｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ

ｏｆｔｈｅａｂｏｖｅｔｗｏｖｅｌｏｃｉｔｙｍｏｄｅｌｓ（ｃ），ａｎｄｔｈｅｓｃａｔｔｅｒｅｒ（ｄ）

图１３　有限差分法模拟的共炮点道集

三炮数据的震源分别位于（ａ）（１５００ｍ，１０ｍ），（ｂ）（３０００ｍ，１０ｍ），（ｃ）（４５００ｍ，１０ｍ）．

Ｆｉｇ．１３　ＴｈｅｃｏｍｍｏｎｓｈｏｔｇａｔｈｅｒｓｓｉｍｕｌａｔｅｄｗｉｔｈＦＤｍｅｔｈｏｄ

Ｔｈｅｓｏｕｒｃｅｓｌｏｃａｔｅｄａｔ（ａ）（１５００ｍ，１０ｍ），（ｂ）（３０００ｍ，１０ｍ），（ｃ）（４５００ｍ，１０ｍ）．

利用公式（２）计算得到散射体的空间分布，准确速度

差与散射体分别展示于图１２ｃ和图１２ｄ中，散射体

分布在反射界面附近．利用第２节和第４节的公式

及策略，计算图１２ｄ表示的散射体产生的散射波．正

演实验中分别利用高斯波包和ＦＤ模拟了表３所示

观测系统中２０１炮数据的散射波场，图１３ａ、１３ｂ、

１３ｃ是利用ＦＤ模拟的三个共炮点道集，炮点分别位

于（１５００ ｍ，１０ ｍ）、（３０００ ｍ，１０ｍ）、（４５００ ｍ，

１０ｍ），图１４ａ、１４ｂ、１４ｃ是高斯波包法计算的相应的

三炮散射波，两种方法计算结果的走时、振幅和子波

相位特征均一致，只是在观测范围的边界附近子波

有差异，如图中箭头标识区域所示，相对ＦＤ模拟结

果，高斯波包的子波较窄，主频较高．以ＦＤ模拟结

果为标准，高斯波包在计算大角度散射波时精度比

小角度低，这与６．１节的结论一致．

表３　理论模型参数与观测系统参数

犜犪犫犾犲３　犜犺犲狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳犿狅犱犲犾犪狀犱犵犲狅犿犲狋狉狔

工区ＣＤＰ范围 ０～６００ 工区ＣＤＰ间隔 １０ｍ

深度采样点数 ２０１ 深度采样间隔 １０ｍ

炮检点深度 １０ｍ 炮间距 ２０ｍ

炮点范围 １０００～５０００ｍ 炮数 ２０１

观测方式 双边对称接收 偏移距范围 －１０００～１０００ｍ

检波点间距 ２０ｍ 每炮检波点数 １０１
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图１４　高斯波包模拟的共炮点道集

三炮数据的震源分别位于（ａ）（１５００ｍ，１０ｍ），（ｂ）（３０００ｍ，１０ｍ），（ｃ）（４５００ｍ，１０ｍ）．

Ｆｉｇ．１４　ＴｈｅｃｏｍｍｏｎｓｈｏｔｇａｔｈｅｒｓｓｉｍｕｌａｔｅｄｗｉｔｈＧａｕｓｓｉａｎｐａｃｋｅｔ

Ｔｈｅｓｏｕｒｃｅｓｌｏｃａｔｅｄａｔ（ａ）（１５００ｍ，１０ｍ），（ｂ）（３０００ｍ，１０ｍ），（ｃ）（４５００ｍ，１０ｍ）．

７　结论

速度模型可分成背景部分和扰动部分（散射

体），波场在背景模型中传播遇到散射体时产生散射

波场．当散射体在空间的分布是一个 Ｇａｂｏｒ函数

时，相应的散射波可用高斯束（频率域）或高斯波包

（时间域）描述．这就给散射波的模拟与偏移、层析等

应用提供了新的思路———在Ｇａｂｏｒ变换域以Ｇａｂｏｒ

函数为框架描述散射体，散射波的正演工具为高斯

束和高斯波包．

本文在常密度声波假设下推导了利用高斯束和

高斯波包计算 Ｇａｂｏｒ散射体产生散射波的具体方

法．与刚度系数和密度为模型参数的弹性理论下的

散射波模拟方法相比，常密度声波方程中散射波模

拟方法的主要不同之处在于散射高斯束（或高斯波

包）的个数以及高斯束（或高斯波包）的初始振幅．此

外，三维介质和二维介质中的高斯束（或高斯波包）

初始振幅也有差异．常密度声波假设下高斯束与高

斯波包初始振幅在三维和二维介质中的计算方法是

本文的主要理论工作．

在上述理论方法的基础上，本文在时间域利用

高斯波包算子实现了一个散射体单元（Ｇａｂｏｒ函数）

产生的散射波的计算．计算结果与ＦＤ对比，两者在

时间域非常相似，频率域中高斯波包法与ＦＤ计算

的结果稍有差异，前者是一个单一的窄带信号，后者

是若干个窄带信号，但后者的主要能量仍然集中于

一个窄带信号中，文中对此现象做了具体分析．

同一高斯波包描述的散射体，背景波场入射方

向不同时，高斯波包计算散射波的精度不同，文中实

验对此做了精度分析，入射角度越小精度越高．总体

误差低于９％，可见本文推导的振幅计算公式精度

较高．

多Ｇａｂｏｒ函数表达的散射体所产生的散射波

实验中给出了计算散射波的具体策略．从对水平层

散射体的高斯波包散射波模拟实验中，通过分析可

知哪些局部散射体对观测数据有影响，哪些局部散

射体对观测数据没有影响，这点在偏移和层析等应

用中很重要．

针对理论速度模型，模拟了相应的地表观测数

据．本文方法与ＦＤ的对比说明本文方法可以保证

模拟波场的精度．但在大偏移距部分稍有差异，这与

前文中 “大角度模拟精度小于小角度”的结论一致．

高斯波包计算散射波的方法主要基于如下几个

假设：零阶 ＷＫＢＪ近似、一阶Ｂｏｒｎ近似和入射波无

限宽频．这些假设限制了方法的精度．但由于高斯波

包方法效率高、应用灵活、易于处理局部数据，所以

本文散射波模拟方法在偏移、反演中有一定的应用

前景．

致谢　感谢中国石化集团公司科技部及中国石化石

油物探技术研究院（南京）对 ＷＰＩ研究组及本项研

究的支持．

附录Ａ　公式（８）中变量的物理意义

公式（４）所示背景波场的走时犜（狓^′）在Ｇａｂｏｒ
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散射体扰动的中心点狓^α 的值记为犜（狓^α）．犜（狓^α）在

点狓^α 附近的一阶和二阶微分简写为

　　　　犜
α
，犻＝犜／狓^′犻 狓＾α， （Ａ１）

　　　　犜
α
，犻犼＝

２犜／狓^′犻狓^′犼 狓＾α． （Ａ２）

公式（５）所示格林函数的走时为τ（狓^，狓^′），狓^′和狓^分

别是格林函数的源点和观测点．τ（狓^，狓^′）在点狓^和

狓^′附近的一阶和二阶微分简写成

　　τ，犻（狓^，狓^′）＝τ（狓^，狓^′）／狓犻， （Ａ３）

　　τ′，犻（狓^，狓^′）＝τ（狓^，狓^′）／狓′犻， （Ａ４）

　　τ，犻犼（狓^，狓^′）＝
２
τ（狓^，狓^′）／狓犻狓犼， （Ａ５）

　　τ′，犻犼（狓^，狓^′）＝
２
τ（狓^，狓^′）／狓犻狓′犼， （Ａ６）

　　τ″，犻犼（狓^，狓^′）＝
２
τ（狓^，狓^′）／狓′犻狓′犼． （Ａ７）

散射波场在主散射路径上的点为狓^０，点源为狓^
α

的格林函数走时及其微分在点狓^０ 处的值τ（狓^０，狓^
α）、

τ，犻（狓^０，狓^
α）、τ，犻犼（狓^０，狓^

α）、τ′，犻（狓^０，狓^
α）、τ′，犻犼（狓^０，狓^

α）和τ″，犻犼（狓^０，

狓^α）分别简写成τ
０、τ

０
，犻、τ

０
，犻犼、τ

０′
，犻、τ

０′
，犻犼 和τ

０″
，犻犼 ．点源为狓^

α

的格林函数走时及其微分在点狓^ 处的值τ（狓^，狓^α）、

τ′，犻（狓^，狓^
α）和τ′，犻犼（狓^，狓^

α）分别简记为τα（狓^）、τα
′
，犻（狓^）和

τ
α″
，犻犼（狓^）．

背景波场走时和格林函数走时之和是单点散射

波（散射体是一个点）的走时，写成如下形式：

θ（狓^，狓^′）＝犜（狓^′）＋τ（狓^，狓^′）， （Ａ８）

把θ（狓^，狓^′）在Ｇａｂｏｒ函数的中心点狓^α 附近做泰勒

展开，有

θ（狓^，狓^′）＝θα（狓^）＋∑
３

犻＝１

θ
α′
，犻（狓^）Δ狓′犻

＋∑
３

犻＝１
∑
３

犼＝１

０．５θ
α″
，犻犼（狓^）Δ狓′犻Δ狓′犼， （Ａ９）

其中

　　　 θ
α（狓^）＝犜α＋τα（狓^）， （Ａ１０ａ）

　　　　θ
α′
，犻（狓^）＝犜

α
，犻＋τ

α′
，犻（狓^）， （Ａ１０ｂ）

　　　 θ
α″
，犻犼（狓^）＝犜

α
，犻犼＋τ

α″
，犻犼（狓^）． （Ａ１０ｃ）

θ
α（狓^）、θα

′
，犻（狓^）和θ

α″
，犻犼（狓^）在主散射路径上的点狓^０附近

做泰勒展开，有

θ
α（狓^）＝犜α＋τ

０
＋∑

３

犻＝１

τ
０
，犻Δ狓犻＋∑

３

犻＝１
∑
３

犼＝１

０．５τ
０
，犻犼Δ狓犻Δ狓犼，

（Ａ１１ａ）

θ
α′
，犻
（狓^）＝犜α，犻＋τ

０′
，犻＋∑

３

犼＝１

τ
０′
，犼犻Δ狓犼， （Ａ１１ｂ）

θ
α″
，犻犼
（狓^）＝θ

０″
，犻犼． （Ａ１１ｃ）

附录Ｂ　高斯束计算Ｇａｂｏｒ散射体产生的散

射波相位部分

这里首先给出复数相位的计算公式，之后讨论

公式中相位函数二阶导数的计算方法．（８）式中主频

ω０ 对应的相位部分利用高斯束计算的公式为

　犜
α

ω０
（狓）＝犜α＋τ

０
＋∑

２

犐＝１
∑
２

犑＝１

０．５狇
（狇）

犐 犕犐犑狇
（狇）

犑 ．（Ｂ１）

此时狓^０ 取点狓^在射线上的垂足，犕犐犑是相位函数在

射线中心坐标系狇１ 和狇２ 方向的Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵犕 中

的元素．主频ω０ 附近的频率ω对应的散射波相位部

分计算公式写成

犜
α

ω
（狓）＝犜

α

ω０
＋∑

２

犐＝１

狇犐犕犐４Δω／ω＋０．５犕４４（Δω／ω）
２，

（Ｂ２）

其中犕犐４是相位函数在空间和频率方向混合二阶导

数向量犕４ 的元素，犕４４则表达了相位函数在频率方

向的二阶导数．

已知初始矩阵 犕α 时，高斯束相位函数在射线

中心坐标系狇１ 和狇２ 方向的Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵犕 为

犕 ＝犘犙
－１，

犙＝犙１＋犙２犕
α，

犘＝犘１＋犘２犕
α，

（Ｂ３）

其中

犙１ 犙２

犘１ 犘

烄

烆

烌

烎２
（Ｂ４）

是动力学射线追踪传播矩阵（Ｃ̌ｅｒｖｅｎ，２００１）．高斯

束相位函数在垂直射线方向的空间二阶导数初值为

犕α ＝犜
（狇）＋ｉ犓

（狇）／ω０－犿犿
Ｔ／犿， （Ｂ５）

其中，犜
（狇）是入射波走时在射线中心坐标系中点狓^α

处对空间微分 Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵的左上２×２子矩阵，即

相位函数在射线中心坐标系狇１ 和狇２ 方向的二阶导

数，射线中心坐标系中完整的 Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵写成

犜^
（狇）＝

犜
（狇） 犜

（狇）

３

犜
（狇）Ｔ
３ 犜

（狇）

烄

烆

烌

烎３３

， （Ｂ６）

矩阵犜^
（狇）可利用笛卡儿坐标系下Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵通过

Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵犺计算得到，其中第犪行第犫列元素

犜
（狇）
，犪犫 ＝∑

３

犻＝１
∑
３

犼＝１

犺
犻

犪
（狓α）犜α，犻犼犺

犼
犫
（狓α）； （Ｂ７）

Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵犺^是笛卡儿坐标系向射线中心坐标系

变换的旋转矩阵，

犺^＝

狓１／狇１ 狓２／狇１ 狓３／狇１

狓１／狇２ 狓２／狇２ 狓３／狇２

狓１／狇３ 狓２／狇３ 狓３／狇

烄

烆

烌

烎３

，（Ｂ８）
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其中第犻列向量是笛卡儿坐标系中的第犻个坐标轴

单位向量在射线中心坐标系中的元素，第犪行向量

是射线中心坐标系中的第犪个坐标轴单位向量在笛

卡儿坐标系中的元素．^犓
（狇）是Ｇａｂｏｒ函数参数犓α在

射线中心坐标系中的表达形式，

犓^
（狇）＝

犓
（狇） 犓

（狇）

３

犓
（狇）Ｔ
３ 犓

（狇）

烄

烆

烌

烎３３

． （Ｂ９）

同样可利用坐标转化矩阵犺^计算得到犓^
（狇）

犓
（狇）

犪犫 ＝∑
３

犻＝１
∑
３

犼＝１

犺
犻

犪
（狓α）犓α犻犼犺

犼
犫
（狓α）． （Ｂ１０）

（Ｂ５）式中的犿和犿 分别为

犿＝犜
（狇）

３ －犕
α
３＋ｉ犓

（狇）

３
／ω０ （Ｂ１１）

和

犿＝犜
（狇）
，３３－犕

α
３３＋ｉ犓

（狇）

３３
／ω０． （Ｂ１２）

　　相位函数的空间一阶导数在频率方向的一阶导

数犕４ 和频率方向的二阶导数犕４４ 可利用如下公式

计算：

　　 犕４ ＝ （犙
－１）Ｔ犕α４， （Ｂ１３）

　　犕４４ ＝ 犕
α
４４－犕

αＴ

４
［犙

－１

２犙１＋犕
α］－１犕α４， （Ｂ１４）

其初值为

　　 犕
α
４ ＝－（犽

（狇）－犿犽
（狇）

３
／犿）／ω０， （Ｂ１５）

　　犕
α
４４ ＝－犽

（狇）２

３
／（犿ω

２

０
）， （Ｂ１６）

初值公式中犿和犿 用（Ｂ１１）和（Ｂ１２）式计算，犽
（狇）为

射线中心坐标系中的Ｇａｂｏｒ参数犽^中的元素，有

犽^＝ （犽
（狇），犽

（狇）

３
）Ｔ， （Ｂ１７）

可通过坐标转换矩阵犺^计算

犽
（狇）

犪 ＝∑
３

犻＝１

犺
犻

犪犽
α
犻． （Ｂ１８）

　　主频率附近其他频率成分对应的高斯束中心射

线路径和主频率成分对应的高斯束中心射线路径不

同，但仍然可通过（Ｂ２）式利用主频率散射成分的中

心射线计算，其中等号右端第二项说明了这种现象．

更详细的解释参见Ｋｌｉｍｅ（２０１２）的工作．

附录Ｃ　高斯波包计算Ｇａｂｏｒ散射体产生的

散射波相位部分

Ｇａｂｏｒ散射体的散射波利用高斯波包计算时，

公式（２０）中相位部分的计算可通过（Ｃ１）式实现

犜（狓^，狋）＝狆^
Ｔ（狓^－狓^０）＋０．５［（狓^－狓^０）

Ｔ犕^（狓^－狓^０）］，

（Ｃ１）

其中矩阵 犕^ 是相位函数对空间坐标的二阶导数，

犕^ ＝
犕 犕３

犕
Ｔ

３ 犕

烄

烆

烌

烎３３
， （Ｃ２）

犕 ＝
犕１１ 犕１２

犕２１ 犕

烄

烆

烌

烎２２
， （Ｃ３）

犕３ ＝ （犕１３，犕２３）
Ｔ， （Ｃ４）

犕犻犼是相位函数在射线中心坐标系中第犻和第犼个

方向的二阶混合偏导数．根据高斯波包的基础理论，

可通过（Ｃ５）—（Ｃ９）式计算

　　犕 ＝ （犘１＋犘２犕
α）（犙１＋犙２犕

α）－１， （Ｃ５）

　 　犕４ ＝ ［（犙１＋犙２犕
α）－１］Ｔ犕α４， （Ｃ６）

　　犕４４ ＝犕
α
４４－犕

αＴ

４
（犙１＋犙２犕

α）－１犙２犕
α
４
， （Ｃ７）

　　 犕３ ＝－狏
－１犕４－狏

－２犞， （Ｃ８）

　　犕３３ ＝狏
－２［犕４４－犞３］． （Ｃ９）

其中

犕４ ＝ （犕１４，犕２４）
Ｔ （Ｃ１０）

是辅助变量，

犞＝ （犞１，犞２）
Ｔ， （Ｃ１１）

犞犻是速度于射线中心坐标系中第犻个坐标方向偏

导数在点狓^０ 处的值．相位函数的空间二阶导数在

Ｇａｂｏｒ散射体中心位置的初始值为

　 　　　犕
α
ＧＰ＝犕

α
－（犕

α
４４
）－１犕α

４犕
αＴ

４
， （Ｃ１２）

　　 　　犕
α
ＧＰ４＝ （犕

α
４４
）－１犕α

４
， （Ｃ１３）

　　　　犕
α
ＧＰ４４＝－（犕

α
４４
）－１． （Ｃ１４）

把式（Ｂ５）、（Ｂ１５）和（Ｂ１６）代入式（Ｃ１２）得到

犕
α
ＧＰ＝犜

（狇）＋ｉω
－１

０犓
（狇）－（犽

（狇）／犽
（狇）

３
）犿Ｔ－（犿犽

（狇））Ｔ／犽
（狇）

３

＋犿（犽
（狇）／犽

（狇）

３
）（犽

（狇）／犽
（狇）

３
）Ｔ， （Ｃ１５）

把式（Ｂ１５）和（Ｂ１６）代入式（Ｃ１３）得到

犕
α
ＧＰ４＝ω

０／犽
（狇）

３
（犿犽

（狇）／犽
（狇）

３ －犿）， （Ｃ１６）

把式（Ｂ１６）代入式（Ｃ１４）得到

犕
α
ＧＰ４４＝犿（ω

０／犽
（狇）

３
）２． （Ｃ１７）

至此可利用（Ｃ１）式计算出高斯波包的相位部分，其

中的矩阵 犕^ 通过公式（Ｃ５）—（Ｃ９）得到，初值为

（Ｃ１５）—（Ｃ１７）．
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