
书书书

第５８卷 第４期

２０１５年４月

地　球　物　理　学　报
ＣＨＩＮＥＳＥ　ＪＯＵＲＮＡＬ　ＯＦ　ＧＥＯＰＨＹＳＩＣＳ

Ｖｏｌ．５８，Ｎｏ．４

Ａｐｒ．，２０１５

曾小牛，李夕海，贾维敏等．２０１５．位场各阶垂向导数换算的新正则化方法．地球物理学报，５８（４）：１４００１４１０，ｄｏｉ：１０．６０３８／

ｃｊｇ２０１５０４２６．

ＺｅｎｇＸＮ，ＬｉＸＨ，ＪｉａＷ Ｍ，ｅｔａｌ．２０１５．Ａｎｅｗｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｆｏｒｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇｔｈｅｖｅｒｔｉｃａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓｏｆｔｈｅｐｏｔｅｎｔｉａｌ

ｆｉｅｌｄ．犆犺犻狀犲狊犲犑．犌犲狅狆犺狔狊．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ），５８（４）：１４００１４１０，ｄｏｉ：１０．６０３８／ｃｊｇ２０１５０４２６．

位场各阶垂向导数换算的新正则化方法

曾小牛，李夕海，贾维敏，刘代志

第二炮兵工程大学，西安　７１００２５

摘要　位场垂向导数大量应用于位场数据处理与解释中．当前广泛采用的位场各阶垂向导数换算方法为基于

Ｌａｐｌａｃｅ方程并结合波数域和空间域方法的具有递推特性的ＩＳＶＤ（ｉｎｔｅｇｒａｔｅｄｓｅｃｏｎｄｖｅｒｔｉｃａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ）算法．本文

在位场垂向导数换算的正则化方法和径向平均功率谱的基础上，提出一种位场各阶垂向导数换算的新正则化方

法．新正则化方法仅需通过分析位场径向平均功率谱来确定一个截止波数，即可稳定换算位场各阶垂向导数．理论

模型和实测数据实验结果表明：（１）新正则化方法物理意义明确、计算简单，且各阶垂向导数换算的稳定性和精度

明显优于ＩＳＶＤ算法；（２）在用新正则化方法求得各阶垂向导数的基础上，利用泰勒级数法可以获得大深度、高精度

的位场向下延拓结果．
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１　引言

在位场数据的处理方法技术中，垂向导数在划

分区域场和局部异常、分离叠加异常、边界识别

（Ｖｅｒｄｕｚｃｏｅｔａｌ．，２００４；王万银等，２０１０；马国庆

等，２０１２；王彦国等，２０１３）、异常反演（Ｍａｒｓｏｎａｎｄ

Ｋｌｉｎｇｅｌｅ，１９９３；Ｃｏｏｐｅｒ，２００４；Ｄｏｏｅｔａｌ．，２００７；

张恒磊等，２０１２；马国庆等，２０１４ｂ）等方面都有重

要作用．通常认为，垂向导数的换算是不稳定的，且

阶数越高，换算越不稳定．位场垂向导数换算的方法

很多，但大致可以分为两类：一是空间域法；二是波

数域法．空间域法包括最初的量板法和泰勒级数近

似法（曾华霖，２００５；管志宁，２００５）、边界单元法和

有限元法（徐世浙，１９８４ａ，１９８４ｂ）、样条函数法（王

硕儒等，１９８７；汪炳柱，１９９６；姚长利等，１９９７；

Ｗａｎｇｅｔａｌ．，２００８）等．波数域法包括原始的常规算

子法、维纳滤波法（Ｃｌａｒｋｅ，１９６９；ＧｕｐｔａａｎｄＲａｍａｎｉ，

１９８２）、补偿圆滑滤波法（侯重初，１９８１）、正则化方法

（Ｐａｔｅｋａｅｔａｌ．，２００９）等．针对Ｆｏｕｒｉｅｒ变换复数运

算的复杂性，两种实数域内的变换：余弦变换（张凤

旭等，２００６，２００７）和 Ｈａｒｔｌｅｙ变换（Ｓｕｎｄａｒａｒａｊａｎａｎｄ

Ｂｒａｈｍａｍ，１９９８；魏雅利和骆遥，２０１１）被引入到垂

向导数的换算，但这两种变换方法仅仅是计算量的

减少，垂向导数换算的精度并没有提高（刘东甲等，

２０１２；马国庆等，２０１４ａ）．为了避免高阶垂向导数

换算的不稳定性，也有文献采用分数阶垂向导数

（Ｇｕｎｎｅｔａｌ．，１９９７；ＣｏｏｐｅｒａｎｄＣｏｗａｎ，２００３，２００４；

ＣｏｗａｎａｎｄＣｏｏｐｅｒ，２００５）来平衡特征增强效果和噪

声放大效应．

Ｆｅｄｉ和Ｆｌｏｒｉｏ（２００１）基于位场及其各阶垂向导

数都满足Ｌａｐｌａｃｅ方程的基本原理，提出空间域和

频率域相结合的换算各阶垂向导数的ＩＳＶＤ（ｉｎｔｅｇｒａｔｅｄ

ｓｅｃｏｎｄｖｅｒｔｉｃａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ）算法．该方法首先在频率域

中对位场进行垂向积分得到位场的标量位，然后在

空间域采用有限差分法分别求原位场及其标量位的

水平二阶导数，并由Ｌａｐｌａｃｅ方程计算各自的垂向

二阶导数，进而分别得到位场的垂向一阶和二阶导

数，最后以此类推，得到位场的各阶垂向导数．目前，

ＩＳＶＤ算法已经成为稳定求解位场各阶垂向导数的

主流方法，在位场数据处理的许多领域中得到广泛

应用（ＦｅｄｉａｎｄＦｌｏｒｉｏ，２００２；Ｔｒｏｍｐａｔ，２００３；Ｃｏｏｐｅｒ，

２００４；翟国君等，２０１１；Ｐａｏｌｅｔｔｉｅｔａｌ．，２０１３；卞光

浪等，２０１４）．

本文提出一种新的正则化方法用于位场各阶垂

向导数的换算．新正则化方法从位场径向平均功率
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谱（ＳｐｅｃｔｏｒａｎｄＧｒａｎｔ，１９７０）的物理特性出发，定

义一个截止波数来划分位场功率谱，并由此构建更

优的正则低通滤波函数；然后，令定义的截止波数等

于正则低通滤波函数的截止波数来求解正则参数．

新正则化方法具有物理意义明确、计算简单的优点．

通过单个和组合理论重力模型及实测航磁数据对基

于ＩＳＶＤ算法和新正则化方法的位场各阶垂向导数

换算和泰勒级数法向下延拓进行了对比实验，结果

表明，新正则化方法优势明显．

２　位场垂向导数换算的正则化方法及

其改进

位场犜（狓，狔）与其各阶垂向导数犇犻（狓，狔）（犻代

表阶数）在波数域的关系式为

犇犻（ω狓，ω狔）＝ （２πω狉）
犻·犜（ω狓，ω狔）， （１）

其中，犜（ω狓，ω狔）和犇犻（ω狓，ω狔）分别为犜（狓，狔）和

犇犻（狓，狔）的Ｆｏｕｒｉｅｒ变换结果；ω狓 和ω狔分别为狓和

狔方向的波数；ω狉 ＝ ω
２

狓＋ω
２

槡 狔
为径向波数；（２πω狉）

犻

为各阶垂向导数算子．由于 （２πω狉）
犻 的噪声放大特

性，导致换算结果犇犻（ω狓，ω狔）的不稳定性，且导数的

阶数越高，换算结果越不稳定．

针对求解形如（１）式的不稳定问题，Ｔｉｋｈｏｎｏｖ

正则化是一种广泛应用的方法，它指的是求解一个

极小化的正则化泛函（王彦飞，２００７；Ｐａｔｅｋａｅｔ

ａｌ．，２００９）

　　ｍｉｎ｛‖（２πω狉）－犻·犇犻（ω狓，ω狔）－犜（ω狓，ω狔）‖２

　　　＋α‖犇犻（ω狓，ω狔）‖
２｝， （２）

其中，α为正则参数，用于平衡不稳定性及光滑性．

上述极小化问题的解为

犇
α
犻
（ω狓，ω狔）＝ （２πω狉）

犻 １

１＋α（２πω狉）
２犻犜（ω狓，ω狔），（３）

其中，犇α犻（ω狓，ω狔）表示正则垂向导数换算结果．由（３）

式可见，Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则垂向导数换算算子可分为两部

分：常规垂向导数换算算子部分 （２πω狉）
犻和Ｔｉｋｈｏｎｏｖ

正则低通滤波函数部分犉犻，α ＝
１

１＋α（２πω狉）
２犻．正是

由于正则低通滤波函数抑制了犜（ω狓，ω狔）中的噪声

干扰，才使 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则垂向导数换算的结果趋

于稳定．

定性地讲，如果我们简单地假设将实际观测位

场犜（ω狓，ω狔）看成是深源长波长位场犜ｄ（ω狓，ω狔）与

浅源短波长位场犜ｓ（ω狓，ω狔）的叠加

犜（ω狓，ω狔）＝犜ｄ（ω狓，ω狔）＋犜ｓ（ω狓，ω狔）， （４）

则类似于优选延拓（Ｐａｗｌｏｗｓｋｉ，１９９５）的思想，我们

在设计优化的正则低通滤波函数犉′犻，α时，犉′犻，α仅仅

只需要抑制浅源短波长位场犜ｓ（ω狓，ω狔）中的噪声部

分，而保持深源长波长位场犜ｄ（ω狓，ω狔）不变，如此，

则直观上可以获得更好的换算效果．由此，我们提出

如下改进的正则低通滤波函数

犉′犻，α＝

１ ω狉≤ωｃ

１

１＋α（２πω狉）
２犻 ω狉＞ω

烅

烄

烆
ｃ

， （５）

其中，ωｃ定义为将犜（ω狓，ω狔）划分为犜ｄ（ω狓，ω狔）和

犜ｓ（ω狓，ω狔）的截止波数．

３　基于径向平均功率谱的正则参数选

取方法

正则化方法实现的关键在于最优正则参数的选

取，其关系到正则化方法的计算精度和计算时间．常用

的正则参数选取方法有Ｌ曲线法、ＧＣＶ（ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ

ｃｒｏｓｓｖａｌｉｄａｔｉｏｎ）法、拟最优准则（或称 Ｃ范数法

（Ｐａｔｅｋａｅｔａｌ．，２００９；Ｚｈａｎｇｅｔａｌ．，２０１３））、偏差

准则等（王彦飞，２００７）．这些方法的共同点是：首

先，设定一个取值范围较广的等比级数序列作为正

则参数的离散值，当然，为了提高计算精度，离散值

的个数越多越好；其次，计算每个离散正则参数对应

的正则化结果，然后，根据一定的准则来选择最优的

正则参数．比如，Ｌ曲线法的拐点或最大曲率、ＧＣＶ

曲线的最小值、Ｃ范数曲线的局部最小值、满足偏差

准则方程的正则参数等．从以上的描述可知，要得到

精确的最优正则参数，上述所有正则参数选取方法

都存在计算量偏大的问题．本文拟在分析位场径向

平均功率谱、定义其截止波数的基础上，得出正则参

数和截止波数的关系，将正则参数的选取问题转换

为确定径向功率谱的截止波数，以此来避免常规正

则参数计算量偏大的问题．

Ｓｐｅｃｔｏｒ和Ｇｒａｎｔ（１９７０）提出径向平均功率谱

的概念，并被广泛应用于位场数据处理（Ｍａｕｓａｎｄ

Ｄｉｍｒｉ，１９９５；Ｒａｖａｔｅｔａｌ．，２００７；郭良辉等，２０１２；

Ｇｕｏｅｔａｌ．，２０１３）．径向谱的定义如下：设位场数据

的功率谱为犘（ω狓，ω狔），其在径向方向上的取值

为犘′（ω狉，），则

犘′（ω狉，）＝犘（ω狉ｃｏｓ，ω狉ｓｉｎ）， （６）

其中， 为径向与ω狓 轴的夹角．当 取定值时，

犘′（ω狉，）仅是ω狉的函数．求取径向平均功率谱的具
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体实施步骤为：（１）求位场功率谱；（２）以位场功率谱

的中心作圆，圆的半径分别为基频的整数倍，从而形

成一系列环带；（３）取环带内所有点的功率谱值作其

平均值；（４）以径向波数ω狉为横坐标，各频带内功率

谱平均值作为纵坐标（取对数坐标），即可得径向平

均功率谱．

一个假想的径向平均功率谱如图１所示．从图

１可知，如果假设观测噪声为白噪声，则与位场信号

不相关的白噪声的功率谱应该为常数，即对应于图

１中的水平部分．如此，对于位场的径向平均功率

谱，存在一个截止径向波数ω′ｃ将位场信号谱和噪声

谱大致分开．

图１　径向平均功率谱示意图

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｆｏｒｔｈｅｒａｄｉａｌｌｙ

ａｖｅｒａｇｅｄｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒｕｍ

在第２节中，我们正好需要确定一个截止波数

ωｃ来定义改进的正则低通滤波函数犉′犻，α．由此，可以

简单地定义ωｃ为通过径向平均功率谱确定的截止

径向波数ω′ｃ．同时，如果设定截止波数ωｃ为正则低

通滤波函数犉犻，α 的截止波数（定义为犉犻，α 的值降为

０．５时的ω狉值），则可以简单地得到正则参数α和截

止波数ωｃ的关系为

α＝ （２πωｃ）
－２犻． （７）

将（７）式代入（５）式，可得本文改进的正则低通滤波

函数为

犉′犻，ωｃ＝

１ ω狉≤ωｃ

１

１＋（ω狉／ωｃ）
２犻 ω狉＞ω

烅

烄

烆
ｃ

． （８）

　　当然，也存在截止波数ω′ｃ不易确定的情况．主

要有以下两种情况：（１）重磁位场实际数据在进行诸

如求导、化极、向下延拓等不稳定换算时，通常先进

行低通滤波预处理以减少高频噪声对换算结果的影

响（曾华霖，２００５；管志宁，２００５）．低通滤波后的重

磁位场数据，由于高频噪声被滤除，功率谱曲线转折

点不明显，导致截止波数不易确定；（２）当重磁位场

实际数据高频分量比较丰富且噪声干扰少时，重磁

位场实际数据高频分量的径向功率谱容易淹没高频

噪声的径向功率谱，导致截止波数不易确定．针对以

上两种情况，在应用本文方法进行垂向导数换算时，

不需对重磁位场实际数据进行低通滤波预处理，且

原始数据噪声干扰越大越易确定截止波数．同时，对

于噪声干扰少的高精度重磁位场数据，可适当添加

白噪声以利于确定截止波数．由正则低通滤波函数

犉′犻，ωｃ的滤波特性，添加的白噪声将被滤除而对换算

结果不会产生影响．

４　理论模型实验

４．１　单个球体模型

球心位于坐标原点，埋深为２．５ｋｍ，半径为２ｋｍ，

点、线距同为０．１ｋｍ，与围岩密度差为１ｇ·ｃｍ
－３的

球体所引起的重力异常如图２ａ所示．为模拟实际情

况，给原始重力异常值增加零均值、方差为０．０２的

高斯白噪声（信噪比为２９．８４ｄＢ），其结果如图２ｂ

所示．计算含噪重力异常的径向平均功率谱，如图

２ｃ所示（虚线为径向谱中拟合得到的线性部分），则

通过功率谱形状分析，可将功率谱分为０～０．０００５９

和０．０００５９～０．００５两段．将前段视为信号部分，后

一段近似视为噪声部分，如此，则可以确定功率谱的

截止波数为ωｃ ＝０．０００５９．根据第３节末尾的分

析，在实际资料处理中，径向功率谱曲线的转折点可

能不明显而导致截止波数的确定存在偏差．为了研

究截止波数对各阶垂向导数换算的影响，另取两个

截止波数分别为ω
１

ｃ ＝０．０００３和ω
２

ｃ ＝０．０００９进行

正则各阶垂向导数换算实验．

在图２ｂ的基础上，分别采用ＩＳＶＤ算法和本文

提出的新正则化方法计算模型前三阶垂向导数．由

于ＩＳＶＤ算法在采用有限差分法计算位场及其梯度

的水平导数时会放大噪声，因此，在计算二阶及三阶

垂向导数前，我们采用５×５的平滑（均值）滤波器模

板对位场及其梯度进行了消噪处理．两种方法的计

算结果和理论值在主剖面的对比如图２ｄ、２ｅ、２ｆ所

示（本文方法仅显示截止波数为ωｃ＝０．０００５９时的

换算结果）．同时，各阶垂向导数的计算值犇ｃ（狓，狔）

和理论值犇ｔ（狓，狔）通过相对均方根误差Ｒｒｍｓｅ

（Ｒｅｌａｔｉｖｅｒｏｏｔｍｅａｎｓｑｕａｒｅｅｒｒｏｒ）（Ｗａｎｇｅｔａｌ．，２００８）
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图２　理论单个球体模型重力数据前三阶垂向导数效果对比

（ａ）重力数据等值线图；（ｂ）含噪重力数据等值线图及其（ｃ）径向对数功率谱；换算结果在主剖面的对比值：

（ｄ）一阶垂向导数，（ｅ）二阶垂向导数，（ｆ）三阶垂向导数．

Ｆｉｇ．２　Ｅｆｆｅｃｔｓｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｔｈｒｅｅｖｅｒｔｉｃａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｍｏｄｅｌｇｒａｖｉｔｙｄａｔａｆｏｒｔｈｅｓｉｎｇｌｅｓｐｈｅｒｅ

（ａ）Ｃｏｎｔｏｕｒｓｏｆｇｒａｖｉｔｙｄａｔａ；（ｂ）Ｃｏｎｔｏｕｒｓｏｆｇｒａｖｉｔｙｄａｔａｗｉｔｈｎｏｉｓｅａｎｄ（ｃ）ｉｔｓｒａｄｉａｌｌｙａｖｅｒａｇｅｄｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒｕｍ；Ｔｈｅｃｏｎｖｅｒｓｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ

ｉｎｔｈｅｍａｉｎｐｒｏｆｉｌｅｆｏｒ（ｄ）ｔｈｅｆｉｒｓｔｖｅｒｔｉｃａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ，（ｅ）ｔｈｅｓｅｃｏｎｄｖｅｒｔｉｃａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ，ａｎｄ（ｆ）ｔｈｅｔｈｒｅｅｖｅｒｔｉｃａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ．

Ｒｒｍｓｅ＝

１

犕∑

狓
ｍａｘ

狓＝１
∑

狔ｍａｘ

狔＝１

犇ｃ（狓，狔）－犇ｔ（狓，狔［ ］）
槡

２

（犇ｔ（狓，狔））ｍａｘ－（犇ｔ（狓，狔））ｍｉｎ

（９）

和相对误差Ｒｅ（Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒ）

Ｒｅ＝
‖犇ｃ（狓，狔）－犇ｔ（狓，狔）‖２

‖犇ｔ（狓，狔）‖２
（１０）

来定量分析换算误差，其结果如表１所示．由图

２ｄ—２ｆ和表１的对比可知：（１）新正则化方法计算

各阶垂向导数的稳定性和精度显著优于ＩＳＶＤ算

法；（２）由于ＩＳＶＤ算法计算高阶垂向导数是基于低

阶垂向导数，所以，误差会不断积累，这可以从表１

中的ＩＳＶＤ算法的三阶垂向导数换算误差明显高于

一阶垂向导数换算误差这一现象得出；（３）本文提出

的新正则化方法在计算各阶垂向导数时，虽然基于

同一截止波数，但各个计算都是独立的，不存在误差

的累积，因此，各阶垂向导数的计算误差都差不多；

（４）截止波数对本文方法的换算结果有一定影响，但

总体来说，误差属于可控范围，且所有误差都比ＩＳＶＤ

方法要小．

表１　犐犛犞犇算法和本文方法前三阶垂向导数换算误差对比

犜犪犫犾犲１　犜犺犲犮狅狀狏犲狉狊犻狅狀犲狉狉狅狉狊狅犳狋犺犲犳犻狉狊狋狋犺狉犲犲狏犲狉狋犻犮犪犾

犱犲狉犻狏犪狋犻狏犲狊犳狅狉犐犛犞犇犪狀犱狋犺犲狆狉狅狆狅狊犲犱犿犲狋犺狅犱

一阶导数 二阶导数 三阶导数

Ｒｒｍｓｅ

（％）

Ｒｅ

（％）

Ｒｒｍｓｅ

（％）

Ｒｅ

（％）

Ｒｒｍｓｅ

（％）

Ｒｅ

（％）

ＩＳＶＤ方法 ２．７８ ７．３０ ４．１７ １４．８０ １６．６８ ７４．４７

本文方法ωｃ ０．６２ ６．９０ ０．５４ ２．７１ ０．９０ ６．７３

本文方法ω
１
ｃ ０．７０ ７．０７ ０．９６ １４．１３ １．５１ ３０．０１

本文方法ω２ｃ ０．９１ ６．９８ １．９２ ７．９８ ４．９６ ２９．９０

４．２　组合球体模型

理论组合球体模型由两个不同深度层、不同大

小的７个球体组合而成，图３ａ显示了它们在直角坐

标系（设狕坐标向下为正）中的位置．各球体的具体

参数见表２．设点、线数同为５１２，点、线距都为５０ｍ．

实验中，以犺＝０ｍ高度的重力异常数据为观

测数据，并加入零均值、方差为０．０００５ｍＧａｌ的高斯

白噪声（信噪比为３６．０６ｄＢ）来模拟实际情况，其结

果如图３ｂ所示．首先，计算图３ｂ中含噪重力异常数

据的径向平均功率谱，如图３ｃ所示（虚线为径向谱
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图３　理论组合球体模型重力数据垂向二阶导数和向下延拓效果对比

（ａ）球体位置坐标系；（ｂ）犺＝０ｍ高度含噪重力数据等值线图及其（ｃ）径向对数功率谱；（ｄ）理论二阶垂向导数等值线图；两种方法

的垂向二阶导数换算结果：（ｅ）ＩＳＶＤ算法；（ｆ）本文方法；（ｇ）犺＝１０００ｍ高度重力数据等值线图；（ｈ）ＩＳＶＤ算法采用前三阶垂向

导数进行泰勒级数法向下延拓的结果；本文方法采用（ｉ）前三阶、（ｊ）前五阶、（ｋ）前七阶、（ｌ）前九阶垂向导数进行泰勒级数法向下延

拓的结果．

Ｆｉｇ．３　Ｅｆｆｅｃｔｓｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｓｅｃｏｎｄｖｅｒｔｉｃａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅａｎｄｄｏｗｎｗａｒｄｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎｂａｓｅｄ

ｏｎｔｈｅｍｏｄｅｌｇｒａｖｉｔｙｄａｔａｆｏｒｔｈｅｇｒｏｕｐｓｐｈｅｒｅ

（ａ）Ｌｏｃａｔｉｏｎｏｆｓｐｈｅｒｅｓｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｓｙｓｔｅｍ；（ｂ）Ｃｏｎｔｏｕｒｓｏｆｇｒａｖｉｔｙｄａｔａｗｉｔｈｎｏｉｓｅａｔ犺＝０ｍａｎｄ（ｃ）ｉｔｓｒａｄｉａｌｌｙａｖｅｒａｇｅｄｐｏｗｅｒ

ｓｐｅｃｔｒｕｍ；（ｄ）Ｃｏｎｔｏｕｒｓｏｆｔｈｅｅｘａｃｔｓｅｃｏｎｄｖｅｒｔｉｃａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｄａｔａ；ｔｈｅｃｏｎｖｅｒｓｉｏｎｓｅｃｏｎｄｖｅｒｔｉｃａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒ（ｅ）ｔｈｅＩＳＶＤ

ｍｅｔｈｏｄａｎｄ（ｆ）ｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｍｅｔｈｏｄ；（ｇ）Ｃｏｎｔｏｕｒｓｏｆｇｒａｖｉｔｙｄａｔａａｔ犺＝１０００ｍ；（ｈ）Ｔｈｅｄｏｗｎｗａｒｄｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅ

ＴａｙｌｏｒｓｅｒｉｅｓｍｅｔｈｏｄｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｔｈｒｅｅｖｅｒｔｉｃａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓｕｓｉｎｇｔｈｅＩＳＶＤａｌｇｏｒｉｔｈｍ；Ｔｈｅｄｏｗｎｗａｒｄ

ｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅＴａｙｌｏｒｓｅｒｉｅｓｍｅｔｈｏｄｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｏｆ（ｉ）ｔｈｅｆｉｒｓｔｔｈｒｅｅｖｅｒｔｉｃａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ，（ｊ）ｔｈｅｆｉｒｓｔｆｉｖｅ

ｖｅｒｔｉｃａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ，（ｋ）ｔｈｅｆｉｒｓｔｓｅｖｅｎｖｅｒｔｉｃａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓａｎｄ（ｌ）ｔｈｅｆｉｒｓｔｎｉｎｅｖｅｒｔｉｃａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓｕｓｉｎｇｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｍｅｔｈｏｄ．
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表２　仿真球体所用参数

犜犪犫犾犲２　犘犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳狊犻犿狌犾犪狋犻狅狀狊狆犺犲狉犲狊

编号
球体半径

（ｋｍ）
狓０
（ｋｍ）

狔０
（ｋｍ）

狕０
（ｋｍ）

剩余密度

（ｇ·ｃｍ－３）

１ １ ０ ０ ３．２ ２

２ ０．５ －２．５ ０ １．６ ２

３ ０．５ ２．５ ０ １．６ ２

４ ０．４ －１．０ －１．８ １．６ ２

５ ０．４ １．０ １．８ １．６ ２

６ ０．４ －２．０ １．６ １．６ ２

７ ０．４ ２．０ －１．６ １．６ ２

中拟合得到的线性部分）．通过功率谱形状分析，显

然可将功率谱分为三段，将前两段视为信号部分，后

一段近似视为噪声部分，如此，则可以确定功率谱的

截止波数为ωｃ＝０．０００８６．模型二阶垂向导数的理

论值如图３ｄ所示．分别采用ＩＳＶＤ算法和本文方法

在图３ｂ所示含噪重力异常数据的基础上求二阶导

数，其结果分别如图３ｅ（Ｒｒｍｓｅ＝５．７４％；Ｒｅ＝

４４．６５％）和图３ｆ（Ｒｒｍｓｅ＝０．７５％；Ｒｅ＝３．３９％）所示．

为了更加全面地对比各阶垂向导数的换算精

度，在ＩＳＶＤ算法和本文所提方法求得各阶垂向导

数的基础上，利用泰勒级数法进行位场的向下延拓

对比实验．位场泰勒级数法向下延拓的原理如下

（Ｅｖｊｅｎ，１９３６；ＦｅｄｉａｎｄＦｌｏｒｉｏ，２００２；卞光浪等，２０１４）

犜（狓，狔，狕１）＝犜（狓，狔，狕２）＋
犜

［ ］狕 狕
２

（狕１－狕２）

＋
１

２！

２犜

狕［ ］２
狕
２

（狕１－狕２）
２
＋…＋

１

犿！

犿犜

狕［ ］犿
狕
２

（狕１－狕２）
２，

（１１）

其中，犜（狓，狔，狕１）和犜（狓，狔，狕２）分别为狕＝狕１ 和

狕＝狕２平面上的位场值，且狕１ ＞狕２（狕轴向下为正）．

组合球体模型犺＝１０００ｍ高度的重力异常如图３ｇ

所示．向下延拓实验为将犺＝０ｍ高度的加噪重力

异常（图３ｂ）向下延拓到犺＝１０００ｍ高度，并与该高

度的理论重力异常值（图３ｇ）采用公式（９）和公式

（１０）（将各阶垂向导数值换成重力异常值）进行误差

对比．ＩＳＶＤ算法采用前三阶垂向导数进行位场向

下延拓的结果如图３ｈ（Ｒｒｍｓｅ＝３．９４％；Ｒｅ＝１０．３７％）

所示．本文方法采用前三阶、前五阶、前七阶、前九阶

进行位场向下延拓的结果分别如图３ｉ（Ｒｒｍｓｅ＝

１．０９％；Ｒｅ＝８．９９％）、图３ｊ（Ｒｒｍｓｅ＝０．８６％；Ｒｅ＝

４．８０％）、图３ｋ（Ｒｒｍｓｅ＝０．９６％；Ｒｅ＝３．８３％）、图３ｌ

（Ｒｒｍｓｅ＝１．０３％；Ｒｅ＝３．７９％）所示．

由图３ｅ和图３ｆ、图３ｈ和图３ｉ—３ｌ的对比可知：

（１）由于采用空间域有限差分法计算位场水平导数

存在误差，ＩＳＶＤ算法在计算各阶垂向导数时同样

存在误差，且误差具有累积效应，阶数越高，误差越

大，最终导致基于该方法的位场泰勒级数法向下延

拓很不稳定．这也是该方法向下延拓的距离非常有

限的原因（ＦｅｄｉａｎｄＦｌｏｒｉｏ，２００２；Ｘｕ，２００７；卞光

浪等，２０１４）；（２）利用新正则化方法得到的各阶垂

向导数结果进行泰勒级数法向下延拓可以取得大深

度、高精度的向下延拓结果．

５　航磁实测数据下延实验

航磁实测数据点距和线距均为１００ｍ，如图４ａ

所示．将原始数据向上延拓１０００ｍ（１０倍点距）以

构建另一个平面的数据（图４ｂ）；同时，考虑到向上

延拓具有的平滑效应，为模拟实际情况，本文在向上

延拓后得到的航磁数据中加入零均值、方差为５．７５ｎＴ

的高斯白噪声（信噪比为３５．４９ｄＢ），加噪后航磁数

据如图４ｃ所示．计算该含噪航磁数据的径向平均功

率谱，结果如图４ｄ所示（虚线为径向谱中拟合得到

的线性部分）．通过径向谱形状分析，可以确定径向

谱的截止波数为ωｃ＝０．０００８２．

向下延拓实验为采用泰勒级数法（公式（１１））将

向上延拓后加噪的航磁数据（图４ｃ）向下延拓回原

来的高度．同样，将向下延拓数据与原始航磁数据采

用公式（９）和公式（１０）（将各阶垂向导数值换成航磁

数据）进行误差对比．ＩＳＶＤ算法采用前三阶垂向导

数进行位场向下延拓的结果如图４ｅ（Ｒｒｍｓｅ＝２．１３％；

Ｒｅ＝１１．４６％）所示．本文方法采用前三阶、前五阶、

前七阶、前九阶进行向下延拓的结果分别如图４ｆ

（Ｒｒｍｓｅ＝１．４０％；Ｒｅ＝９．７６％）、图４ｇ（Ｒｒｍｓｅ＝

１．２４％；Ｒｅ＝６．６０％）、图４ｈ（Ｒｒｍｓｅ＝１．３２％；Ｒｅ＝

６．２０％）、图４ｉ（Ｒｒｍｓｅ＝１．３６％；Ｒｅ＝６．２７％）．由图

４ｅ—４ｉ可见：（１）和理论模型一样，利用本文方法计

算各阶垂向导数的结果进行泰勒级数法向下延拓可

以获得比ＩＳＶＤ算法更加稳定、更加精确的结果；

（２）利用本文方法计算各阶垂向导数的结果进行泰

勒级数法向下延拓时，并不是阶数越多，结果越精

确，原因是，每次波数域垂向导数的换算都引入了一

定量的误差，采用的阶数越多，叠加起来后，误差也

会达到一定的量．

６　结论

（１）由于存在一次波数域积分运算和采用空间
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图４　实测航磁数据向下延拓效果对比

（ａ）原始航磁等值线图；（ｂ）向上延拓１０倍点距后等值线图；（ｃ）向上延拓航磁异常加噪数据等值线图及其（ｄ）径向对数功率谱；（ｅ）

ＩＳＶＤ算法采用前三阶垂向导数进行泰勒级数法向下延拓的结果；本文方法采用（ｆ）前三阶、（ｇ）前五阶、（ｈ）前七阶、（ｉ）前九阶垂向导

数进行泰勒级数法向下延拓的结果．

Ｆｉｇ．４　Ｅｆｆｅｃｔｓｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｄｏｗｎｗａｒｄｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｒｅａｌａｅｒｏｍａｇｎｅｔｉｃｄａｔａ

（ａ）Ｃｏｎｔｏｕｒｓｏｆｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌａｅｒｏｍａｇｎｅｔｉｃｄａｔａ；（ｂ）Ｕｐｗａｒｄｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎ１０ｇｒｉｄｉｎｔｅｒｖａｌ；（ｃ）Ｃｏｎｔｏｕｒｓｏｆｕｐｗａｒｄｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎ

ａｅｒｏｍａｇｎｅｔｉｃｄａｔａｗｉｔｈｎｏｉｓｅａｎｄ（ｄ）ｉｔｓｒａｄｉａｌｌｙａｖｅｒａｇｅｄｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒｕｍ；（ｅ）ＴｈｅｄｏｗｎｗａｒｄｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅＴａｙｌｏｒ

ｓｅｒｉｅｓｍｅｔｈｏｄｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｔｈｒｅｅｖｅｒｔｉｃａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓｕｓｉｎｇｔｈｅＩＳＶＤａｌｇｏｒｉｔｈｍ；Ｔｈｅｄｏｗｎｗａｒｄｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎ
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域有限差分法计算位场水平导数，ＩＳＶＤ算法在计

算各阶垂向导数时，误差具有累积效应，偶数阶垂向

导数累积了空间域水平导数计算的误差，奇数阶垂

向导数换算累积了波数域积分运算误差（由吉布斯

效应产生）和空间域水平导数计算所产生误差的双

重误差，最终导致垂向导数换算的阶数越高，误差越

大．要改变这种状况，ＩＳＶＤ需要高精度的水平导数

求解方法．但是，空间域计算方法的精度一般都受网

格间距的影响，且高精度的空间域方法总体比较复

杂（Ｒｏｙ，２０１３）．

（２）由于ＩＳＶＤ算法计算各阶垂向导数的精度

有限，导致基于该方法的泰勒级数法向下延拓很不

稳定，这也是原来的泰勒级数法向下延拓的距离非

常有限的原因．

（３）本文提出的新正则化方法在计算各阶垂向

导数时，虽然基于同一截止波数，但各个计算都是独

立的，不存在误差的累积，因此，各阶垂向导数的计

算误差都差不多，且计算各阶垂向导数的稳定性和

精度明显优于ＩＳＶＤ法．

（４）在用本文方法获得高精度各阶垂向导数换
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算结果的基础上，泰勒级数法可以获得大深度、高精

度的向下延拓结果．但值得注意的一点是，并不是泰

勒级数近似的阶数越多，结果就越精确，原因是，每

次波数域垂向导数的换算都引入了一定量的误差

（由吉布斯效应和正则化过程产生），阶数越多，误差

叠加得也越多，最终导致向下延拓的误差反而会

增大．
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