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摘 要: 研究一类含混合变时滞不确定中立系统时滞相关鲁棒稳定性问题.基于时滞中点值,把时滞区间均分成

两部分,通过构造包含时滞中点信息的增广泛函和三重积分项的Lyapunov-Krasovskii (L-K)泛函,利用L-K稳定性定

理、积分不等式方法和自由权矩阵技术,建立了一种基于线性矩阵不等式 (LMI)的、与离散时滞和中立时滞均相关

的鲁棒稳定性判据.数值算例表明,该判据改善了已有文献的结论,具有更低的保守性.
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Abstract: The delay-dependent robust stability problem for uncertain neutral system with mixed time-varying delays is

studied. The whole delay interval is partitioned into two equidistant subintervals at its central point and a new Lyapunov-

Krasovskii(L-K) which contains some triple-integral terms and augment terms are introduced on these intervals. Then, by

using the L-K stability theorem, the integral inequalities method together with the free weighting matrix approach, a neutral

and discrete delay-dependent stability criteria for the system is formulated in terms of linear matrix inequalities(LMIs).

Finally, the simulation results show that the proposed criterion improves some exist results and have less conservatism.
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0 引引引 言言言

中立型时滞系统大量存在于各种工程实际中[1],

如人口生态学、无损传输线内的分布网络、热交换

器、刚性环境下的机器人等.在这类系统中,时滞与系

统状态及其导数均相关,因此对它的稳定性分析比一

般的时滞型系统更具复杂性.近年来, 关于中立型系

统的稳定性研究引起了国内外学者的广泛关注[2-17].

针对中立型时滞系统的稳定性分析, 可分为时

滞相关和时滞无关两类.一般情况下, 由于时滞相关

条件比时滞无关条件具有更低的保守性, 多数研究

集中于时滞相关条件的分析.在这些成果中, 研究的

热点问题归结于如何降低所得结论的保守性. 就研

究方法而言, 可分为模型变换法[2,6,11]、自由权矩阵

方法[3,7,14]、积分不等式法[4,9,12-13,15-16]和时滞分割方

法[5,8,10]等.其中: 文献 [2-5]只考虑了离散时滞和中立

时滞是已知常数的情况, 没有考虑时变时滞, 不具普

遍性;文献 [6-10]研究了变时滞中立型系统的稳定性

问题,但所得结论只与离散时滞以及离散时滞的导数

相关,并不包含中立时滞的相关信息,因而具有一定

的保守性.最近,文献 [11-17]针对混合变时滞的中立

型系统进行研究,得到了与离散时滞和中立时滞均相

关的稳定性判据,然而所得结论的保守性还有进一步

降低的空间.关于如何选取合适的L-K泛函以及恰当

的界定技术,在减小结论保守性的同时不会过多地增

加理论分析和计算的复杂性,是一个值得进一步研究

的问题.
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本文针对含混合变时滞的不确定中立型系统,基

于时滞分割法, 构造一种新的L-K泛函, 在每一分割

区间利用缩放程度较小的不等式界定泛函导数产生

的交叉项.与以往的构造方法不同,对于每一分割区

间,构造了包含时滞中点信息项的增广泛函和三重积

分项的泛函,这样在充分利用系统时滞信息的同时引

入较少的待定矩阵, 可以减小结论的保守性, 简化判

据的形式.仿真算例表明, 该判据改善了已有文献的

结论,具有更低的保守性.

1 问问问题题题描描描述述述

考虑下面含混合时变时滞的不确定中立型系统:⎧⎨⎩
𝑥̇(𝑡)− (𝐶 +Δ𝐶(𝑡))𝑥̇(𝑡− 𝜏(𝑡)) =

(𝐴+Δ𝐴(𝑡))𝑥(𝑡) + (𝐵 +Δ𝐵(𝑡))𝑥(𝑡− ℎ(𝑡)),

𝑥(𝜃) = 𝜙(𝜃), 𝑥̇(𝜃) = 𝜑(𝜃), ∀𝜃 ∈ [−max(ℎ𝑀 , 𝜏), 0].

(1)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ 𝑹𝑛为状态变量; 𝜙(𝜃)、𝜑̇(𝜃)为初始函数,

在 [−max(ℎ𝑀 , 𝜏), 0]内是连续可微的; ℎ(𝑡)、𝜏(𝑡)分别

为时变离散时滞和中立时滞,且满足{
0 ⩽ ℎ𝑚 ⩽ ℎ(𝑡) ⩽ ℎ𝑀 , ℎ̇(𝑡) ⩽ 𝜇,

0 ⩽ 𝜏(𝑡) ⩽ 𝜏, 𝜏(𝑡) ⩽ 𝜂 < 1;
(2)

𝐴、𝐵、𝐶为适当维数的已知定常矩阵; Δ𝐴(𝑡)、

Δ𝐵(𝑡)、Δ𝐶(𝑡)为具有时变结构不确定性的未知矩

阵,可描述为

[ Δ𝐴(𝑡) Δ𝐵(𝑡) Δ𝐶(𝑡) ] = 𝐷𝐹 (𝑡)[ 𝐸𝑎 𝐸𝑏 𝐸𝑐 ]. (3)

这里: 𝐷、𝐸𝑎、𝐸𝑏和𝐸𝑐为适当维数的定常矩阵; 𝐹 (𝑡)

是具有可测元的不确定矩阵,且满足

𝐹 (𝑡)T𝐹 (𝑡) ⩽ 𝐼, ∀𝑡, (4)

𝐼为适当维数的单位矩阵.当𝐹 (𝑡) = 0时,系统变为标

称线性中立系统.

为便于证明,现将文中将用到的引理归纳如下.

引引引理理理 1 [18] 对于任意定常矩阵𝑊 ∈ 𝑹𝑛×𝑛, 𝑊 =

𝑊T > 0,标量ℎ := ℎ(𝑡) > 0和向量函数 𝑥̇ : [−ℎ, 0]→
𝑹𝑛,假设以下相关积分项有定义,则有

− ℎ
w 𝑡

𝑡−ℎ
𝑥̇T(𝑠)𝑊𝑥̇(𝑠)d𝑠 ⩽ 𝜍T1 (𝑡)

[
−𝑊 𝑊

𝑊 −𝑊

]
𝜍1(𝑡),

− ℎ2

2

w 0

−ℎ

w 𝑡

𝑡+𝜃
𝑥̇T(𝑠)𝑊𝑥̇(𝑠)d𝑠d𝜃 ⩽

𝜍T2 (𝑡)

[
−𝑊 𝑊

𝑊 −𝑊

]
𝜍2(𝑡).

其中

𝜍T1 (𝑡) = [ 𝑥T(𝑡) 𝑥T(𝑡− ℎ) ],

𝜍T2 (𝑡) =
[
ℎ𝑥T(𝑡)

w 𝑡

𝑡−ℎ
𝑥T(𝑠)d𝑠

]
.

引引引理理理 2 [13] 假设ℎ1 ⩽ ℎ(𝑡) ⩽ ℎ2,其中ℎ(𝑡) : 𝑹+

→ 𝑹+,则对于任意的𝑅 = 𝑅T > 0,下面的不等式成

立:

−
w 𝑡−ℎ1

𝑡−ℎ2

𝑥̇T(𝑠)𝑅𝑥̇(𝑠)d𝑠 ⩽

𝛿T(𝑡){(ℎ2 − ℎ(𝑡))𝑇𝑅−1𝑇T + (ℎ(𝑡)− ℎ1)𝑌 𝑅−1𝑌 T+

[ 𝑌 −𝑌 + 𝑇 −𝑇 ] + [ 𝑌 −𝑌 + 𝑇 −𝑇 ]T}𝛿(𝑡).
其中

𝛿T(𝑡) = [ 𝑥T(𝑡− ℎ1) 𝑥T(𝑡− ℎ(𝑡)) 𝑥T(𝑡− ℎ2) ],

𝑇 = [ 𝑇T
1 𝑇T

2 𝑇T
3 ]T, 𝑌 = [ 𝑌 T

1 𝑌 T
2 𝑌 T

3 ]T.

引引引理理理 3 [19] 假设 𝛾1 ⩽ 𝛾(𝑡) ⩽ 𝛾2,其中 𝛾(⋅) : 𝑹+

→ 𝑹+, 则对于任意适当维数的常数矩阵Ξ1、Ξ2和

Ω ,下面的矩阵不等式成立:

Ω + (𝛾(𝑡)− 𝛾1)Ξ1 + (𝛾2 − 𝛾(𝑡))Ξ2 < 0,

当且仅当

Ω + (𝛾2 − 𝛾1)Ξ1 < 0, Ω + (𝛾2 − 𝛾1)Ξ2 < 0.

引引引理理理 4 [20] 给定具有适当维数的矩阵𝑄 = 𝑄T

以及𝐻和𝐸, 则有𝑄 + 𝐻𝐹 (𝑡)𝐸 + 𝐸T𝐹 (𝑡)T𝐻T < 0,

对于任意满足𝐹 (𝑡)T𝐹 (𝑡) ⩽ 𝐼的𝐹 (𝑡)成立的充要条

件是存在 𝜀 > 0,使得

𝑄+ 𝜀−1𝐻𝐻T + 𝜀𝐸T𝐸 < 0.

2 主主主要要要结结结论论论

首先考虑系统 (1)的标称系统⎧⎨⎩ 𝑥̇(𝑡)− 𝐶𝑥̇(𝑡− 𝜏(𝑡)) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑥(𝑡− ℎ(𝑡)),

𝑥(𝜃) = 𝜙(𝜃), 𝑥̇(𝜃) = 𝜑(𝜃), ∀𝜃 ∈ [−max(ℎ𝑀 , 𝜏), 0].

(5)

定定定理理理 1 对于给定常数ℎ𝑚、ℎ𝑀、𝜏、𝜇和 𝜂,如果

存在正定对称矩阵

𝑃 =

⎡⎢⎣ 𝑃11 𝑃12 𝑃13

∗ 𝑃22 𝑃23

∗ ∗ 𝑃33

⎤⎥⎦ ,

𝑆𝑖 (𝑖 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 4), 𝑅𝑗 (𝑗 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 5), 𝑍和适当维数

的自由矩阵𝐾1、𝐾2、𝑇𝑎、𝑌𝑎 (𝑎 = 1, 2, 3), 使得如下

LMIs成立: [
Φ
√
𝛿𝑌

∗ −𝑅4

]
< 0, (6)[

Φ
√
𝛿𝑇

∗ −𝑅4

]
< 0, (7)

则系统 (5)是渐近稳定的.其中

Φ = (Φ𝑖,𝑗)9×9,

Φ11 = 𝑃12 + 𝑃T
12 + 𝑆1 + 𝑆2 + 𝑆3+

𝑁 −𝑅3 − ℎ2
𝛿𝑍 +𝐾1𝐴+𝐴T𝐾T

1 ,

Φ12 = 𝑅3 − 𝑃12 + 𝑃13, Φ13 = 𝐾1𝐵, Φ14 = −𝑃13,

Φ15 = 𝑃11 −𝐾1 +𝐴T𝐾T
2 , Φ16 = 𝐾1𝐶,
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Φ17 = 𝑃T
22 + ℎ𝛿𝑍, Φ18 = 𝑃T

32,

Φ22 = −𝑅3 − 𝑆1 + 𝑌1 + 𝑌 T
1 ,

Φ23 = −𝑌1 + 𝑇1 + 𝑌 T
2 , Φ24 = −𝑇1 + 𝑌 T

3 ,

Φ27 = −𝑃T
22 + 𝑃T

23, Φ28 = −𝑃T
32 + 𝑃T

33,

Φ33 = −(1− 𝜇)𝑆2 − 𝑌2 − 𝑌 T
2 + 𝑇2 + 𝑇T

2 ,

Φ34 = −𝑇2 − 𝑌 T
3 + 𝑇T

3 , Φ35 = 𝐵T𝐾T
2 ,

Φ44 = −𝑆3 − 𝑇3 − 𝑇T
3 , Φ47 = −𝑃T

23, Φ48 = −𝑃T
33,

Φ55 = 𝑀 −𝐾2 −𝐾T
2 , Φ56 = 𝐾2𝐶, Φ57 = 𝑃T

21,

Φ58 = 𝑃T
31, Φ66 = −(1− 𝜂)𝑆4, Φ77 = −𝑅1 − 𝑍,

Φ88 = −𝑅2, Φ99 = −𝑅5, 𝛿 = (ℎ𝑀 − ℎ𝑚)/2,

𝑀 = ℎ2
𝛿𝑅3 + (ℎ𝑀 − ℎ𝛿)𝑅4 + 𝜏2𝑅5 + 𝑆4 +

1

4
ℎ4
𝛿𝑍,

𝑁 = ℎ2
𝛿𝑅1 + (ℎ𝑀 − ℎ𝛿)

2𝑅2, ℎ𝛿 = (ℎ𝑀 + ℎ𝑚)/2,

𝑌 = [ 0 𝑌 T
1 𝑌 T

2 𝑌 T
3 0 0 0 0 0 ]T,

𝑇 = [ 0 𝑇T
1 𝑇T

2 𝑇T
3 0 0 0 0 0 ]T,

𝐾 = [ 𝐾T
1 0 0 0 𝐾T

2 0 0 0 0 ]T,

Φ中的其他未列项均为 0.

证证证明明明 首先基于时滞中点值ℎ𝛿把时滞区间 [ℎ𝑚,

ℎ𝑀 ]均分成两部分, 即 [ℎ𝑚, ℎ𝛿]和 [ℎ𝛿, ℎ𝑀 ]. 下面分两

种情况进行讨论.

1)当ℎ(𝑡) ∈ [ℎ𝛿, ℎ𝑀 ]时,构造如下L-K泛函:

𝑉1(𝑡) = 𝑉11(𝑡) + 𝑉12(𝑡) + 𝑉13(𝑡) + 𝑉14(𝑡). (8)

其中

𝑉11(𝑡) = 𝜉T1 (𝑡)𝑃𝜉1(𝑡),

𝑉12(𝑡) =w 𝑡

𝑡−ℎ𝛿

𝑥T(𝑠)𝑆1𝑥(𝑠)d𝑠+
w 𝑡

𝑡−ℎ(𝑡)
𝑥T(𝑠)𝑆2𝑥(𝑠)d𝑠+

w 𝑡

𝑡−ℎ𝑀

𝑥T(𝑠)𝑆3𝑥(𝑠)d𝑠+
w 𝑡

𝑡−𝜏(𝑡)
𝑥̇T(𝑠)𝑆4𝑥̇(𝑠)d𝑠,

𝑉13(𝑡) =

ℎ𝛿

w 0

−ℎ𝛿

w 𝑡

𝑡+𝜃
𝑥T(𝑠)𝑅1𝑥(𝑠)d𝑠d𝜃+

(ℎ𝑀 − ℎ𝛿)
w −ℎ𝛿

−ℎ𝑀

w 𝑡

𝑡+𝜃
𝑥T(𝑠)𝑅2𝑥(𝑠)d𝑠d𝜃+

ℎ𝛿

w 0

−ℎ𝛿

w 𝑡

𝑡+𝜃
𝑥̇T(𝑠)𝑅3𝑥̇(𝑠)d𝑠d𝜃+

w −ℎ𝛿

−ℎ𝑀

w 𝑡

𝑡+𝜃
𝑥̇T(𝑠)𝑅4𝑥̇(𝑠)d𝑠d𝜃+

𝜏
w 0

−𝜏

w 𝑡

𝑡+𝜃
𝑥̇T(𝑠)𝑅5𝑥̇(𝑠)d𝑠d𝜃,

𝑉14(𝑡) =
ℎ2
𝛿

2

w 0

−ℎ𝛿

w 0

𝜃

w 𝑡

𝑡+𝜆
𝑥̇T(𝑠)𝑍𝑥̇(𝑠)d𝑠d𝜆d𝜃,

𝜉T1 (𝑡) =
[
𝑥T(𝑡)

w 𝑡

𝑡−ℎ𝛿

𝑥T(𝑠)d𝑠
w 𝑡−ℎ𝛿

𝑡−ℎ𝑀

𝑥T(𝑠)d𝑠
]
.

取L-K泛函𝑉1(𝑡)对时间的导数,有

𝑉̇1(𝑡) = 𝑉̇11(𝑡) + 𝑉̇12(𝑡) + 𝑉̇13(𝑡) + 𝑉̇14(𝑡) =

2𝜉T1 (𝑡)𝑃𝜉1(𝑡) + 𝑥T(𝑡)(𝑆1 + 𝑆2 + 𝑆3 +𝑁)𝑥(𝑡)−
𝑥T(𝑡− ℎ𝛿)𝑆1𝑥(𝑡− ℎ𝛿)− 𝑥T(𝑡− ℎ𝑀 )𝑆3𝑥(𝑡− ℎ𝑀 )−
(1− ℎ̇(𝑡))𝑥T(𝑡− ℎ(𝑡))𝑆2𝑥(𝑡− ℎ(𝑡)) + 𝑥̇T(𝑡)𝑀𝑥̇(𝑡)−
(1− 𝜏(𝑡))𝑥̇T(𝑡− 𝜏(𝑡))𝑆4𝑥̇(𝑡− 𝜏(𝑡))−

ℎ𝛿

w 𝑡

𝑡−ℎ𝛿

𝑥T(𝑠)𝑅1𝑥(𝑠)d𝑠−
w 𝑡−ℎ𝛿

𝑡−ℎ𝑀

𝑥̇T(𝑠)𝑅4𝑥̇(𝑠)d𝑠−

ℎ𝛿

w 𝑡

𝑡−ℎ𝛿

𝑥̇T(𝑠)𝑅3𝑥̇(𝑠)d𝑠− 𝜏
w 𝑡

𝑡−𝜏(𝑡)
𝑥̇T(𝑠)𝑅5𝑥̇(𝑠)d𝑠−

(ℎ𝑀 − ℎ𝛿)
w 𝑡−ℎ𝛿

𝑡−ℎ𝑀

𝑥T(𝑠)𝑅2𝑥(𝑠)d𝑠−
ℎ2
𝛿

2

w 0

−ℎ𝛿

w 𝑡

𝑡+𝜃
𝑥̇T(𝑠)𝑍𝑥̇(𝑠)d𝑠d𝜃. (9)

由系统方程 (5)有

2[𝑥T(𝑡)𝐾1 + 𝑥̇T(𝑡)𝐾2]× [𝐴𝑥(𝑡)+

𝐵𝑥(𝑡− ℎ(𝑡)) + 𝐶𝑥̇(𝑡− 𝜏(𝑡))− 𝑥̇(𝑡)] = 0.
(10)

其中𝐾1、𝐾2为适当维数的自由权矩阵.

用 Jensen’s不等式处理 𝑉̇1(𝑡)中的交叉项

−ℎ𝛿

w 𝑡

𝑡−ℎ𝛿

𝑥T(𝑠)𝑅1𝑥(𝑠)d𝑠, − 𝜏
w 𝑡

𝑡−𝜏(𝑡)
𝑥̇T(𝑠)𝑅5𝑥̇(𝑠)d𝑠,

和

−(ℎ𝑀 − ℎ𝛿)
w 𝑡−ℎ𝛿

𝑡−ℎ𝑀

𝑥T(𝑠)𝑅2𝑥(𝑠)d𝑠;

用引理 1和引理 2分别处理交叉项

ℎ𝛿

w 𝑡

𝑡−ℎ𝛿

𝑥̇T(𝑠)𝑅3𝑥̇(𝑠)d𝑠,

− ℎ2
𝛿

2

w 0

−ℎ𝛿

w 𝑡

𝑡+𝜃
𝑥̇T(𝑠)𝑍𝑥̇(𝑠)d𝑠d𝜃,

w 𝑡−ℎ𝛿

𝑡−ℎ𝑀

𝑥̇T(𝑠)𝑅4𝑥̇(𝑠)d𝑠,

并结合式 (2)和 (10),则 𝑉̇1(𝑡)可表示为

𝑉̇1(𝑡) ⩽ 𝜁T1 (𝑡)(Φ + (ℎ𝑀 − ℎ(𝑡))𝑇𝑅−1
4 𝑇T+

(ℎ(𝑡)− ℎ𝛿)𝑌 𝑅−1
4 𝑌 T)𝜁1(𝑡). (11)

其中

𝜁T1 (𝑡) =[
𝑥T(𝑡) 𝑥T(𝑡− ℎ𝛿) 𝑥T(𝑡− ℎ(𝑡)) 𝑥T(𝑡− ℎ𝑀 ) →

← 𝑥̇T(𝑡) 𝑥̇T(𝑡− 𝜏(𝑡))
w 𝑡

𝑡−ℎ𝛿

𝑥T(𝑠)d𝑠 →

←
w 𝑡−ℎ𝛿

𝑡−ℎ𝑀

𝑥T(𝑠)d𝑠
w 𝑡

𝑡−𝜏(𝑡)
𝑥̇T(𝑠)d𝑠

]
.

2)当ℎ(𝑡) ∈ [ℎ𝑚, ℎ𝛿]时,构造如下L-K泛函:

𝑉2(𝑡) = 𝑉21(𝑡) + 𝑉22(𝑡) + 𝑉23(𝑡) + 𝑉24(𝑡). (12)

其中

𝑉21(𝑡) = 𝜉T2 (𝑡)𝑃𝜉2(𝑡),

𝑉22(𝑡) =w 𝑡

𝑡−ℎ𝛿

𝑥T(𝑠)𝑆1𝑥(𝑠)d𝑠+
w 𝑡

𝑡−ℎ(𝑡)
𝑥T(𝑠)𝑆2𝑥(𝑠)d𝑠+w 𝑡

𝑡−ℎ𝑚

𝑥T(𝑠)𝑆3𝑥(𝑠)d𝑠+
w 𝑡

𝑡−𝜏(𝑡)
𝑥̇T(𝑠)𝑆4𝑥̇(𝑠)d𝑠,
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𝑉23(𝑡) = ℎ𝛿

w 0

−ℎ𝛿

w 𝑡

𝑡+𝜃
𝑥T(𝑠)𝑅1𝑥(𝑠)d𝑠d𝜃+

(ℎ𝛿 − ℎ𝑚)
w −ℎ𝑚

−ℎ𝛿

w 𝑡

𝑡+𝜃
𝑥T(𝑠)𝑅2𝑥(𝑠)d𝑠d𝜃+

ℎ𝛿

w 0

−ℎ𝛿

w 𝑡

𝑡+𝜃
𝑥̇T(𝑠)𝑅3𝑥̇(𝑠)d𝑠d𝜃+

w −ℎ𝑚

−ℎ𝛿

w 𝑡

𝑡+𝜃
𝑥̇T(𝑠)𝑅4𝑥̇(𝑠)d𝑠d𝜃+

𝜏
w 0

−𝜏

w 𝑡

𝑡+𝜃
𝑥̇T(𝑠)𝑅5𝑥̇(𝑠)d𝑠d𝜃,

𝑉24(𝑡) =
ℎ2
𝛿

2

w 0

−ℎ𝛿

w 0

𝜃

w 𝑡

𝑡+𝜆
𝑥̇T(𝑠)𝑍𝑥̇(𝑠)d𝑠d𝜆d𝜃,

𝜉T2 (𝑡) =
[
𝑥T(𝑡)

w 𝑡

𝑡−ℎ𝛿

𝑥T(𝑠)d𝑠
w 𝑡−ℎ𝑚

𝑡−ℎ𝛿

𝑥𝑇 (𝑠)d𝑠
]
.

其中: 𝑃 , 𝑆𝑖 (𝑖 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 4), 𝑅𝑗 (𝑗 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 5)和𝑍与

𝑉1(𝑡)中定义的矩阵变量相同. 采用同样的推导方法

并定义增广向量

𝜁T2 (𝑡) =[
𝑥T(𝑡) 𝑥T(𝑡− ℎ𝛿) 𝑥T(𝑡− ℎ(𝑡)) 𝑥T(𝑡− ℎ𝑚) →

← 𝑥̇T(𝑡) 𝑥̇T(𝑡− 𝜏(𝑡))
w 𝑡

𝑡−ℎ𝛿

𝑥T(𝑠)d𝑠 →

←
w 𝑡−ℎ𝑚

𝑡−ℎ𝛿

𝑥T(𝑠)d𝑠
w 𝑡

𝑡−𝜏(𝑡)
𝑥̇T(𝑠)d𝑠

]
.

则有

𝑉̇2(𝑡) ⩽ 𝜁T2 (𝑡)(Φ + (ℎ𝛿 − ℎ(𝑡))𝑇𝑅−1
4 𝑇T+

(ℎ(𝑡)− ℎ𝑚)𝑌 𝑅−1
4 𝑌 T)𝜁2(𝑡). (13)

综合以上两种情况: 如果 ∀ℎ(𝑡) ∈ [ℎ𝛿, ℎ𝑀 ],有

Φ + (ℎ𝑀 − ℎ(𝑡))𝑇𝑅−1
4 𝑇T+

(ℎ(𝑡)− ℎ𝛿)𝑌 𝑅−1
4 𝑌 T < 0; (14)

如果 ∀ℎ(𝑡) ∈ [ℎ𝑚, ℎ𝛿],有

Φ + (ℎ𝛿 − ℎ(𝑡))𝑇𝑅−1
4 𝑇T+

(ℎ(𝑡)− ℎ𝑚)𝑌 𝑅−1
4 𝑌 T < 0. (15)

则存在 𝜀𝑖 > 0 (𝑖 = 1, 2)使 𝑉̇𝑖(𝑡) < −𝜀𝑖∣∣𝑥(𝑡)∣∣2, 𝑖 =

1, 2.由L-K稳定性定理可知系统 (5)渐近稳定.

对式 (14)和 (15)应用引理 3,可得不等式组

Φ + (ℎ𝑀 − ℎ𝛿)𝑇𝑅
−1
4 𝑇T < 0, (16)

Φ + (ℎ𝑀 − ℎ𝛿)𝑌 𝑅−1
4 𝑌 T < 0; (17)

和不等式组

Φ + (ℎ𝛿 − ℎ𝑚)𝑇𝑅−1
4 𝑇T < 0, (18)

Φ + (ℎ𝛿 − ℎ𝑚)𝑌 𝑅−1
4 𝑌 T < 0. (19)

因ℎ𝛿−ℎ𝑚 = ℎ𝑀−ℎ𝛿 = 𝛿,故不等式 (16)、(17)分

别等价于 (18)、(19). 对式 (16)、(17)应用 Schur补, 即

可得 (6)和 (7). □

注 1 在定理 1中, 基于时滞中点值把时滞区间

均分为两个子区间, 一方面, 针对每一分割区间构造

了包含时滞中点信息的增广泛函和三重积分泛函项,

充分考虑了系统的时滞信息;另一方面, 利用缩放程

度更小的不等式 (引理 2)在各自的区间处理泛函导数

产生的交叉项,减小了放大程度,同时引入少数自由

权矩阵表示相关项之间的关系,有利于降低结论的保

守性.

下面考虑不确定系统 (1)的鲁棒稳定性问题.

定定定理理理 2 对于给定常数ℎ𝑚、ℎ𝑀、𝜏、𝜇和 𝜂,如果

存在标量 𝜀 > 0,正定对称矩阵

𝑃 =

⎡⎢⎣ 𝑃11 𝑃12 𝑃13

∗ 𝑃22 𝑃23

∗ ∗ 𝑃33

⎤⎥⎦ ,

𝑆𝑖 (𝑖 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 4), 𝑅𝑗 (𝑗 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 5), 𝑍和适当维数

的自由矩阵𝐾1、𝐾2、𝑇𝑎、𝑌𝑎 (𝑎 = 1, 2, 3), 使得如下

LMIs成立: ⎡⎢⎣ Φ1 ΓT
1 𝐷 𝜀ΓT

2

∗ −𝜀𝐼 0

∗ ∗ −𝜀𝐼

⎤⎥⎦ < 0, (20)

⎡⎢⎣ Φ2 ΓT
1 𝐷 𝜀ΓT

2

∗ −𝜀𝐼 0

∗ ∗ −𝜀𝐼

⎤⎥⎦ < 0, (21)

则系统 (1)是渐近稳定的.其中

Φ1 =

[
Φ
√
𝛿𝑌

∗ −𝑅4

]
, Φ2 =

[
Φ
√
𝛿𝑇

∗ −𝑅4

]
,

Γ1 = [ 𝐾T
1 0 0 0 𝐾T

2 0 0 0 0 ],

Γ2 = [ 𝐸𝑎 0 𝐸𝑏 0 0 𝐸𝑐 0 0 0 ].

证证证明明明 仿照定理 1的证明,将式 (6)和 (7)中Φ里

的𝐴、𝐵、𝐶分别替换成𝐴+Δ𝐴、𝐵+Δ𝐵和𝐶 +Δ𝐶,

结合引理 4即可证明. □

3 数数数值值值例例例子子子

下面通过两个数值实例验证本文方法的有效性.

例 1 考虑不确定中立型系统 (1),其中

𝐴 =

[
−2 + 𝛿1 0

0 −1 + 𝛿2

]
,

𝐵 =

[
−1 + 𝛿3 0

−1 −1 + 𝛿4

]
, 𝐶 =

[
𝑐 0

0 𝑐

]
.

这里 0 ⩽ ∣𝑐∣ < 1; 𝛿1、𝛿2、𝛿3和 𝛿4为未知参数, 且满足

∣𝛿1∣ ⩽ 1.6, ∣𝛿2∣ ⩽ 0.05, ∣𝛿3∣ ⩽ 0.1, ∣𝛿4∣ ⩽ 0.3.

下面分两种情况讨论系统的稳定性.

1)当𝜇 = 0.1, 𝜂 = 0时,对于不同的参数 𝑐,由本

文定理 2计算得到系统稳定所允许的最大时滞上界

值见表 1. 由表 1可以看出, 随着 𝑐的增加, 系统稳定

所允许的最大时滞上界将逐渐减低.与文献 [7,11,14-

16]相比, 本文定理 2具有更低的保守性, 尤其当 𝑐取

较小的数值时.
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表 1 不同的 𝑐下系统允许的最大时滞上界 (例 1)

𝑐
方法

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

文献 [7] 0.92 0.73 0.55 0.41 0.29 0.19 0.11 0.04

文献 [11] 0.97 0.78 0.60 0.45 0.31 0.19 0.10 0.02

文献 [14] 1.107 2 0.920 8 0.751 6 0.599 1 0.462 5 0.340 2 0.231 0 0.127 7

文献 [15] 1.320 9 1.077 7 0.870 1 0.682 7 0.512 3 0.359 6 0.241 9 0.145 0

文献 [16] 1.351 9 1.112 7 0.897 2 0.705 5 0.536 6 0.388 2 0.256 8 0.135 5

本文定理 2 1.391 3 1.143 9 0.915 8 0.709 7 0.536 6 0.373 4 0.244 5 0.134 6

表 2 当 𝜂 = 0.1时不同的𝜇下系统允许的最大时滞上界 (例 1)

𝜇
方法

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 ⩾ 1

文献 [11] 0.81 0.77 0.73 0.68 0.62 0.57 0.50 0.42 —

文献 [14] 0.940 4 0.910 9 0.882 5 0.853 7 0.825 3 0.798 0 0.771 1 0.747 2 0.721 6

文献 [15] 1.145 4 1.065 7 0.997 4 0.942 6 0.900 7 0.873 2 0.859 2 0.855 8 0.937 6

文献 [16] 1.148 5 1.100 4 1.057 6 1.026 6 1.003 2 0.985 8 0.975 4 0.970 9 0.970 8

本文定理 2 1.185 9 1.131 0 1.077 9 1.027 5 0.986 6 0.976 6 0.974 8 0.974 8 0.974 8

2) 当 𝑐 = 0.1, 𝜂 = 0.1时, 对于不同的𝜇系统允

许的最大时滞上界如表 2所示.由表 2可知,相比文献

[11,14-16],本文方法具有更低的保守性.

例 2 考虑另一不确定中立型系统 (1),其中

𝐴 =

[
−2 0

0 −1

]
, 𝐵 =

[
−1 0

−1 −1

]
,

𝐶 =

[
𝑐 0

0 𝑐

]
, 𝐷 =

[
0.01 0

0 0.04

]
,

𝐸𝑎 =

[
160 0

0 1.25

]
, 𝐸𝑏 =

[
10 0

0 7.5

]
,

𝐸𝑐 =

[
0 0

0 0

]
.

1)当𝜇 = 0.1, 𝜂 = 0时,对于不同的 𝑐,系统允许

的最大时滞上界如表 3所示.

2)当 𝑐 = 0.1, 𝜂 = 0.1时, 对于不同的𝜇, 系统允

许的最大时滞上界如表 4所示.

表 3 不同的 𝑐下系统允许的最大时滞上界 (例 2)

𝑐
方法

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

文献 [14] 1.107 0.920 0.751 0.599 0.462 0.340 0.231 0.127

文献 [17] 1.166 0.962 0.778 0.616 0.472 0.346 0.235 0.130

文献 [13] 1.177 0.971 0.786 0.622 0.478 0.349 0.235 0.130

本文定理 2 1.393 3 1.135 3 0.902 4 0.697 7 0.521 5 0.371 8 0.245 3 0.135 3

表 4 当 𝜂 = 0.1时不同的𝜇下系统允许的最大时滞上界 (例 2)

𝜇
方法

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 ⩾ 1

文献 [14] 0.940 4 0.910 9 0.882 5 0.853 7 0.825 3 0.798 0 0.771 1 0.747 2 0.721 6

文献 [13] 0.977 0 0.960 8 0.951 6 0.950 3 0.950 2 0.950 1 0.949 9 0.949 9 0.949 9

本文定理 2 1.164 2 1.122 0 1.081 9 1.044 4 1.017 9 1.014 8 1.014 2 1.014 2 1.014 2

由表 3和表 4可以看出, 本文方法改善了文献

[13-14,17]的结论,具有更低的保守性.

4 结结结 论论论

本文研究了一类含混合变时滞不确定中立系统

时滞相关鲁棒稳定性问题.在考虑不确定性为泛数有

界情况下, 基于L-K泛函、积分不等式、自由权矩阵

和线性矩阵不等式方法,建立了新的时滞相关鲁棒稳

定性判据.该稳定性判据不仅与离散时滞相关,而且

与中立时滞相关.数值仿真算例表明了所提出判据的

有效性.
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