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摘 要: 在处理时间不断恶化的情况下,针对插入多个机器维护阶段 (RMAs)和考虑交货期安排的单机调度问题展

开研究,目标是最小化提前和拖期惩罚.产品加工过程中,在处理工件之前插入多个RMAs可以降低恶化现象从而恢

复机器的生产效率,目的是同时找到最优序列、最优松弛时间和RMAs的最优位置以使提前和拖期惩罚最小.根据

问题的特点,提出了相关的性质和定理,通过证明得出了最优的松弛时间.最后,证明了该问题在多项式时间内是可

解的.
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Abstract: The single-machine scheduling problem with multi-rate-modifying activities(multi-RMAs) and due date

assignment is considered under the case of processing time deteriorating. The object is to minimize earliness and tardiness

penalties. In the processing of jobs, several rate-modifying activities are allowed to insert before processing a job in order

to decrease deterioration phenomenon and recover the capability of a single machine. The aim is to minimize the total

earliness and tardiness penalties through finding jointly the optimal scheduling sequence, the optimal common slack time

and the optimal inserting positions of multi-RMAs. According to the characteristics of the problem, several propositions

and theorem are proposed, and the optimal slack time is given by proof. Finally, it is proved that the problem is solvable in

polynominal time.
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0 引引引 言言言

在销售谈判过程中, 制造商提供给客户一个交

货期,当交货期延迟时,会给客户一个折扣 (即对自己

的惩罚).许多情况下,交货期是通过协商而不是简单

地由其中一方指定的.从制造商的利益出发, 交货期

越晚,产品交货的准时性就越高.但是,制造商为了在

客户中维持良好的声誉, 许多制造商宁愿容忍合理

的惩罚而满足客户对交货期的要求, 在此情况下, 决

策者需要在未准时交货时承担的惩罚和履行准时交

货时获得的利益之间寻找一个平衡点, 使其损失降

到最低[1-2].针对该问题,许多学者从不同的角度对其

进行了研究[3-5].另一方面,制造商需要考虑在生产过

程中由于机器磨损、发热以及劳动力疲惫等因素造

成处理效率不断恶化的现象,为提高处理效率,引入

了恢复过程, 又称为速率修改操作 (RMA),也称为机

器维护阶段. Lee等[6]首先提出了RMA的概念, 即如

收稿日期: 2013-08-21；修回日期: 2014-01-14.

基金项目: 国家杰出青年科学基金项目(71325002, 61225012)；国家自然科学基金项目(71071028, 70931001,

71021061)；高等学校博士学科点专项科研基金优先发展领域项目(20120042130003)；高等学校博士

学科点专项科研基金项目(20110042110024)；中央高校基本科研业务费专项资金项目(N110204003,

N120104001).

作者简介: 吴花平(1982−),女,讲师,博士,从事调度理论与优化、风险管理的研究；黄敏(1968−),女,教授,博士生导

师,从事物流与供应链管理、生产计划与调度、风险管理和软计算等研究.



2254 控 制 与 决 策 第 29 卷

果机器被停止工作一段时间或维护之后, 机器的处

理效率将从次优状态恢复到原先的正常状态. 之后,

Lodree等[7]将人类的特点引入到调度模型中.受此启

发, Lodree等[8]将RMA与机器调度问题结合在一起,

并假设每个工件的处理时间为常数 1,以及处理时间

的恶化依赖于一个简单的线性恶化模型.关于恶化效

应和RMA仅有少数文献对此进行了研究,主要基于

在恶化效应情况下, 针对带有一个RMA的单机调度

问题展开了研究,目的是在使目标函数最优化的同时

确定一个RMA的位置[9-14]. 上述研究主要集中于在

单机调度过程中加入一个RMA, 而对于多个机器维

护阶段 (RMAs)以及同时最小化提前和拖期惩罚的调

度问题在现有文献中并未考虑.

在实际生产过程中,多个RMAs的调度问题更为

一般化.例如在一个订单的完成过程中, 企业需要多

次对机器进行日常维护保养,安排工人适当休息等以

提高订单的完成效率.对此, 本文研究了处理时间非

线性恶化和多个RMAs最小化提前和拖期惩罚的交

货期安排的单机调度问题.根据问题的特点, 提出了

相关的性质和定理,通过证明得出了最优的松弛时间,

并证明了该问题在多项式时间内是可解的.

1 问问问题题题描描描述述述

首先给出下列参数定义.

𝑛: 被加工工件的总数;

𝐽 = {𝐽1, 𝐽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐽𝑛}: 需要被加工的工件集合;

𝑎𝑗 : 工件 𝐽𝑗 (𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)正常的处理时间 (𝑎𝑗

> 0);

𝑎[𝑟]: 在序列调度中第 𝑟个位置被加工工件的正

常处理时间,其中 1 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑛;

𝑏: 恶化率 (𝑏 > 0);

𝑝𝑗𝑟: 在位置 𝑟 (1 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑛)工件 𝐽𝑗的实际处理时

间,即 𝑝𝑗𝑟 = (1 + 𝑎[1] + 𝑎[2] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎[𝑟−1])
𝑏𝑎𝑗 ;

𝐶𝑗(𝑆): 在调度𝑆中工件 𝐽𝑗的完工时间;

𝑞: 松弛时间;

𝑑𝑗 : 工件 𝐽𝑗被安排的交货期;

𝑇𝑗 :工件 𝐽𝑗的拖期时间,即𝑇𝑗 = max{0, 𝐶𝑗−𝑑𝑗},

也可表示为𝑇𝑗 = ⌈𝐶𝑗 − 𝑑𝑗⌉+;

𝑠𝑗 : 工件 𝐽𝑗开始被处理的时间;

𝑤𝑗 : 工件 𝐽𝑗的等待时间;

𝐸𝑗 : 工件 𝐽𝑗的提前时间, 𝐸𝑗 = max{0, 𝑑𝑗 − 𝐶𝑗};

𝛼: 每单位提前惩罚系数, 𝛼 > 0;

𝛽: 每单位拖期惩罚系数, 𝛽 > 0;

𝑡: 维护阶段的持续时间,即RMA的持续时间;

𝑀 : 安排RMA的总数;

𝑘𝑚: 在位置 𝑘𝑚(1 < 𝑘𝑚 ⩽ 𝑛,𝑚 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀)安

排RMA.

假设机器每次只能加工一个工件,每个工件只加

工一次, 工件无优先权, 且一旦开始加工工件将不可

打断,直到该工件处理完成.

基于以上假设, 处理时间非线性恶化和多个

RMAs最小化提前和拖期惩罚的交货期安排的单机

调度问题可以描述为: 𝑛个工件 𝐽𝑗 (𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)需
要在机器上加工,目标是最小化总的提前和拖期惩罚
𝑛∑

𝑗=1

(𝛼𝐸𝑗 + 𝛽𝑇𝑗),在此,交货期由SLK规则决定[15],即

每个工件具有相同的等待时间 (也称为松弛时间).这

种情况下,每个工件的交货期由实际的处理时间和松

弛时间决定,即 𝑑𝑗 = 𝑝𝑗𝑟 + 𝑞 (𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛).目标是
给出最优交货期的同时使得

𝑛∑
𝑗=1

(𝛼𝐸𝑗 + 𝛽𝑇𝑗)最小.应

用三参数𝛼∣𝛽∣𝛾方法[16], 该问题可表示为 1
∣∣∣𝑝𝑗𝑟, 𝑑𝑗 =

𝑝𝑗𝑟 + 𝑞,mrm
∣∣∣ 𝑛∑
𝑗=1

(𝛼𝐸𝑗 + 𝛽𝑇𝑗), 其中mrm表示可插入

多个RMAs. 图 1给出了具有多个RMAs的单机调度

过程.
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图 1 具有多个RMAs的单机调度过程

2 问问问题题题性性性质质质

为便于研究,首先给出下列的分析以及与问题相

关的性质.设 𝐽[𝑖]表示工件在位置 𝑖被加工,由工件的

实际处理时间可得工件的等待时间和完工时间如下.

当 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘1 − 1时,有⎧⎨⎩ 𝑤[𝑖] = 𝐶[𝑖−1] =

𝑖−1∑
𝑟=1

𝑝𝑟(1 + 𝑝[1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏,

𝐶[𝑖] = 𝐶[𝑖−1] + 𝑝𝑖(1 + 𝑝[1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑖−1])
𝑏;

当 𝑖 = 𝑘1时,有{
𝑤[𝑖] = 𝐶[𝑖−1] + 𝑡,

𝐶[𝑖] = 𝐶[𝑖−1] + 𝑡+ 𝑝𝑖;

当 𝑖 = 𝑘1 + 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘2 − 1时,有{
𝑤[𝑖] = 𝐶[𝑖−1],

𝐶[𝑖] = 𝐶[𝑖−1] + 𝑝𝑖(1 + 𝑝[𝑘1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑖−1])
𝑏;

...

当 𝑖 = 𝑘𝑙时,有{
𝑤[𝑖] = 𝐶[𝑖−1] + 𝑡,

𝐶[𝑖] = 𝐶[𝑖−1] + 𝑡+ 𝑝𝑖;
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当 𝑖 = 𝑘𝑙 + 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘𝑙+1 − 1时,有{
𝑤[𝑖] = 𝐶[𝑖−1],

𝐶[𝑖] = 𝐶[𝑖−1] + 𝑝𝑖(1 + 𝑝[𝑘𝑙] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑖−1])
𝑏;

...

当 𝑖 = 𝑘𝑀时,有{
𝑤[𝑖] = 𝐶[𝑖−1] + 𝑡,

𝐶[𝑖] = 𝐶[𝑖−1] + 𝑡+ 𝑝𝑖;

当 𝑖 = 𝑘𝑀 + 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛时,有{
𝑤[𝑖] = 𝐶[𝑖−1],

𝐶[𝑖] = 𝐶[𝑖−1] + 𝑝𝑖(1 + 𝑝[𝑘𝑚] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑖−1])
𝑏.

其中: 令 𝑝[0] = 0,
𝑖−1∑
𝑟=𝑖

𝑝𝑟(1 + 𝑝[1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏 = 0.

性性性质质质 1 设 𝐽[𝑖]表示工件在位置 𝑖被加工, 如果

𝐶[𝑖] ⩾ 𝑑[𝑖],则𝐶[𝑖+1] ⩾ 𝑑[𝑖+1].

证证证明明明 根据安排RMA的位置,可将问题分为下

列几种情况.

1) 当 𝑖 ⩽ 𝑘1 − 1时, 工件 𝐽[𝑖]位于所有安排的

RMA之前,其完成时间与交货期的关系为

𝐶[𝑖] = 𝐶[𝑖−1] + 𝑝𝑖(1 + 𝑝[1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑖−1])
𝑏 ⩾

𝑞 + 𝑝𝑖(1 + 𝑝[1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑖−1])
𝑏 = 𝑑[𝑖] ⇒

𝐶[𝑖−1] ⩾ 𝑞 ⇒
𝐶[𝑖+1] = 𝐶[𝑖−1] + 𝑝𝑖(1 + 𝑝[1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑖−1])

𝑏+

𝑝𝑖+1(1 + 𝑝[1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑖])
𝑏 ⩾

𝑞 + 𝑝[𝑖+1](1 + 𝑝[1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑖])
𝑏 = 𝑑[𝑖+1] ⇒

𝐶[𝑖+1] ⩾ 𝑑[𝑖+1].

2)当 𝑘𝑙 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘𝑙+1−1(1 ⩽ 𝑙 ⩽ 𝑚−1)时,工件 𝐽[𝑖]

位于两个RMA之间,其完成时间与交货期的关系为

𝐶[𝑖] = 𝐶[𝑖−1] + 𝑠𝑡+ 𝑝𝑖(1 + 𝑝[𝑘𝑙] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑖−1])
𝑏 ⩾

𝑞 + 𝑝𝑖(1 + 𝑝[𝑘𝑙] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑖−1])
𝑏 = 𝑑[𝑖] ⇒

𝐶 [𝑖−1] + 𝑙𝑡 ⩾ 𝑞 ⇒
𝐶[𝑖+1] = 𝐶[𝑖−1] + 𝑝𝑖(1 + 𝑝[𝑘𝑙] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑖−1])

𝑏+

𝑙𝑡+ 𝑝𝑖+1(1 + 𝑝[𝑘𝑙] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑖])
𝑏 ⩾

𝑞 + 𝑝𝑖+1(1 + 𝑝[𝑘𝑙] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑖])
𝑏 = 𝑑[𝑖+1] ⇒

𝐶[𝑖+1] ⩾ 𝑑[𝑖+1].

3)当 𝑖 ⩾ 𝑘𝑚时, 工件 𝐽[𝑖]位于最后一个RMA之

后,其完成时间与交货期的关系为

𝐶[𝑖] = 𝐶[𝑖−1] +𝑚𝑡+ 𝑝𝑖(1 + 𝑝[𝑘𝑚] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑖−1])
𝑏 ⩾

𝑞 + 𝑝𝑖(1 + 𝑝[𝑘𝑚] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑖−1])
𝑏 = 𝑑[𝑖] ⇒

𝐶[𝑖−1] +𝑚𝑡 ⩾ 𝑞 ⇒
𝐶[𝑖+1] = 𝐶[𝑖−1] + 𝑝𝑖(1 + 𝑝[𝑘𝑚] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑖−1])

𝑏+

𝑚𝑡+ 𝑝𝑖+1(1 + 𝑝[𝑘𝑚] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑖])
𝑏 ⩾

𝑞 + 𝑝𝑖+1(1 + 𝑝[𝑘𝑚] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑖])
𝑏 = 𝑑[𝑖+1] ⇒

𝐶[𝑖+1] ⩾ 𝑑[𝑖+1].

从上述 3种情况可知, 如果𝐶[𝑖] ⩾ 𝑑[𝑖], 则𝐶[𝑖+1]

⩾ 𝑑[𝑖+1]. □

根据性质 1,可得如下推论.

推推推论论论 1 在一个调度序列中, 对于位置 ∀𝑗 > 𝑖,

如果𝐶[𝑖] ⩾ 𝑑[𝑖],则𝐶[𝑗] ⩾ 𝑑[𝑗].

证明类似于性质 1.

性性性质质质 2 对于任意的调度, 存在一个最优的相

同松弛时间 𝑞且等于某个工件的等待时间.

证证证明明明 设 𝐽[𝑖]表示工件在位置 𝑖被加工, 且对于

调度中的某一个特定的工件 𝐽[𝑖]满足𝑊[𝑗−1] ⩽ 𝑞 ⩽
𝑊[𝑗].令 𝛿 = 𝑞−𝑊[𝑗−1],则可得 0 ⩽ 𝛿 ⩽ 𝑝[𝑗−1](1+𝑝[𝑘]+

⋅ ⋅ ⋅ + 𝑝[𝑗−2])
𝑏. 由性质 1可推出, 位于 𝐽[𝑖]之前的工件

是提前的,而 𝐽[𝑖]本身和位于其后的工件是拖期的.又

因安排RMA的位置不同, 可分为下列几种情况, 即:

𝑗−1 ⩽ 𝑘1−1, 𝑘𝑙 ⩽ 𝑗−1 ⩽ 𝑘𝑙+1−1和 𝑘𝑚 ⩽ 𝑗−1 ⩽ 𝑛.

1)当 𝑗 − 1 ⩽ 𝑘1 − 1时,工件 𝐽[𝑖]的𝐸[𝑖] (1 ⩽ 𝑖 ⩽
𝑗 − 1)可表示为

𝐸[1] = 𝑑[1] − 𝐶[1] = 𝛿 +𝑊[𝑗−1] =

𝛿 +

𝑗−2∑
𝑟=1

𝑝𝑟(1 + 𝑝[1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏,

𝐸[2] = 𝑑[2] − 𝐶[2] = 𝛿 +𝑊[𝑗−1] − 𝑝1 =

𝛿 +

𝑗−2∑
𝑟=2

𝑝𝑟(1 + 𝑝[1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏,

...

𝐸[𝑖] = 𝛿 +

𝑗−2∑
𝑟=𝑖

𝑝𝑟(1 + 𝑝[1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏,

...

𝐸[𝑗−1] = 𝛿.

此时, 工件 𝐽[𝑖]的𝑇[𝑖] (𝑗 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛)可表示为下列两种

情况:

① 当 𝑗 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘1 − 1时,有

𝑇[𝑖] =

𝑖−1∑
𝑟=𝑗−1

𝑝𝑟(1 + 𝑝[1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏 − 𝛿;

② 当 𝑘1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛时,有

𝑇[𝑖] = 𝑙𝑡+

𝑘1−1∑
𝑟=𝑗−1

𝑝𝑟(1 + 𝑝[1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏+

𝑘2−1∑
𝑟=𝑘1

𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏 + ⋅ ⋅ ⋅+

𝑘𝑙−1∑
𝑟=𝑘𝑙−1

𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘𝑙−1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏+
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𝑖−1∑
𝑟=𝑘𝑙

𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘𝑙] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏 − 𝛿.

由此,总的提前和延迟为

TC =

𝑛∑
𝑖=1

(𝛼𝐸[𝑖]+𝛽𝑇[𝑖]) =

[𝛼(𝑗 − 1)− 𝛽(𝑛− 𝑗 + 1)]𝛿+

𝑚∑
𝑢=1

(𝑘𝑢+1 − 𝑘𝑢)𝑢𝑡+ 𝛼𝑗−

2∑
𝑟=1

𝑟𝑝𝑟(1 + 𝑝[1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏+

𝛽
[ 𝑘1−2∑
𝑟=𝑗−1

(𝑛− 𝑟)𝑝𝑟(1 + 𝑝[1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏+

𝑚−1∑
𝑢=1

𝑘𝑢+1−1∑
𝑟=𝑘𝑢

(𝑛− 𝑟)𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘𝑢] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏+

𝑛−1∑
𝑟=𝑘𝑚

(𝑛− 𝑟)𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘𝑢] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏
]
.

因为上述函数是关于 𝛿的线性函数, 所以当 𝛿 =

0或 𝛿 = 𝑝𝑗−1(1 + 𝑝[1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑗−2])
𝑏时, TC获得最小

值,即存在一个松弛时间 𝑞使得其值等于某个工件的

等待时间.

2)当 𝑘𝑙 ⩽ 𝑗− 1 ⩽ 𝑘𝑙+1 − 1 (1 ⩽ 𝑙 ⩽ 𝑚− 1)时,工

件 𝐽[𝑖]的𝐸[𝑖](1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑗 − 1)可表示如下:

① 当 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘1 − 1时,有

𝐸[𝑖] =

𝛿 + (𝑙 − 1)𝑡+

𝑘2−1∑
𝑟=𝑖

𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘1] + 𝑝[𝑘1+1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏+

𝑘3−1∑
𝑟=𝑘2

𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘2] + 𝑝[𝑘2+1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏 + ⋅ ⋅ ⋅+

𝑘𝑙−1∑
𝑟=𝑘𝑙−1

𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘𝑙−1] + 𝑝[𝑘𝑙−1+1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏+

𝑗−2∑
𝑟=𝑘𝑙

𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘𝑙] + 𝑝[𝑘𝑙+1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏;

② 当 𝑘𝑠−1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘𝑠 − 1 (2 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑙)时,有

𝐸[𝑖] =

𝛿 + (𝑙 − 𝑠+ 1)𝑡+

𝑘𝑠−1∑
𝑟=𝑖

𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘𝑠−1] + 𝑝[𝑘𝑠−1+1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏+

𝑘𝑠+1−1∑
𝑟=𝑘𝑠

𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘𝑠] + 𝑝[𝑘𝑠+1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏 + ⋅ ⋅ ⋅+

𝑘𝑙−1∑
𝑟=𝑘𝑙−1

𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘𝑙−1] + 𝑝[𝑘𝑙−1+1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏+

𝑗−2∑
𝑟=𝑘𝑙

𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘𝑙] + 𝑝[𝑘𝑙+1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏;

③ 当 𝑘𝑙 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑗 − 1时,有

𝐸[𝑖] = 𝛿 +

𝑗−2∑
𝑟=𝑘𝑙

𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘𝑙] + 𝑝[𝑘𝑙+1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏.

此时,工件 𝐽[𝑖]的𝑇[𝑖] (𝑗 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛)可表示为下列 3种情

况:

i)当 𝑗 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘𝑙+1 − 1时,有

𝑇[𝑖] =
𝑖−1∑

𝑟=𝑗−1

𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘𝑙] + 𝑝[𝑘𝑙+1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏 − 𝛿;

ii)当 𝑘𝑠 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘𝑠+1 − 1(𝑙+ 1 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑚− 1)时,有

𝑇[𝑖] =

𝑘𝑙+1−1∑
𝑟=𝑗−1

𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘𝑙] + 𝑝[𝑘𝑙+1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏+

𝑘𝑙+2−1∑
𝑟=𝑘𝑙+1

𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘𝑙+1] + 𝑝[𝑘𝑙+1+1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏+

⋅ ⋅ ⋅+
𝑖−1∑
𝑟=𝑘𝑠

𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘𝑠] + 𝑝[𝑘𝑠+1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏+

(𝑠− 𝑙)𝑡− 𝛿;

iii)当 𝑘𝑚 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛时,有

𝑇[𝑖] =

𝑘𝑙+1−1∑
𝑟=𝑗−1

𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘𝑙] + 𝑝[𝑘𝑙+1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏+

𝑘𝑙+2−1∑
𝑟=𝑘𝑙+1

𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘𝑙+1] + 𝑝[𝑘𝑙+1+1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏+

⋅ ⋅ ⋅+
𝑖−1∑

𝑟=𝑘𝑚

𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘𝑠] + 𝑝[𝑘𝑠+1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏+

(𝑚− 𝑙)𝑡− 𝛿.

由此,总的提前和延迟为

TC =

𝑛∑
𝑖=1

(𝛼𝐸
[𝑖]
+ 𝛽𝑇[𝑖]) =

[𝛼(𝑗 − 1)− 𝛽(𝑛− 𝑗 + 1)]𝛿+

𝛼

𝑙∑
𝑢=0

(𝑘𝑢+1 − 𝑘𝑢)(𝑙 − 𝑢)𝑡+

𝛽

𝑚∑
𝑢=𝑙+1

(𝑘𝑢+1 − 𝑘𝑢)(𝑢− 𝑙)𝑡+

𝛼
[ 𝑘1−1∑

𝑟=1

𝑟𝑝𝑟(1 + 𝑝[1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏 +
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𝑙−1∑
𝑢=1

𝑘𝑢+1−1∑
𝑟=𝑘𝑢

𝑟𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘𝑢] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏+

𝑗−2∑
𝑟=𝑘𝑙

𝑟𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘𝑙] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏
]
+

𝛽
[ 𝑘𝑙+1−1∑

𝑟=𝑗−1

(𝑛− 𝑟)𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘𝑙] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏+

𝑚−1∑
𝑢=𝑙+1

𝑘𝑢+1−1∑
𝑟=𝑘𝑢

(𝑛− 𝑟)𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘𝑢] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏+

𝑛−1∑
𝑟=𝑘𝑚

(𝑛− 𝑟)𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘𝑚] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏
]
.

因为上述函数是关于 𝛿的线性函数, 所以当 𝛿 =

0或 𝛿 = 𝑝𝑗−1(1 + 𝑝[1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑗−2])
𝑏时, TC获得最小

值,即存在一个松弛时间 𝑞使得其值等于某个工件的

等待时间.

3)当 𝑘𝑚 ⩽ 𝑗 − 1 < 𝑛时,工件 𝐽[𝑖]的𝐸[𝑖](1 ⩽ 𝑖 ⩽
𝑗 − 1)可表示如下:

① 当 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘1 − 1时,有

𝐸[𝑖] = 𝛿 +

𝑘1−1∑
𝑟=𝑖

𝑝𝑟(1 + 𝑝[1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏+

𝑘2−1∑
𝑟=𝑘1

𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏+

𝑗−2∑
𝑟=𝑘𝑚

𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘𝑚] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏 +𝑚𝑡;

② 当 𝑘𝑠 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘𝑠+1 − 1 (1 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑚− 1)时,有

𝐸[𝑖] = 𝛿 +

𝑘𝑠+1−1∑
𝑟=𝑖

𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘𝑠] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏+

𝑘𝑠+2−1∑
𝑟=𝑘𝑠+1

𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘𝑠+1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏+

𝑗−2∑
𝑟=𝑘𝑚

𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘𝑚] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏 + (𝑚− 𝑠)𝑡;

③ 当 𝑘𝑚 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑗 − 1时,有

𝐸[𝑖] = 𝛿 +

𝑗−2∑
𝑟=𝑖

𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘𝑚] + 𝑝[𝑘𝑚+1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏.

此时,工件 𝐽[𝑖]的𝑇[𝑖] (𝑗 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛)可表示为

𝑇[𝑖] =

𝑖−1∑
𝑟=𝑗−1

𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘𝑚] + 𝑝[𝑘𝑚+1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏 − 𝛿.

由此,总的提前和延迟为

TC =

𝑛∑
𝑖=1

(𝛼𝐸
[𝑖]
+ 𝛽𝑇[𝑖]) =

[𝛼(𝑗 − 1)− 𝛽(𝑛− 𝑗 + 1)]𝛿 +

𝑚−1∑
𝑢=1

(𝑚− 𝑢)(𝑘𝑢+1 − 𝑘𝑢)𝑡+

𝛼
[ 𝑘1−1∑

𝑟=1

𝑟𝑝𝑟(1 + 𝑝[1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏+

𝑚−1∑
𝑢=1

𝑘𝑢+1−1∑
𝑟=𝑘𝑢

𝑟𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘𝑢] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏+

𝑗−2∑
𝑟=𝑘𝑚

𝑟𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘𝑚] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏
]
+

𝛽
[ 𝑛−1∑
𝑟=𝑗−1

(𝑛− 𝑟)𝑝𝑟(1 + 𝑝[𝑘𝑚] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑟−1])
𝑏
]
.

因为上述函数是关于 𝛿的线性函数, 所以当 𝛿 =

0或 𝛿 = 𝑝𝑗−1(1 + 𝑝[1] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑝[𝑗−2])
𝑏时, TC获得最小

值,即存在一个松弛时间 𝑞使得其值等于某个工件的

等待时间. □

性性性质质质 3 对于任意的调度, 如果最优松弛时间

对于某个特定的工件 𝐽[𝑗]满足 𝑞 = 𝐶[𝑗−1] = 𝑊[𝑗], 则

𝑗 = ⌈𝑛𝛽/(𝛼+ 𝛽)⌉.

证证证明明明 下面通过移动松弛时间 𝑞并采用小参数

方法对问题进行证明.

如果最优松弛时间满足 𝑞 = 𝐶[𝑗−1] = 𝑊[𝑗],将松

弛时间向左移动 𝛿个单位,则总的提前和拖期惩罚在

变化后与之前的差值ΔTC1可表示为

ΔTC1 = [𝛽(𝑛− 𝑗 + 1)− 𝛼(𝑗 − 1)]𝛿.

若将松弛时间向右移动 𝛿个单位,则总的提前和

拖期惩罚在变化后与之前的差值ΔTC2可表示为

ΔTC2 = [𝛼𝑗 − 𝛽(𝑛− 𝑗)]𝛿.

为确保当 𝑞 = 𝐶[𝑗−1] = 𝑊[𝑗]成立时获得最优解,

要求ΔTC1和ΔTC2一定是非负的,则有:

当ΔTC1 ⩾ 0时,可得 𝑗 ⩽ 1 + 𝑛𝛽/(𝛼+ 𝛽);

当ΔTC2 ⩾ 0时,可得 𝑗 ⩾ 𝑛𝛽/(𝛼+ 𝛽).

由于 𝑗是整数,可得出 𝑗 = ⌈𝑛𝛽/(𝛼+ 𝛽)⌉. □

3 问问问题题题求求求解解解

基于性质 3, 可确定松弛时间 𝑞的值对应于等待

时间的工件 𝐽[𝑗],且 𝐽[𝑗]的位置是 𝑗 = ⌈𝑛𝛽/(𝛼+𝛽)⌉.同

时,由性质 2可知, 𝛿 = 𝑊[𝑗] −𝑊[𝑗−1] = 𝑝𝑗−1(1+ 𝑝[1] +

⋅ ⋅ ⋅+𝑝[𝑗−2])
𝑏,用 𝑝𝑗−1(1+𝑝[1]+ ⋅ ⋅ ⋅+𝑝[𝑗−2])

𝑏取代 𝛿.下

面给出问题的模型, 其中TC根据工件与RMA的位

置关系有 3种不同表达,对应于第 2节中的 3种情况.

min TC. (1)

s.t.

𝑛∑
𝑟=1

𝑥𝑖𝑟 = 1, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛; (2)

𝑛∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑟 = 1, 𝑟 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛; (3)

𝑥𝑖𝑟 = 1 or 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝑟 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (4)
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其中: 式 (1)为目标函数; 式 (2)表示在一个位置上只

有一个工件;式 (3)表示一个工件只位于一个位置;式

(4)表示当工件 𝐽[𝑖]在位置 𝑟被加工时, 𝑥𝑖𝑟的值为 1,

否则,值为 0.

上述安排问题当 𝑘确定时, 在时间复杂度𝑂(𝑛3)

内能够得到求解[17], 具体求解过程见文献 [18-19].

此外,因为对于每个𝑀(𝑀 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛), 𝑘𝑢可能为 2,

3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,所以RMA可能的位置上界为𝑛𝑚,于是可得

如下定理.

定定定理理理 1 问题 1∣𝑝𝑖𝑟, 𝑑𝑖,mrm∣
𝑛∑

𝑖=1

(𝛼𝐸𝑖 + 𝛽𝑇𝑖)的

时间复杂度为𝑂(𝑛𝑚+3).

由定理 1可得如下推论.

推推推论论论 2 问题 1∣𝑝𝑖𝑟, 𝑑𝑖, rm∣
𝑛∑

𝑖=1

(𝛼𝐸𝑖 + 𝛽𝑇𝑖)的时

间复杂度为𝑂(𝑛4),其中 rm表示最多安排一个RMA.

因为很容易得到上述两个结果,所以定理 1和推

论 2的证明在此省略.

4 结结结 论论论

本文针对在调度过程中安排多个机器维护阶段

的情况,研究了处理时间非线性恶化和多个RMAs的

交货期安排问题.根据问题的特点, 将其分为几种不

同的情况进行了分析,提出了相关的性质和定理, 并

给出了最优的松弛时间.最后, 证明了该问题在多项

式时间内是可解的.
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