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摘 要: 利用系统无源性和旋转矩阵性质研究无角速度测量下的姿态跟踪控制问题.为了避免姿态参数的奇异性和

模糊性,提出基于三维特殊正交群 (SO(3))的控制策略.首先利用旋转矩阵建立姿态跟踪误差方程,然后分析了系统

的内在无源性,从而揭示了闭环系统的稳定性. 当角速度无法获得时,利用新的无源滤波提出一种无角速度测量控制

律,并给出了严格的Lyapunov稳定性分析.最后,通过数值仿真验证了所提出的控制方法的有效性.
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Abstract：：：Attitude tracking control without angular velocity measurements is investigated by using the passivity of the

system and the property of rotation matrix. The control scheme developed on the special orthogonal group(SO(3)) is proposed

to avoid ambiguities and singularities of attitude parameters. Firstly, the equations of attitude tracking error are established

by using the rotation matrix. Then, the inherent passivity of the system is analyzed to reveal the stability of the closed-

loop system. With the use of a novel passive filter, a controller without angular velocity is proposed while the velocity

measurements may not be available. The strict Lyapunov stability analysis is also presented. Finally, numerical simulations

validate the effectiveness of the proposed control method.
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0 引引引 言言言

在深空探测、交会对接、对地观测等空间活动中,

航天器需要进行姿态控制以完成在轨任务,因此航天

器姿态控制引起了人们的广泛兴趣和深入研究[1-3].

姿态控制问题的一个重要特征是,旋转矩阵组成的集

合即特殊正交群SO(3)不是线性的,因此,在 SO(3)中

不存在全局稳定的连续反馈控制律[4]. 由于四元数与

旋转矩阵不是一一对应的,采用四元数进行姿态控制

可能导致姿态展开现象[4-5], 即航天器初始姿态虽然

位于期望姿态附近,但仍需经过接近 360∘的大角度机

动才能到达期望姿态. 从燃料消耗和振动抑制的角度

看,这种现象对航天器是不利的.

为了克服姿态展开现象,目前主要有两种方法较

为常见:一种是采用基于四元数的非连续控制律[6]和

四元数混杂控制律[7-9],然而,以上控制律是非连续的,

在非连续点附近可能会导致抖振现象,同时, 航天器

姿态控制执行机构如飞轮、控制力矩陀螺、磁力矩器

等无法提供非连续的控制输入; 另一种方法是采用

旋转矩阵作为姿态参数设计连续控制律,事实上旋转

矩阵满足了姿态描述的全局性和非奇异性,与航天器

姿态在物理意义上是一一对应的.文献 [10-11]分别

基于旋转矩阵和无源控制的思想得到了几乎全局稳

定的姿态控制律;文献 [12]基于旋转矩阵得到了指数

稳定的姿态跟踪控制律,且稳定性是几乎全局的.然

而,上述文献设计的控制律均需要利用航天器的角速

度信息.为了满足节省费用、空间和重量的要求, 航
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天器可能未携带角速度传感器, 即使航天器装备了

角速度传感器, 由于太空环境的复杂性, 传感器也容

易发生故障.可见,在角速度不可获得的情况下,研究

无需角速度测量的姿态跟踪控制律是十分必要的.文

献 [13-14]利用系统无源性方法分别设计了基于四元

数和罗德里格参数的无角速度测量姿态控制律; 文

献 [15]利用自适应控制设计了无需转动惯量阵和角

速度的自适应姿态跟踪控制律;文献 [16]提出一种四

元数观测器,设计了无角速度的姿态跟踪输出反馈控

制律;文献 [17]设计了自适应神经网络控制律,控制

律不需要角速度和转动惯量信息.但是, 以上文献在

设计姿态控制律时并未考虑姿态展开问题.

本文基于旋转矩阵和无源控制理论设计了无需

角速度测量的姿态跟踪控制律,闭环系统期望平衡点

对应于唯一的旋转矩阵, 因此能够避免姿态展开.数

值仿真结果表明, 所提出的控制律精度较高, 对于大

角度机动的姿态跟踪问题也不会发生姿态展开现象.

1 航航航天天天器器器姿姿姿态态态跟跟跟踪踪踪数数数学学学模模模型型型

航天器姿态动力学和运动学模型[12]为

𝑱𝝎̇ = −𝝎×𝑱𝝎 + 𝒖, (1)

𝑹̇ = 𝑹𝝎×. (2)

其中: 𝑱 ∈ 𝑹3×3为转动惯量阵; 𝝎 = [𝜔1 𝜔2 𝜔3 ]
T ∈

𝑹3为体坐标系下的角速度; 𝒖为控制力矩; 𝑹∈SO(3)

表示体坐标系到惯性坐标系的旋转矩阵; 𝝎×表示由

𝝎生成的反对称阵,即

𝝎× =

⎡⎢⎣ 0 −𝜔3 𝜔2

𝜔3 0 −𝜔1

−𝜔2 𝜔1 0

⎤⎥⎦ . (3)

式 (3)所定义的叉乘运算的逆运算记为∨, 它将任意

三维反对称阵映射为三维向量,即⎡⎢⎣ 0 −𝑎3 𝑎2

𝑎3 0 −𝑎1
−𝑎2 𝑎1 0

⎤⎥⎦
∨

= [ 𝑎1 𝑎2 𝑎3 ]
T. (4)

姿态跟踪的目的是设计控制律𝒖,使系统跟踪给

定的期望姿态信号𝑹𝑑 ∈ SO(3),其运动学方程为

𝑹̇𝑑 = 𝑹𝑑 𝝎
×
𝑑 , (5)

其中𝝎𝑑 ∈ 𝑹3为期望的角速度. 若定义误差旋转矩

阵 𝑹̃ = 𝑹T
𝑑𝑹,以及误差角速度 𝝎̃ = 𝝎 − 𝑹̃T𝝎𝑑,则可

以得到姿态跟踪误差运动学和动力学方程为

˙̃𝑹 = 𝑹̃𝝎̃×, (6)

𝑱 ˙̃𝝎 = {(𝑱𝝎)× − (𝑹̃T𝝎𝑑)
×𝑱 − 𝑱(𝑹̃T𝝎𝑑)

×}𝝎̃−
(𝑹̃T𝝎𝑑)

×𝑱(𝑹̃T𝝎𝑑)− 𝑱𝑹̃T𝝎̇𝑑 + 𝒖. (7)

本文的目的是:对于给定的任意参考姿态信号𝑹𝑑 ∈
SO(3)和𝝎𝑑 ∈ 𝑹3,设计无角速度反馈控制律𝒖,使得

当 𝑡→ ∞时, 𝑹 → 𝑹𝑑和𝝎 → 𝑹̃T𝝎𝑑成立,即 𝑹̃ → 𝑰,

𝝎̃ → 0.

2 主主主要要要结结结果果果

本节首先分析姿态跟踪控制系统 (6)和 (7)的无

源性,然后利用无源滤波方法提出一种无需角速度的

姿态跟踪控制方法, 并分析闭环系统的Lyapunov稳

定性.

2.1 姿姿姿态态态跟跟跟踪踪踪控控控制制制系系系统统统无无无源源源性性性分分分析析析

基于单位四元数或罗德里格参数的姿态跟踪系

统的无源性已经得到了充分的研究[1,13-14].受文献 [1,

13-14]的启发,本节分析基于旋转矩阵的姿态跟踪控

制系统 (6)和 (7)的无源性.针对系统 (6)和 (7), 姿态

误差函数和姿态误差向量定义[12]为

𝜓(𝑹̃) = 2−
√

1 + tr(𝑹̃), (8)

𝒆𝑹̃ =
1

2

√
1 + tr(𝑹̃)

(𝑹̃− 𝑹̃T)∨. (9)

定义集合𝐿 = {𝑹∈SO(3)∣𝜓(𝑹)< 2},则 𝒆𝑹̃在集合𝐿

上是有定义的,其导数为

𝒆̇𝑹̃ =
tr(𝑹̃)𝑰 − 𝑹̃T + 2𝒆𝑹̃𝒆T

𝑹̃

2

√
1 + tr(𝑹̃)

𝝎̃ ≡ 𝑬(𝑹̃)𝝎̃, (10)

其中𝑬(𝑹̃) ∈ 𝑹3×3,并且𝑬(𝑹̃)在集合𝐿上是可逆的.

定定定义义义 1 考虑非线性系统{
𝒙̇ = 𝒇(𝒙,𝒖),

𝒚 = 𝒉(𝒙).
(11)

对于所有𝒙 ∈ 𝑹𝑛,𝒖 ∈ 𝑹𝑚,𝒇是局部李普希茨函数且

𝒇(0,0) = 0,𝒉是连续的且𝒉(0) = 0. 如果存在连续可

微的半正定函数𝑉 (𝒙) (存储函数),使得

𝒖T𝒚 ⩾ 𝑉̇ =
∂𝑉

∂𝒙
𝒇(𝒙,𝒖) (12)

成立,则上述非线性系统是无源的[18].

定定定理理理 1 1)如果姿态跟踪控制系统 (6)和 (7)的

控制律𝒖设计为

𝒖 = − 𝑘𝑹̃𝒆𝑹̃ + (𝑹̃T𝝎𝑑)
×𝑱(𝑹̃T𝝎𝑑)+

𝑱(𝑹̃T𝜔̇𝑑) + 𝒗, (13)

其中 𝑘𝑹̃ > 0,则系统的输入𝒗到输出 𝝎̃是无源的;

2)假设系统的轨迹总是位于集合𝐿上,则系统的

输入𝒚 = 𝑬−T(𝑹̃)𝒗到输出 𝒆̇𝑹̃ = 𝑬(𝑹̃)𝝎̃是无源的.

证证证明明明 1)令存储函数𝑉1 = 0.5𝝎̃T𝑱𝝎̃+ 𝑘𝑹̃𝜓(𝑹̃),

经计算得 𝜓̇(𝑹̃)= 𝝎̃T𝒆𝑹̃. 因为 (𝑱𝝎)× − (𝑹̃T𝝎𝑑)
×𝑱 −

𝑱(𝑹̃T𝝎𝑑)
×是反对称阵,所以在控制律 (13)的作用下,

𝑉1 = 𝝎̃T𝒗,从而系统输入𝒗到输出 𝝎̃是无源的.

2) 如果系统轨迹总位于集合𝐿上, 则𝑬T(𝑹̃)是

可逆的且𝒚总是有定义的,因此

𝒆̇T
𝑹̃
𝒚 = 𝝎̃T𝑬T(𝑹̃)𝑬−T(𝑹̃)𝒗 = 𝝎̃T𝒗. (14)
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取系统存储函数为𝑉1, 则系统输入𝒚到输出 𝒆̇𝑹̃是无

源的. 2
注注注 1 在式 (13)中, 控制律包含 4项, 第 1项为

姿态误差项,第 2和第 3项为前馈补偿项,第 4项为输

入𝒗.本文定义了新的输入𝒚和输出 𝒆̇𝑹̃, 并且新的输

入到输出是无源的.针对级联无源系统 (6)和 (7), 可

以设计无角速度反馈控制律, 使得系统 𝒆̇𝑹̃到𝒚是严

格无源的, 从而能够利用无源控制理论[6-7,18]设计无

速度反馈控制律并证明系统的渐近稳定性.

2.2 无无无角角角速速速度度度控控控制制制律律律设设设计计计

假设𝑨 ∈ 𝑹𝑛×𝑛(𝑛 ⩾ 3)是Hurwitz矩阵, 𝑩 ∈
𝑹𝑛×3为列满秩矩阵,且 (𝑨,𝑩)可控.令𝑸∈𝑹𝑛×𝑛为

任意正定对称矩阵, 𝑷 为Lyapunov方程𝑨T𝑷 + 𝑷𝑨

= −𝑸的正定解.

定定定理理理 2 对于给定连续的期望姿态𝑹𝑑(𝑡)和期

望角速度𝝎𝑑(𝑡),设计控制律为

𝒖 = − 𝑘𝑹̃𝒆𝑹̃ − 𝑘𝒛𝑬
T(𝑹̃)𝒛+

(𝑹̃T𝝎𝑑)
×𝑱(𝑹̃T𝝎𝑑) + 𝑱(𝑹̃T𝝎̇𝑑). (15)

其中: 𝑘𝑹̃ > 0, 𝑘𝒛 > 0, 𝒛为下面无源滤波器的输出:

𝒙̇ = 𝑨𝒙+𝑩𝒆𝑹̃, (16)

𝒛 = 𝑩T𝑷 𝒙̇ = 𝑩T𝑷𝑨𝒙+𝑩T𝑷𝑩𝒆𝑹̃. (17)

则在控制律 (15)的作用下集合𝐿为正不变集.同时,

闭环系统渐近稳定到平衡点 {𝑹̃ = 𝑰, 𝝎̃ = 0},吸引区

的估计由下面不等式给出:

𝜓(𝑹̃(0)) < 2, (18)

∥𝝎̃(0)∥2 < 4𝑘𝑹̃ − 2𝑘𝑹̃𝜓(𝑹̃(0))− 𝑘𝒛𝒙̇(0)
T𝑷 𝒙̇(0)

𝜆max(𝑱)
.

(19)

其中: 𝜆max(𝑱)为转动惯量阵𝑱的最大特征值,式 (18)

和 (19)分别表示初始姿态和角速度吸引区范围.

证证证明明明 选取Lyapunov函数为

𝑉2 =
1

2
𝝎̃T𝑱𝝎̃ + 𝑘𝑹̃𝜓(𝑹̃) +

𝑘𝒛
2
𝒙̇T𝑷 𝒙̇. (20)

𝑉2的导数沿闭环系统的轨迹为

𝑉̇2 = 𝝎̃T𝑱 ˙̃𝝎 + 𝑘𝑹̃𝝎̃T𝒆𝑹̃ +
𝑘𝒛
2
𝒙̇T𝑷 𝒙̈+

𝑘𝒛
2
𝒙̈T𝑷 𝒙̇ =

𝝎̃T(−𝑘𝑹̃𝒆𝑹̃ − 𝑘𝒛𝑬
T(𝑹̃)𝒛) + 𝑘𝑹̃𝝎̃T𝒆𝑹̃+

𝑘𝒛
2
𝒙̇T(𝑨T𝑷 + 𝑷𝑨)𝒙̇+ 𝑘𝒛𝒙̇

T𝑷𝑩𝒆̇𝑹̃ =

𝑘𝒛
2
𝒙̇T(𝑨T𝑷 + 𝑷𝑨)𝒙̇ =

− 𝑘𝒛
2
𝒙̇T𝑸𝒙̇ ⩽ 0, (21)

因此,对于 𝑡 ⩾ 0, 𝑉2(𝑡) ⩾ 𝑉2(0). 由式 (19)可得

𝑉2(0) ⩽
1

2
𝜆max∥𝝎̃(0)∥2 + 𝑘𝑹̃𝜓(

˜𝑹(0))+

𝑘𝒛
2
𝒙̇(0)T𝑷 𝒙̇(0) < 2𝑘𝑹̃, (22)

所以

𝑘𝑹̃𝜓(𝑹̃(𝑡)) ⩽ 𝑉2(𝑡) ⩽ 𝑉2(0) < 2𝑘𝑹̃. (23)

因此𝜓(𝑹̃(𝑡))<2,在条件 (18)和 (19)下集合𝐿是正不

变集. 在控制律 (13)的作用下,闭环系统为

𝑱 ˙̃𝝎 = {(𝑱𝝎)× − (𝑹̃T𝝎𝑑)
×𝑱 − 𝑱(𝑹̃T𝝎𝑑)

×}𝝎̃−
𝑘𝑹̃𝒆𝑹̃ − 𝑘𝒛𝑬

T(𝑹̃)𝒛. (24)

下面用Barbalat引理[18]分析系统的稳定性.

首先, 𝑉2是正定的且𝑉2 ⩽ 0表明状态 𝝎̃, 𝑒𝑹̃, 𝒙̇是

有界的.由式 (10)可知, 𝑒̇𝑹̃和𝑉2是有界的,因此 𝑉̇2是

一致连续的.注意到𝑉2 > 0和𝑉2 ⩽ 0表明

lim
𝑡→∞

w 𝑡

0
𝑉2(𝜏)d𝜏

存在且有限,应用Barbalat引理,有 lim
𝑡→∞

𝑉2(𝑡) = 0,因

此当 𝑡→ ∞时, 𝑥̇→ 0.

其次,因为 𝝎̃, 𝒆𝑹̃, 𝒙̇, 𝒆̇𝑹̃和 𝒛是有界的,所以 ˙̃𝝎和

𝒙̈也是有界的.由于在集合𝐿上 tr(𝑹̃)+1 > 0,通过计

算 𝑬̇(𝑹̃)可知 𝑬̇(𝑹̃)在𝐿上是有界的, 𝒆𝑹̃也是有界的.

由式 (16)可知
...
𝒙是有界的, 从而 𝒙̈是一致连续的.注

意到, 𝒙̇ → 0表明 lim
𝑡→∞

w 𝑡

0
𝒙̈(𝜏)d𝜏存在且有限,再次应

用Barbalat引理可得 𝒙̈ → 0.由式 (16), 𝒙̈, 𝒙̇ → 0以及

矩阵𝑩是列满秩的,可得 𝒆̇𝑹̃ → 0,从而由式 (10)可知

𝝎̃ → 0.对式 (24)求导可知 ¨̃𝝎是有界的, 因此 ˙̃𝝎是一

致连续的, 再次应用Barbalat引理可得, 当 𝑡 → ∞时,
˙̃𝝎 → 0.

综上可得出,当 𝑡 → ∞时, 𝝎̃ → 0, ˙̃𝝎 → 0和 𝒛 =

𝑩T𝑷 𝒙̇ → 0.由式 (24)和 (16)可得 𝒆𝑹̃ → 0和𝒙 → 0,

因此闭环系统渐近稳定到平衡点 𝝎̃ = 𝒆𝑹̃ = 𝒙 = 0.

由式 (9)可知 (𝑹̃ − 𝑹̃T)∨ = 0,即 𝑹̃ = 𝑹̃T. 由于 𝑹̃是

正交矩阵且行列式为 1, 𝑹̃的特征值是实数或成对

出现的复数.因此 𝑹̃的特征值为 1、ei 𝜃和 e−i 𝜃,其中 𝜃

∈ 𝑹. 矩阵 𝑹̃的酉分解表示为

𝑹̃ = 𝑼Hdiag{1, ei 𝜃, e−i 𝜃}𝑼 , (25)

其中𝑼为酉阵.由 𝑹̃ = 𝑹̃T = 𝑹̃−1可得

𝑰 = 𝑹̃2 = 𝑼Hdiag{1, ei 2𝜃, e−i 2𝜃}𝑼 , (26)

因此 2𝜃 = 2𝑘π, 𝑘为一整数.从而 𝑹̃的特征值是 {1, 1,
1}或者 {1,−1,−1},即 𝑹̃ = 𝑰或者 tr(𝑹̃) = −1.由于

在集合𝐿中 tr(𝑹̃) ∕= −1,在平衡点处必然有 𝑹̃ = 𝑰成

立. 于是,在无角速度控制律 (15)的作用下,系统轨迹

渐近收敛到平衡点 {𝑹̃ = 𝑰, 𝝎̃ = 0},实现了姿态跟踪

的目的. 2
注注注 2 控制律 (15)由 4项组成.其中: 第 1项为

姿态跟踪误差项; 第 2项包含了无源滤波器的输出,

在闭环系统中起到了角速度阻尼的作用;最后两项为

与姿态跟踪相关的前馈补偿项.
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注注注 3 由吸引区 (18)可看出设计的控制律是几

乎全局收敛的,即只要初始姿态满足 tr𝑹̃(0) ∕= −1即

可,因此吸引区覆盖了除零测度集 {𝑹𝑑(0) exp(𝜋𝒔
×)∣𝒔

∈ 𝑆2}以外的 SO(3)集合. 由于姿态控制中连续反馈

控制律无法实现全局渐近稳定[10], 式 (18)对于吸引

区的估计是最优的.由式 (19)可知, 航天器转动惯量

最大特征值越小, 初始姿态误差越小, 初始角速度误

差的估计范围越大.同时, 可以选择较大的控制律参

数 𝑘𝑹̃,使得

𝑘𝑹̃ >
𝜆max∥𝝎̃(0)∥2 + 𝑘𝑧𝒙̇(0)

T𝑷 𝒙̇(0)

2(2− 𝜓(𝑹̃(0)))
(27)

即可满足式 (19).

特别地,对于航天器姿态调节问题,即𝝎𝑑(𝑡) = 0

和𝑹𝑑(𝑡) = 𝑹𝑑(0), 控制律 (15)变为如下的与模型无

关的无角速度控制律:

𝒖 = −𝑘𝑹̃𝒆𝑹̃ − 𝑘𝒛𝑬
T(𝑹̃)𝒛. (28)

控制律 (28)不含有转动惯量𝑱 ,对于模型不确定性具

有鲁棒性,由此得到下面推论.

推推推论论论 1 对于𝝎𝑑(𝑡) = 0和𝑹𝑑(𝑡) = 𝑹𝑑(0)的姿

态调节问题, 在与模型无关的控制律 (28)的作用下,

系统渐近稳定到平衡点 {𝑹̃ = 𝑰, 𝝎̃ = 0}.

3 仿仿仿真真真结结结果果果

为了验证所提出的控制方法的有效性,对无角速

度测量控制律 (15)、文献 [12]的有角速度测量控制律

以及文献 [13]基于四元数的无角速度测量控制律进

行仿真对比. 仿真场景设定为使一颗失控自旋航天器

经过大角度 (179∘)的姿态机动跟踪期望的姿态,其初

始姿态、初始角速度、转动惯量阵、转动惯量阵不确

定性和空间扰动力矩分别为

𝑹(0) = 𝑰, 𝝎(0) = [ 0.1 0.1 0.1]T rad/s,

𝑱 =

⎡⎢⎣ 22 0 0

0 23 0

0 0 24

⎤⎥⎦ kg ⋅m2,

Δ𝑱 =

⎡⎢⎣ 0.7 0.2 −0.5

0.2 0.3 0.3

−0.5 0.3 0.5

⎤⎥⎦ kg ⋅m2,

𝒅 =

[ 0.1 sin(0.1𝑡) 0.06 cos(0.2𝑡) 0.05 sin(0.2𝑡) ]T N⋅m;

期望的角速度和期望初始姿态由下式给出:

𝝎𝑑 = 0.1[ sin(𝑡/40) cos(𝑡/50) sin(𝑡/60) ]T rad/s,

𝑹𝑑(0) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 cos
(179
180

π
)

sin
(179
180

π
)

0 − sin
(179
180

π
)

cos
(179
180

π
)
⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

𝑹𝑑(𝑡)可由式 (5)解算得出.文献 [12]控制律的参数选

取为 𝑘𝑹̃ =0.2, 𝑘𝝎̃ =2.控制律 (15)和文献 [13]控制律

参数选取为 𝑘𝑹̃=0.1和 𝑘𝝎̃=30,滤波器的参数选为𝑨

= −𝑰,𝑩 = 𝑸 = 𝑰和𝑷 = 0.5𝑰 . 姿态误差角定义为

𝜃 = arccos
(1
2
(tr(𝑹̃)− 1)

)
,

𝜃表示姿态跟踪系统的误差.

仿真结果如图 1∼图 4所示.图 1和图 2分别给

出了上述 3种控制律作用下的姿态误差角和角速度

误差范数比较曲线, 从图中可以看出姿态误差角和

角速度误差在 3种控制律作用下均渐近收敛到 0, 同

时控制律 (15)收敛速度更快,最终误差比文献 [13]的

无角速度测量控制律小,而文献 [13]的四元数无角速
240
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图 4 控制力矩范数比较曲线

度测量控制律发生了姿态展开现象. 图 3为控制律

(15)和文献 [13]的无角速度测量控制律作用下滤波

器输出范数比较曲线,两种控制律作用下滤波器输出

均收敛到 0. 图 4为控制力矩范数比较曲线,可见控制

力矩小于 1N ⋅m,符合实际要求.

4 结结结 论论论

本文利用非线性系统无源性和旋转矩阵设计了

一种航天器无角速度测量姿态跟踪控制律.采用旋转

矩阵建立了航天器姿态跟踪数学模型,设计了一种无

源滤波器和无需角速度的姿态跟踪控制律,并证明了

闭环系统是渐近稳定的, 且吸引区是几乎全局的.仿

真结果表明,所提出的控制律能够达到令人满意的姿

态跟踪性能,本文所得结果可用于航天器无角速度反

馈大角度姿态跟踪机动控制.对于存在扰动力矩情况

的无角速度鲁棒姿态跟踪控制和多航天器姿态协同

控制尚待进一步深入研究.
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