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摘 要: 针对编队卫星队形重构问题,提出一种基于非配置点部分误差控制的联立方法.首先采用基于Radau配置

点的拉格朗日插值多项式对微分代数方程组进行离散化处理;然后引入非配置点,要求避撞条件在非配置点处严格

满足,但不对状态变量在非配置点处的误差估计进行控制,从而降低离散化后得到的非线性规划命题的求解难度;最

后对 3颗编队卫星的队形重构问题进行测试和仿真并与相应文献中的结果进行了比较,数值实验结果表明该方法具

有更高的求解精度和求解效率.
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Abstract: A simultaneous approach with partial error control on non-collocation points for formation reconfiguration of

satellite formation flying is proposed. Firstly, Radau collocation points based Lagrange polynomials are utilized to discretize

the group of differential algebraic equations. Non-collocation points are introduced. The collision avoidance conditions are

required to be satisfied on the non-collocation points, while the error estimation of state variables are not. Then, solving

difficulty of the nonlinear programming problem obtained by discretizing is reduced. Finally, the formation reconfiguration

problem of three formation-flying satellites is demonstrated and simulated. The comparisons are made with the results in the

related reference. The numerical results show that the proposed approach is more accurate and efficient.
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0 引引引 言言言

随着人类航天活动的逐渐深入,探测任务复杂程

度的逐步提高,对单颗卫星的分辨率和覆盖能力的要

求也越来越高,致使卫星的研制难度增加并呈现大型

化和复杂化的发展趋势,进而导致卫星成本的大幅度

增加和安全性的降低. 卫星编队飞行是 21世纪航天

领域具有重要战略意义的关键技术之一[1].卫星编队

飞行系统可通过若干颗低成本、高可靠性的小型卫星

的数目增减以及队形重构来代替单颗大型卫星完成

特定的任务,相比于单颗大型卫星而言, 其具有更强

的功能性和更好的鲁棒性[2-3].

卫星编队飞行任务分为行星轨道环境飞行任务

和深空环境飞行任务, 二者都存在队形重构问题[4].

当编队卫星的任务发生变化时,需要通过队形重构来

改变编队卫星的几何布局以满足任务的要求.队形重

构过程中最重要的问题是如何防止碰撞以及精确地

达到指定的状态 (包括位置、速度等), 并在此基础上

考虑诸如燃料消耗或者能量消耗、重构时间等性能指

标[4]. 为保证队形重构的在线运行, 要求算法能够快

速地规划出各个卫星的重构路径.卫星队形重构是实
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现和推行卫星编队飞行的核心技术手段.

国内外很多学者对最优队形重构问题做了不少

研究工作. Richards等[5]基于线性化的动力学方程将

整个规划时域离散成多个时间步,在每一个时间步上

要求满足线性化的动力学方程以及避撞条件,最终采

用混合整数线性规划求解燃料消耗最小问题. 由于

采用了线性化的动力学模型, 所得解的精度有待于

提高,并且在时间步之间,避撞条件不一定能够满足.

Junge等[6]将避撞条件利用罚函数进行转换, 直接将

燃料消耗函数和罚函数进行加和,进而采用一阶变分

条件将队形重构问题转变成两点边值问题进行求解,

但没有考虑采用罚因子在燃料消耗函数与罚函数之

间做出一个平衡以确保避撞条件的满足,所求得的解

的精度难以保证. Sultan等[7]在队形重构中设置若干

个航路点,假设每两个航路点之间的轨迹可以用分段

三次多项式来表示并且是一次连续可微的,离散化后

得到的问题具有拟二次结构,并利用这种结构设计了

基于梯度的算法进行求解. Hwang等[8]在 Sultan的基

础上利用线性化的Hill动力学方程的解析解来表示

相邻两个航路点之间的轨迹,采用基于梯度的算法找

到了满足避撞条件的最优航路点,进而得到了整个重

构轨迹.以上这两种方法都只能得到一个近似的次优

解. Huntington等[9]和黄海滨等[10]利用伪谱法将队形

重构问题离散化成非线性规划问题,进而采用非线性

规划求解器进行求解.黄海滨等的数值结果显示, 所

得到的解的精度还有改进的空间,并且避撞约束条件

也有较大的违反.

伪谱法将状态变量和控制变量在整个优化时域

内均看作是关于时间高阶连续光滑的函数,所采用的

节点越多,光滑的阶次越高.而实际上,控制变量有可

能是不光滑的甚至是不连续的, 这是伪谱法本质上

的不足之处.本文主要针对深空环境下编队卫星的队

形重构问题进行研究,将队形重构问题表述成最优控

制问题,采用联立法对其进行求解, 并通过增加非配

置点上的避撞约束条件来提高求解的精度.在求得控

制变量曲线后, 通过积分器进行连续仿真, 并与文献

[10]中的数值结果进行比较,验证了算法的求解精度

和求解效率.

1 深深深空空空环环环境境境下下下队队队形形形重重重构构构问问问题题题

考察𝑀颗卫星的队形重构问题.在深空环境下,

每颗卫星受到的外部引力十分微弱, 可以忽略不计,

其主要依靠内部产生的推力来改变自身的运动状态,

因此可以采用如下质点模型来描述各颗卫星[7]:

𝑟̇𝑖(𝑡) = 𝑣𝑖(𝑡), 𝑣̇𝑖(𝑡) = 𝑎𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀. (1)

其中: 𝑟𝑖为第 𝑖颗卫星的位置矢量, 𝑣𝑖为第 𝑖颗卫星的

速度矢量, 𝑎𝑖为第 𝑖颗卫星的加速度矢量.

假定要在 0 ∼ 𝑇 这段时间内完成队形重构,各颗

卫星的初始状态和终端状态为

𝑟𝑖(0) = 𝑟𝑖0, 𝑣𝑖(0) = 𝑣𝑖0,

𝑟𝑖(𝑇 ) = 𝑟𝑖𝑇 , 𝑣𝑖(𝑇 ) = 𝑣𝑖𝑇 ,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀. (2)

其中: 𝑟𝑖0为第 𝑖颗卫星的初始位置矢量, 𝑣𝑖0为第 𝑖颗

卫星的初始速度矢量, 𝑟𝑖𝑇 为第 𝑖颗卫星的终端位置矢

量, 𝑣𝑖𝑇 为第 𝑖颗卫星的终端速度矢量.

对于第 𝑖颗卫星, 如果采用以质点 𝑟𝑖为中心, 𝑅𝑖

为半径的球面作为安全边界,则任意两颗卫星之间的

避撞条件可表示为

∥𝑟𝑖(𝑡)− 𝑟𝑗(𝑡)∥2 ⩾ (𝑅𝑖 +𝑅𝑗)
2, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀 − 1, 𝑗 = 𝑖+ 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀. (3)

由于卫星自身产生的推力有限,各个方向的加速

度存在边界约束条件,即

∣ 𝑎𝑖𝑘(𝑡) ∣⩽ 𝐴𝑖𝑘, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀, 𝑘 = 𝑥, 𝑦, 𝑧. (4)

其中: 𝑎𝑖𝑥, 𝑎𝑖𝑦, 𝑎𝑖𝑧为第 𝑖颗卫星在𝑥, 𝑦, 𝑧三个方向上

的加速度分量; 𝐴𝑖𝑥, 𝐴𝑖𝑦, 𝐴𝑖𝑧为加速度分量的边界.

衡量重构过程各颗卫星运行轨迹优劣的性能指

标主要有重构时间、燃料消耗或能量消耗等.目标函

数的选择是以任务为导向的.在深空环境中, 为了延

长在轨运行时间,燃料消耗或能量消耗是首要考虑的

性能指标[11].本文以能量消耗作为性能指标,故将重

构问题的目标函数定义为

𝐽 =

𝑀∑
𝑖=1

𝜇𝑖

w 𝑇

0
𝑎T𝑖 (𝑡)𝑎𝑖(𝑡)d𝑡, (5)

其中𝜇𝑖为权重因子, 满足𝜇𝑖 ⩾ 0,
𝑀∑
𝑖=1

𝜇𝑖 = 1.当某颗

卫星所储备的能量偏少时,可以考虑加大该卫星的权

重因子,减少其在重构过程中的能量消耗.

综上所述, 以卫星的各加速度分量为控制变量,

编队卫星队形重构问题可表述为如下形式的最优控

制命题:

min 𝐽,

s.t. 式 (1) ∼ (4). (6)

2 基基基于于于非非非配配配置置置点点点部部部分分分误误误差差差控控控制制制的的的联联联立立立法法法

2.1 联联联立立立法法法

为叙述方便, 将命题 (6)写成Mayer型性能指标

的一般最优控制命题形式,即

min 𝜑(𝑧(𝑡𝑓 )).

s.t. 𝑧̇(𝑡) = 𝐹 (𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡)),
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𝐺(𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡)) ⩽ 0,

𝑢𝐿 ⩽ 𝑢(𝑡) ⩽ 𝑢𝑈 ,

𝑧(0) = 𝑧0, 𝑧(𝑡𝑓 ) = 𝑧𝑡𝑓 , 𝑡 ∈ [0, 𝑡𝑓 ]. (7)

其中: 𝜑是一个标量目标函数; 𝑧(𝑡)是由微分状态变量

组成的向量, 𝑧(𝑡) ∈ 𝑅𝑛, 𝑧0是 𝑧(𝑡)的初始状态, 𝑧𝑡𝑓 是

𝑧(𝑡)的终端状态; 𝑢(𝑡)是由控制变量组成的向量, 𝑢(𝑡)

∈ 𝑅𝑙, 𝑢𝑈和𝑢𝐿分别为控制变量的上下边界; 𝐹 是𝑛条

微分方程的右边约束; 𝐺是关于状态变量和控制变量

的不等式约束方程.

采用联立法将整个时域 [0, 𝑡𝑓 ]划分为𝑁段有限

元, 在每段有限元 [𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖] (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁)上, 采用

拉格朗日插值多项式对状态变量和控制变量进行逼

近[12-13],有⎧⎨⎩

𝑧𝐾(𝑡) =

𝐾∑
𝑗=0

𝑙𝑗(𝜏)𝑧𝑖𝑗 ,

𝑢𝐾(𝑡) =

𝐾∑
𝑗=1

𝑙̄𝑗(𝜏)𝑢𝑖𝑗 , 𝜏 ∈ [0, 1],

𝑡 = 𝑡𝑖−1 + ℎ𝑖𝜏, ℎ𝑖 = (𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1).

(8)

其中

𝑙𝑗(𝜏) =

𝐾∏
𝑘=0, ∕=𝑗

(𝜏 − 𝜏𝑘)

(𝜏𝑗 − 𝜏𝑘)
, 𝑙̄𝑗(𝜏) =

𝐾∏
𝑘=1, ∕=𝑗

(𝜏 − 𝜏𝑘)

(𝜏𝑗 − 𝜏𝑘)
,

𝐾为插值的阶次.由拉格朗日插值基函数的性质可知

𝑡𝑖𝑗 = 𝑡𝑖−1 + (𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1)𝜏𝑗 ,

𝑧𝐾(𝑡𝑖𝑗) = 𝑧𝑖𝑗 , 𝑢
𝐾(𝑡𝑖𝑗) = 𝑢𝑖𝑗 . (9)

将式 (8)和 (9)代入命题 (7)的微分方程组, 得到配置

方程

𝑅𝑖(𝜏𝑗) =

𝐾∑
𝑘=0

𝑙𝑘(𝜏𝑗)𝑧𝑖𝑘 − ℎ𝑖𝐹 (𝑧𝑖𝑗 , 𝑢𝑖𝑗) = 0,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾. (10)

与伪谱法不同的是,在有限元端点处联立法对控

制变量没有额外的约束条件,即控制变量可以是不连

续的.而微分状态变量在整个时域上是可微的, 故在

有限元端点处必须连续,即

𝑧𝑖+1,0 =

𝐾∑
𝑗=0

𝑙𝑗(1)𝑧𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1. (11)

至此, 可以得到原最优控制命题 (7)离散化后的

非线性规划命题形式,即

min
𝑧𝑖𝑗 ,𝑢𝑖𝑗

𝜑(𝑧(𝑡𝑓 )).

s.t.

𝐾∑
𝑘=0

𝑙𝑘(𝜏𝑗)𝑧𝑖𝑘 − ℎ𝑖𝐹 (𝑧𝑖𝑗 , 𝑢𝑖𝑗) = 0,

𝐺(𝑧𝑖𝑗 , 𝑢𝑖𝑗) ⩽ 0, 𝑢𝐿 ⩽ 𝑢𝑖𝑗 ⩽ 𝑢𝑈 ,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾;

𝑧1,0 = 𝑧0, 𝑧𝑓 = 𝑧𝑁,𝐾 = 𝑧𝑡𝑓 ,

𝑧𝑖+1,0 =

𝐾∑
𝑗=0

𝑙𝑗(1)𝑧𝑖𝑗 ,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1. (12)

2.2 非非非配配配置置置点点点部部部分分分误误误差差差控控控制制制

关于有限元上的配置点的选择,若按照Gauss点

进行配置, 则数值积分的代数精度最高, 𝐾个Gauss

点能达到 2𝐾−1阶的代数精度;若采用𝐾个Radau点

进行配置,则代数精度要比Gauss点低一阶,为 2𝐾−2.

因基于Radau点的离散化命题具有更好的稳定性[14],

故本文采用Radau点进行配置.

为了提高求解的精度, Vasantharajan等[15]在有限

元上插入非配置点 𝜏𝑛𝑐, 要求在非配置点上状态变量

的误差估计和约束𝐺分别满足以下条件:

∥𝐶𝑅𝑖(𝜏𝑛𝑐)∥ < 𝜖,

𝐺(𝑧𝑖(𝜏𝑛𝑐), 𝑢𝑖(𝜏𝑛𝑐)) ⩽ 0,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (13)

其中

𝐶 =
1

𝐴

w 𝜏𝑛𝑐

0

𝐾∏
𝑗=1

(𝑠− 𝜏𝑗)d𝑠, 𝐴 =

𝐾∏
𝑗=1

(𝜏𝑛𝑐 − 𝜏𝑗).

同时将有限元的长度作为变量与优化命题一起寻

优. 这种方法能够在有限元个数较少的情况下提高

求解的精度.但是也存在缺陷:一方面要求状态变量

在非配置点的误差估计以及不等式约束条件满足式

(13),从而引入大量的方程,增加了计算量;另一方面,

有限元的长度的变化对目标函数值的影响不大,从而

导致拉格朗日函数对有限元的长度的Hessian矩阵是

病态的,因此增加了优化计算的难度.

编队卫星在重构过程中, 首先考虑的是如何避

撞,也就是要保证避撞约束条件 (3)的高精度满足,故

本文仅要求在非配置点上满足不等式约束条件,不对

状态变量在非配置点上的误差估计进行控制,并且让

有限元的长度固定, 即非配置点部分误差控制,从而

降低问题的求解难度.非配置点上的状态变量和控制

变量值可由式 (8)求得.最终需要求解的非线性规划

命题为

min
𝑧𝑖𝑗 ,𝑢𝑖𝑗

𝜑(𝑧(𝑡𝑓 )).

s.t.

𝐾∑
𝑘=0

𝑙𝑘(𝜏𝑗)𝑧𝑖𝑘 − ℎ𝑖𝐹 (𝑧𝑖𝑗 , 𝑢𝑖𝑗) = 0,

𝐺(𝑧𝑖𝑗 , 𝑢𝑖𝑗) ⩽ 0,

𝑢𝐿 ⩽ 𝑢𝑖𝑗 ⩽ 𝑢𝑈 ,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾;
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𝐺(𝑧𝐾𝑖 (𝜏𝑛𝑐𝑗 ), 𝑢
𝐾
𝑖 (𝜏𝑛𝑐𝑗 )) ⩽ 0,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿;
𝑧1,0 = 𝑧0, 𝑧𝑓 = 𝑧𝑁,𝐾 = 𝑧𝑡𝑓 ,

𝑧𝑖+1,0 =

𝐾∑
𝑗=0

𝑙𝑗(1)𝑧𝑖𝑗 ,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1. (14)

其中𝐿为每个有限元上所加入的非配置点的个数.本

文在每两个相邻的配置点之间等间距地插入 𝑑个非

配置点,故有𝐿 = 𝐾 ⋅ 𝑑.

命题 (14)的求解过程分两步进行.首先不考虑配

置点和非配置点上的不等式条件约束, 得到如下问

题:

min
𝑧𝑖𝑗 ,𝑢𝑖𝑗

𝜑(𝑧(𝑡𝑓 )).

s.t.

𝐾∑
𝑘=0

𝑙𝑘(𝜏𝑗)𝑧𝑖𝑘 − ℎ𝑖𝐹 (𝑧𝑖𝑗 , 𝑢𝑖𝑗) = 0,

𝑢𝐿 ⩽ 𝑢𝑖𝑗 ⩽ 𝑢𝑈 ,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾;

𝑧1,0 = 𝑧0, 𝑧𝑓 = 𝑧𝑁,𝐾 = 𝑧𝑡𝑓 ,

𝑧𝑖+1,0 =

𝐾∑
𝑗=0

𝑙𝑗(1)𝑧𝑖𝑗 ,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1. (15)

将所有状态变量的初值设为初始状态,控制变量的初

值设为 0,采用非线性规划求解器可以很容易求得命

题 (15)的解,然后将这些解作为命题 (14)的初值再进

行求解.

3 数数数值值值实实实验验验

3颗卫星队形重构的数值实验是基于 Intel(R)

Pentium(R) CPU P 6100处理器, 2.00 GHz, 2.00 G内存

的计算机进行的,所采用的非线性规划求解器是由卡

耐基梅隆大学开发的 IPOPT[16-17].

队形重构的时间𝑇 为 10个单位, 各颗卫星的位

置变化和速度变化以单位位置和单位速度进行描述,

3颗卫星的起始和终端状态为[10]

[𝑟1(0); 𝑣1(0)] = [0, 0, 0; 0, 0, 0]T,

[𝑟1(𝑇 ); 𝑣1(𝑇 )] = [12, 12, 12; 0, 0, 0]T; (16a)

[𝑟2(0); 𝑣2(0)] = [8, 0, 0; 0, 0, 0]T,

[𝑟2(𝑇 ); 𝑣2(𝑇 )] = [0, 12, 12; 0, 0, 0]T; (16b)

[𝑟3(0); 𝑣3(0)] = [8, 0, 8; 0, 0, 0]T,

[𝑟3(𝑇 ); 𝑣3(𝑇 )] = [0, 12, 0; 0, 0, 0]T. (16c)

卫星的各加速度分量最大为 1个单位,安全边界球面

半径为 1个单位, 因此在队形重构过程中, 任意两个

质点卫星之间的距离应不小于 2个单位. 3颗卫星的

权重因子均取为 1/3.

将队形重构时间分成 5个有限元,每个有限元上

采用 2个Radau点进行配置, 故总共有 10个配置点,

每两个配置点之间插入 10个非配置点. 先不考虑避

撞条件,将最优控制命题离散成非线性规划命题 (15)

的形式进行求解. IPOPT的迭代次数为 8次, 求解时

间为 0.032 s, 将所得到的结果作为命题 (14)的初值.

求解命题 (14)时, IPOPT的迭代次数为 44次, 求解时

间为 0.413 s, 故总的计算时间仅为 0.445 s, 远远小于

文献 [10]所需要的计算时间 31.324 s. 各卫星的控制

变量曲线如图 1所示,每一幅子图为一颗卫星在𝑥, 𝑦,

𝑧三个方向的加速度分量曲线.
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图 1 3颗卫星队形重构的最优控制曲线

采用Matlab下的ODE45对求得的控制变量进行

连续仿真,得到 3颗卫星的队形重构轨迹如图 2所示.

将仿真得到的各卫星重构轨迹进行碰撞实验, 得到

任意两颗卫星之间的距离随时间变化的曲线如图 3

所示. 其中卫星 1与卫星 2之间距离曲线以及卫星 2

与卫星 3之间的距离曲线几乎是完全重合的. 在整

个队形重构过程中各颗卫星相互之间的最小距离为

2.005个单位,即碰撞约束条件是完全严格满足的,而

文献 [10]中的碰撞约束却违反了 1.04 e-2个单位. 重

构过程的目标函数值为 4.498 4个单位.各颗卫星满足

终端约束条件的情况如表 1所示,
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图 2 3颗卫星的队形重构轨迹
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图 3 任意两颗卫星之间的距离曲线

表 1 3颗卫星队形重构各卫星终端约束条件违反程度

𝑇时刻 𝛿𝑟𝑥 𝛿𝑟𝑦 𝛿𝑟𝑧 𝛿𝑣𝑥 𝛿𝑣𝑦 𝛿𝑣𝑧

卫星 1 7.9 e-11 6.0 e-11 1.1 e-10 2.2 e-11 1.7 e-11 3.5 e-11

卫星 2 6.0 e-11 1.4 e-10 7.9 e-11 1.7 e-11 3.8 e-11 2.2 e-11

卫星 3 1.4 e-10 7.5 e-11 5.7 e-11 3.9 e-11 2.1 e-11 1.6 e-11

从表 1可以看出,各卫星精确到达了指定位置且

速度为零.

4 结结结 论论论

卫星编队飞行要求在队形重构过程中严格满足

避撞条件,在此基础上考虑重构时间、燃料消耗或能

量消耗等性能指标才有意义.本文提出了一种基于非

配置点部分误差控制的联立方法,用于求解编队卫星

的队形重构问题.采用基于Radau配置点的拉格朗日

插值多项式对队形重构问题进行离散化处理,引入非

配置点, 仅要求避撞条件在非配置点上严格满足, 即

可保证求解的精度和求解的效率.数值实验表明, 与

文献 [10]的结果相比,本文方法具有更好的避撞效果

以及更高的求解精度和求解效率,适合在深空环境下

机载在线运行.
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