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摘 要: 结合灰色关联分析理论,运用向量投影原理,提出一种新型的灰色投影关联度模型,对模型的基本原理进行

分析,并讨论模型的规范性、相似性和平行性等性质. 该模型充分利用了序列各时点的信息,克服了以离散点代替整

体变化趋势的问题.通过实例分析验证了模型的有效性. 分析结果表明,灰色投影关联度能较好地反映序列间的关联

程度.
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Grey incidence model based on projection and its properties
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Abstract: Based on the theory of grey incidence analysis and vector projection, a new grey projection incidence degree is

developed. Then, some properties such as normality, similarity, parallelism are studied. This model is able to fully employ

the information of every point of the whole sequence, and avoid predicting trend using discrete points. Finally, an example

is used to illustrate the effectiveness of the model, which suggests that the grey projection incidence model can reflect the

correlation degree among relevant factor sequences.
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0 引引引 言言言

灰色关联分析是灰色系统理论中非常重要的基

础理论,根据序列曲线几何形状的相似程度来反映系

统因素之间的关系密切程度.曲线越接近,相应因素

序列之间的关联度越大.对于灰色关联分析理论的探

讨一直是灰色系统研究的热点. 在理论基础方面,邓

聚龙[1]提出了关联度模型;刘思峰等[2]提出了经典的

灰色绝对关联度模型;其他学者提出了灰色𝐵型关联

度[3]、𝑇 型关联度[4]和灰色斜率关联度[5]等. 基于这些

模型的改进研究也纷纷涌现[6-7]. 近年来,刘思峰等[8]

进一步提出了基于相似性和接近性视角的新型灰色

关联分析模型;吴利丰等[9]提出了灰色凸关联度; 刘

勇等[10]提出了一种新的灰色绝对关联度模型. 除了

对于关联度模型的研究以外,另一个研究热点是对于

这些关联度性质的探讨.除了传统的灰色关联四公理

以外, 学者还研究了关联度的平行性、一致性[11]、放

射性和保序性[12]等. 在理论发展的同时,灰色关联分

析模型得到了广泛的应用, 解决了大量的实际问题,

包括雷达目标高分辨距离像识别问题[13], 经济增长

与环境问题的灰色关联分析[14], 人员面试的决策问

题[15]等.

在现有的灰色关联度量化定义中,大多关联度将

序列的时点作为对象,以点与点之间的距离或者凹凸

程度来度量关联性.当系统因素序列数据比较分散时,

这样讨论可能会存在偏差,不能较好地反映序列变化

的趋势. 此外,在实际研究中将会面对各种类型的数

据序列, 有些序列因子取值为速度矢量和力矢量, 一

般关联度公式不能直接用于这样的关联分析. 因此,

本文将灰色关联理论结合平面向量的投影原理,定义

一类新型的关联度模型,用以解决时序数据序列和向

量数据序列关联性问题.讨论它的相关性质, 并通过

实例验证了所提出方法的有效性和实用性.
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1 灰灰灰色色色投投投影影影关关关联联联度度度模模模型型型及及及其其其性性性质质质

1.1 灰灰灰色色色投投投影影影关关关联联联度度度模模模型型型

若𝑋0 = (𝑥0(1), 𝑥0(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥0(𝑛))为系统特征序

列,则系统相关因素序列为

𝑋𝑖 = (𝑥𝑖(1), 𝑥𝑖(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖(𝑛)).

将序列中相邻时点的数据相连, 构成一个 2维向量,

向量𝒂在向量 𝒃上的投影为向量𝒂的模乘以 2个向量

的夹角余弦. 因此,就序列的几何形状上的相似程度

而言, 𝑋0与𝑋𝑖在同一时间段内变化趋势越接近, 因

素序列向量𝑋𝑖在特征序列向量𝑋0上的投影值与特

征序列向量𝑋0的模就越接近, 反之则差距越大. 因

此, 考虑用二者的差来表征序列的关联程度,并提出

一种新的灰色关联度模型.

定定定义义义 1 设系统特征序列为𝑋0 = (𝑥0(1), 𝑥0(2),

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥0(𝑛)),系统相关因素序列为𝑋𝑖(𝑥𝑖(1), 𝑥𝑖(2), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑥𝑖(𝑛)).设𝑋0和𝑋𝑖为长度相等的等时距序列,令𝜶(𝑘)

= (𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1, 𝑥0(𝑡𝑘) − 𝑥0(𝑡𝑘−1))为系统特征序列中

相邻时点构成的向量, 𝜷𝑖(𝑘) = (𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1, 𝑥𝑖(𝑡𝑘) −
𝑥𝑖(𝑡𝑘−1))为相关因素序列中相邻时点构成的向量,

Pr 𝑗𝜶(𝑘)𝜷𝑖(𝑘)为向量𝜷𝑖(𝑘)在向量𝜶(𝑘)上的投影值,

∣𝜶(𝑘)∣为向量𝛼(𝑘)的模.

令

𝜉0𝑖(𝑘) =
1

1 + ∣Pr𝑗𝜶(𝑘)𝜷𝑖(𝑘)− ∣𝜶(𝑘)∣∣ ,

𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (1)

其中: 𝜉0𝑖(𝑘)为𝑋0与𝑋𝑖在 𝑡𝑘时刻的灰色投影关联系

数.

令

𝜉0𝑖 =
1

𝑛− 1

𝑛∑
𝑘=2

𝜉0𝑖(𝑘), (2)

其中 𝜉0𝑖为𝑋0与𝑋𝑖的灰色投影关联度.

1.2 灰灰灰色色色投投投影影影关关关联联联度度度模模模型型型的的的计计计算算算

设𝑋0与𝑋𝑖的长度相同且皆为 1时距序列,即

𝜶(𝑘) = (1, 𝑥0(𝑘)− 𝑥0(𝑘 − 1)),

𝜷𝑖(𝑘) = (1, 𝑥𝑖(𝑘)− 𝑥𝑖(𝑘 − 1)),

则有

Pr 𝑗𝜶(𝑘)𝜷𝑖(𝑘) =
𝜶(𝑘) ⋅ 𝜷𝑖(𝑘)

∣𝜶(𝑘)∣ =

1 + (𝑥0(𝑘)− 𝑥0(𝑘 − 1))(𝑥𝑖(𝑘)− 𝑥𝑖(𝑘 − 1))√
1 + (𝑥0(𝑘)− 𝑥0(𝑘 − 1))2

,

𝜉0𝑖(𝑘) =

1
/(

1 +
∣∣∣ (𝑥0(𝑘)− 𝑥0(𝑘 − 1))(𝑥𝑖(𝑘)−

(1 + (𝑥0(𝑘)− →

← 𝑥𝑖(𝑘 − 1))− (𝑥0(𝑘)− 𝑥0(𝑘 − 1))2

𝑥0(𝑘 − 1))2)
1
2

∣∣∣).

1.3 灰灰灰色色色投投投影影影关关关联联联度度度模模模型型型的的的性性性质质质

通过分析可以得出,灰色投影关联度模型具有如

下性质.

定定定理理理 1 灰色投影关联度 𝜉0𝑖具有如下性质:

1)规范性,即 0 < 𝜉0𝑖 ⩽ 1;

2) 整体性, 对于不同的相关因素序列𝑋𝑖和𝑋𝑗 ,

有 𝜉𝑖𝑗 ∕= 𝜉𝑗𝑖;

3)相似性,即序列间在几何形状上越相似, 𝜉0𝑖越

大;

4)可比性和唯一性;

5)平行性.

证证证明明明

1) 由 0 <
1

1 + ∣Pr 𝑗𝜶(𝑘)𝜷𝑖(𝑘)− ∣𝜶(𝑘)∣∣ < 1可得

0 < 𝜉0𝑖 ⩽ 1;

2)由投影的定义可知结论显然成立;

3) 在同一时段内, 序列变化趋势越相似, 向量

𝜷𝑖(𝑘)与向量𝜶(𝑘)的夹角越小.因此, Pr 𝑗𝜶(𝑘)𝜷𝑖(𝑘)与

∣𝜶(𝑘)∣的值越接近, 𝑥0𝑖越大;

4) 由于𝑥0𝑖 =
1

𝑛− 1

𝑛∑
𝑘=2

𝜉0𝑖(𝑘)不含有其他未知

参数,该模型具有唯一性和可比性;

5)对于序列

𝑋0 = (𝑥0(1), 𝑥0(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥0(𝑛)),

𝑋𝑖 = (𝑥𝑖(1), 𝑥𝑖(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖(𝑛)),

若𝑥𝑖(𝑘) = 𝑥0(𝑘) + 𝑐, 𝑐 = const, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,称序

列𝑋0与𝑋𝑖是平行的, 由式 (1)和 (2)可知 𝜉0𝑖 = 1, 则

灰色投影关联度满足平行性. □

需要说明的是,由灰色投影关联度定义可知,该

模型不满足对称性.

如果由灰色关联度导出的灰色关联序𝑋𝑖 ≻ 𝑋𝑗 ,

增加或减少若干因素后, 𝑋𝑖和𝑋𝑗的灰色关联序不变,

则称由灰色关联度导出的灰色关联序满足干扰因素

独立性[9].

定定定理理理 2 灰色投影关联度满足干扰因素独立性.

证证证明明明 由灰色投影关联度 𝜉0𝑖的定义式可知, 𝜉0𝑖
只与𝑋0和𝑋𝑖有关, 与其他因素无关, 所以满足干扰

因素独立性. □

设系统行为序列为

𝑋𝑖 = (𝑥𝑖(1), 𝑥𝑖(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖(𝑛)).

令𝐷为序列算子,且有

𝑋𝑖𝐷 = (𝑥𝑖(1)𝑑, 𝑥𝑖(2)𝑑, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖(𝑛)𝑑). (3)

其中: 𝑥𝑖(𝑘)𝑑 = 𝑥𝑖(𝑘) − 𝑥𝑖(1), 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.则称𝐷
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为始点零化算子, 𝑋𝑖𝐷为𝑋𝑖的始点零化像,记为

𝑋𝑖𝐷 = 𝑋0
𝑖 = (𝑥0

𝑖 (1), 𝑥
0
𝑖 (2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥0

𝑖 (𝑛)).

定定定理理理 3 设𝑋0和𝑋𝑖均为长度相等的 1-时距序

列, 且灰色投影关联度为 𝜉0𝑖, 而𝑋0
0 = (𝑥0

0(1), 𝑥
0
0(2),

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥0
0(𝑛))和𝑋0

𝑖 = (𝑥0
𝑖 (1), 𝑥

0
𝑖 (2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥0

𝑖 (𝑛))分别为

𝑋0和𝑋𝑖的始点零化像,则𝑋0
0与𝑋0

𝑖 的灰色投影关联

度等于 𝜉0𝑖.

证证证明明明 设序列𝑋0
0中相邻时点构成的向量为

𝜼(𝑘),则有

𝜼(𝑘) = (1, 𝑥0
0(𝑘)− 𝑥0

0(𝑘 − 1)) =

(1, 𝑥0(𝑘)− 𝑥0(1)− 𝑥0(𝑘 − 1) + 𝑥0(1)) = 𝜶(𝑘).

序列𝑋0
𝑖 中相邻时点构成的向量为𝜸𝑖(𝑘),则有

𝜸𝑖(𝑘) = (1, 𝑥0
𝑖 (𝑘)− 𝑥0

𝑖 (𝑘 − 1)) =

(1, 𝑥𝑖(𝑘)− 𝑥𝑖(1)− 𝑥𝑖(𝑘 − 1) + 𝑥𝑖(1)) = 𝜷𝑖(𝑘),

𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
因此, 𝑋0

0与𝑋0
𝑖 的灰色投影关联度等于 𝜉0𝑖. □

2 应应应用用用案案案例例例

例例例 1 利用文献[16]中的数据, 研究影响煤矿生

产中百万吨死亡率的因素之间的主次关系,数据序列

如下:

百万吨死亡率为

𝑋0 = (14.15, 13.98, 7.72, 13.31, 17.82, 13.69);

死亡人数 (人)为

𝑋1 = (51, 51, 25, 40, 52, 41);

煤炭产量 (吨)为

𝑋2 = (3 604 466, 3 648 120, 3 236 619,

3 005 796, 2 917 628, 2 994 886);

事故次数 (起)为

𝑋3 = (41, 51, 25, 36, 44, 37).

利用本文提出的投影关联度计算可得

𝜉01 = 0.273 82, 𝜉02 = 0.000 03, 𝜉03 = 0.166 10,

故灰色关联序为𝑋1 > 𝑋3 > 𝑋2.

由文献[16]中计算公式可得

𝑟01 = 0.544 69, 𝑟02 = −0.507 92, 𝑟03 = 0.536 46,

故灰色关联序为𝑋1 > 𝑋3 > 𝑋2.

2种分析均表明,死亡人数对于百万吨死亡率的

影响程度最高,事故次数对于百万吨死亡率的影响略

高于煤炭产量, 这与实际情况一致.死亡事故的发生

对生产系统的影响极为恶劣, 进而会影响煤炭产量,

因此,减少并控制事故的发生是降低死亡率的主要途

径. 就计算结果而言,本文提出的投影关联度能真实

地反映实际情况,并且计算量小,结果区分度大,是一

种有效的计算方法.

3 结结结 论论论

本文以灰色关联分析基本思想为出发点,基于数

据序列构成的向量变化相近趋势构建了灰色投影关

联度模型. 与已有的传统灰色关联度模型考虑离散点

之间的关联性不同,灰色投影关联度比较客观地反映

了序列变化的整体趋势, 计算方法简明清晰,且序列

中数据的意义、量纲均不影响关联度的大小. 该模型

具有规范性、相似性、平行性和无关因素独立性等性

质, 并且在始点零化像算子的作用下, 灰色投影关联

度值不发生变化. 实例计算表明,模型具有良好的实

用性,可以进一步应用于更为广泛的领域.
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