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摘 要: 为了进一步增强灰色预测模型对原始数据的适应能力,提出一种时变参数GM(1, 1)幂模型,通过引入多项

式函数描述GM(1, 1)幂模型的结构参数随时间的动态变化规律.根据建模样本量的不同,分 3种情形给出了模型的

参数辨识算式,同时给出了时变参数GM(1, 1)幂模型白化方程的解析解,利用积分复合梯形公式将其转化为可用于

预测的离散时间响应式,并提出了参数优化方法. 应用实例表明,时变参数GM(1, 1)幂模型比固定参数GM(1, 1)幂模

型具有更高的模拟和预测精度.
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Abstract: In order to further enhance the adaptive capacity of the grey forecasting model to original data, a GM(1, 1)

power model with time-varying structure parameters is proposed. Polynomial functions are introduced to describe the

dynamic changes of the structure parameters with time. According to the different modeling sample sizes, the identification

formulas for unknown parameters are given under three kinds of situations. At the same time, the analytical solution to

white differential equation of GM(1, 1) power model with time-varying parameters is proposed. The integral compound

trapezoid formula is employed to transform the continuous solution into discrete time response that can be used to predict.

An application example shows that the GM(1, 1) power model with time varying parameters has higher simulation and

forecast precision than that of the GM(1, 1) power model with fixed parameters.
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0 引引引 言言言

作为灰色系统预测和控制理论的核心模型, 一

阶单变量灰色模型GM(1, 1)[1]以其在小样本时间序列

建模中的独特优势, 得到了国内外学者的普遍认可,

并已广泛地应用于经济、社会和工程等领域.相关的

理论研究也取得了重要的进展,人们从灰导数、背景

值、初始条件、参数优化等方面对GM(1, 1)模型进行

了广泛而深入的研究[2-6], 取得了丰硕的成果. 邓聚

龙教授将GM(1, 1)模型的发展分为平滑与非平滑两

个阶段,传统的GM(1, 1)模型及其改进形式为平滑模

型, 而陡变型GM(1, 1)[7]和摆动GM(1, 1)[8]则为非平

滑模型, 它们分别适用于结构突变和上下波动的小

样本原始数据.文献 [9]应用粒子群算法研究了摆动

GM(1, 1)模型参数优化问题,并用于预测某钢铁公司

的短期库存需求量.

GM(1, 1)幂模型[10-12]是一种新型灰色预测模型,

其结构形式因幂指数的取值变化而变化. 当幂指数

为 0时, 它是传统GM(1, 1)模型; 当幂指数为 2时, 它

是灰色Verhulst模型.当幂指数取值恰当时, GM(1, 1)

幂模型能够在一定程度上适用于振荡序列的建模和

预测, 其预测精度优于GM(1, 1)模型和灰色Verhulst

模型.目前确定幂指数的方法有两种: 一是基于灰色

信息覆盖原理的估计方法[10-11]; 二是以预测误差最

小化为目标的优化方法[12-14].前一种方法应用起来简

洁、方便,而第 2种方法略微复杂,但从预测精度来看,

第 2种方法明显优于前者.文献 [13-14]采用第 2种方
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法求解GM(1, 1)幂模型,分别在中国台湾地区的失业

率和台币汇率的预测中取得了良好的效果.文献 [15]

基于Nash均衡的思想设计了一种迭代算法求解幂指

数和背景值插值系数,并将改进的模型用于预测台湾

主要股指发展趋势.文献 [16]针对文献 [15]改进的模

型, 提出了一种初始条件优化方法, 并在中国高技术

产业主要经济指标预测中验证了优化效果.文献 [17-

18]将GM(1, 1)幂模型的应用范围拓展为非等间距序

列, 分别采用粒子群算法和非线性规划方法求解模

型, 结果表明, 非等间距GM(1, 1)幂模型比非等间距

灰色Verhulst模型和GM(1, 1)模型具有更高的精度.

现有的GM(1, 1)幂模型及其改进形式均采用最

小二乘法估计结构参数列 𝑎和 𝑏, 其结果是与时间无

关的固定数值.该方法虽然简单实用, 但忽略了参数

随时间的动态变化特性,可能会导致模型拟合精度高

但实际预测效果不理想的问题.事实上, 具有时变参

数的GM(1, 1)模型[19]和离散GM(1, 1)模型[20]均已被

验证能够有效地提高传统灰色模型的预测精度.本文

考虑将结构参数的多项式函数引入GM(1, 1)幂模型,

建立时变参数GM(1, 1)幂模型,并研究模型的求解和

优化方法,以期进一步提高灰色模型的预测精度.

1 时时时变变变参参参数数数GM(1, 1)幂幂幂模模模型型型及及及其其其求求求解解解
1.1 传传传统统统GM(1, 1)幂幂幂模模模型型型

设非负原始序列为𝑋(0) = (𝑥(0)(1), 𝑥(0)(2), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑥(0)(𝑛)),对原始序列𝑋(0)作一阶累加生成,得𝑋(1) =

(𝑥(1)(1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(1)(𝑛)), 其中𝑥(1)(𝑘) =

𝑘∑
𝑖=1

𝑥(0)(𝑖); 𝑍(1)

= (𝑧(1)(2), 𝑧(1)(3), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧(1)(𝑛))为序列𝑋(1)的紧邻均

值生成序列,其中 𝑧(1)(𝑘) = 0.5(𝑥(1)(𝑘) + 𝑥(1)(𝑘 − 1)),

𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

定定定义义义 1[10] 设𝑥(0)(𝑘), 𝑥(1)(𝑘), 𝑧(1)(𝑘)如上所述,

称灰色微分方程

𝑥(0)(𝑘) + 𝑎𝑧(1)(𝑘) = 𝑏(𝑧(1)(𝑘))𝛾 , 𝛾 ∕= 1 (1)

为GM(1, 1)幂模型.

根据式 (1)对参数列 (𝑎, 𝑏)T作最小二乘估计,即

(𝑎, 𝑏)T = (𝐵T𝐵)−1𝐵T𝑌. (2)

其中

𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑧(1)(2) (𝑧(1)(2))𝛾

−𝑧(1)(3) (𝑧(1)(3))𝛾

...
...

−𝑧(1)(𝑛) (𝑧(1)(𝑛))𝛾

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑌 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥(0)(2)

𝑥(0)(3)
...

𝑥(0)(𝑛)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

定定定义义义 2[10] 设参数 𝑎, 𝑏如上所述,称

d𝑥(1)(𝑡)/d𝑡 = 𝑎𝑥(1)(𝑡) = 𝑏(𝑥(1)(𝑡))𝛾 (3)

为GM(1, 1)幂模型白化微分方程.

取初始条件𝑥(1)(0) = 𝑥(1)(1),可得时间响应式

𝑥̂(1)(𝑘 + 1) ={ 𝑏

𝑎
+
[
(𝑥(1)(1))1−𝛾 − 𝑏

𝑎

]
e−(1−𝛾)𝑎𝑘

} 1
1−𝛾

, (4)

其中 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1.

最后对 𝑥̂(1)(𝑘 + 1)作一阶累减还原,有

𝑥̂(0)(𝑘 + 1) = 𝑥̂(1)(𝑘 + 1)− 𝑥̂(1)(𝑘). (5)

在实际应用中,幂指数 𝛾取值的确定可以按照文

献 [10-11]基于灰色信息覆盖原理得到的幂指数表达

式来计算,也可以在误差最小化准则下通过构建优化

模型来实现,具体过程类似于文献 [12]的方法.

1.2 时时时变变变参参参数数数GM(1, 1)幂幂幂模模模型型型

传统GM(1, 1)模型的发展系数 𝑎和灰色作用量 𝑏

都是固定的参数,为了增强模型对原始序列的适应能

力,本文考虑以时变离散函数 𝑎(𝑘)和 𝑏(𝑘)代替模型的

固定参数 𝑎和 𝑏. 设时变函数 𝑎(𝑘)和 𝑏(𝑘)分别为 𝑝和

𝑞次多项式,即{
𝑎(𝑘) = 𝑎0 + 𝑎1𝑘 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎𝑝𝑘

𝑝,

𝑏(𝑘) = 𝑏0 + 𝑏1𝑘 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑏𝑞𝑘
𝑞.

(6)

定定定义义义 3 设𝑋(0)为原始序列, 𝑋(1)为𝑋(0)的一

阶累加生成, 𝑍(1)为𝑋(1)的紧邻均值生成序列,则称

灰色微分方程

𝑥(0)(𝑘) + 𝑎(𝑘)𝑧(1)(𝑘) = 𝑏(𝑘)(𝑧(1)(𝑘))𝛾 , 𝛾 ∕= 1 (7)

为时变参数GM(1, 1)幂模型.

时变参数GM(1, 1)幂模型不改变灰导数与其背

景值之间的平射关系,仍然具有灰色模型的内涵.由

式 (6)和 (7)可知, 传统的GM(1, 1)幂模型、GM(1, 1)

模型和灰色Verhulst模型均是时变参数GM(1, 1)幂模

型的特殊形式.当 𝑝 = 𝑞 = 0且 𝛾 ∕= 1时,式 (7)退化为

GM(1, 1)幂模型;当 𝑝 = 𝑞 = 0且 𝛾 = 0时,式 (7)退化

为GM(1, 1)模型;当 𝑝 = 𝑞 = 0且 𝛾 = 2时,式 (7)退化

为灰色Verhulst模型.

因为时变参数GM(1, 1)幂模型中待估计参数为

𝑝+ 𝑞+2个,而灰建模的样本量一般较小,所以 𝑝、𝑞取

值不宜过大. 下面根据样本量的不同, 分 3种情形给

出模型参数的最小二乘辨识算式.

定定定理理理 1 设𝑋(0)、𝑋(1)和𝑍(1)如定义 3所述,并

记𝑌 = [𝑥(0)(2), 𝑥(0)(3), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)(𝑛)]T,而

𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑧(1)(2) 2𝑧(1)(2) ⋅ ⋅ ⋅ 2𝑝𝑧(1)(2)

𝑧(1)(3) 3𝑧(1)(3) ⋅ ⋅ ⋅ 3𝑝𝑧(1)(3)
...

...
. . .

...
𝑧(1)(𝑛) 𝑛𝑧(1)(𝑛) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑛𝑝𝑧(1)(𝑛)

→

←

(𝑧(1)(2))𝛾 2(𝑧(1)(2))𝛾 ⋅ ⋅ ⋅ 2𝑞(𝑧(1)(2))𝛾

(𝑧(1)(3))𝛾 3(𝑧(1)(3))𝛾 ⋅ ⋅ ⋅ 3𝑞(𝑧(1)(2))𝛾
...

...
. . .

...
(𝑧(1)(𝑛))𝛾 𝑛(𝑧(1)(𝑛))𝛾 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑛𝑞(𝑧(1)(2))𝛾

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,
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则时变参数GM(1, 1)幂模型的参数列向量 𝑎̂ = [𝑎(0),

𝑎(1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎(𝑝), 𝑏(0), 𝑏(1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏(𝑞)]T的最小二乘估计
满足: 1) 当𝑛 = 𝑝 + 𝑞 + 3且 ∣𝐵∣ ∕= 0时, 𝑎̂ = 𝐵−1𝑌 ;

2)当𝑛 > 𝑝 + 𝑞 + 3且 ∣𝐵T𝐵∣ ∕= 0时, 𝑎̂ = (𝐵T𝐵)−1 ×
𝐵T𝑌 ; 3)当𝑛 < 𝑝+ 𝑞 + 3且 ∣𝐵T𝐵∣ ∕= 0时, 𝑎̂ = 𝐵T ×
(𝐵T𝐵)−1𝑌 .

证证证明明明 1)和 2)显然成立,下面仅证明 3).

将 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛代入时变参数GM(1, 1)幂模

型,可得如下方程组:⎧⎨⎩
𝑥(0)(2) = −𝑎(2)𝑧(1)(2) + 𝑏(2)(𝑧(1)(2))𝛾 ,

𝑥(0)(3) = −𝑎(3)𝑧(1)(3) + 𝑏(3)(𝑧(1)(3))𝛾 ,
...

𝑥(0)(𝑛) = −𝑎(𝑛)𝑧(1)(𝑛) + 𝑏(𝑛)(𝑧(1)(𝑛))𝛾 ,

写成矩阵形式

𝑌 = 𝐵𝑎̂. (8)

当𝑛 < 𝑝+ 𝑞 + 3且𝐵为行满秩矩阵时, 𝐵的满秩分解

𝐵 = 𝐷𝐶. (9)

此时, 𝐵的广义逆矩阵𝐵+为

𝐵+ = 𝐶T(𝐶𝐶T)−1(𝐷𝐷T)−1𝐷T, (10)

𝑎̂ = 𝐶T(𝐶𝐶T)−1(𝐷𝐷T)−1𝐷T𝑌. (11)

将𝐷取为单位阵 𝐼𝑛−1,则有 𝑎̂ = 𝐵T(𝐵T𝐵)−1𝑌 . □

定定定义义义 4 设时变参数列向量 𝑎̂如上所述,称

d𝑥(1)(𝑡)/d𝑡+ 𝑎(𝑡)𝑥(1)(𝑡) = 𝑏(𝑡)(𝑥(1)(𝑡))𝛾 (12)

为时变参数GM(1, 1)幂模型的白化微分方程.

定定定理理理 2 时变参数GM(1, 1)幂模型的白化微分

方程的时间响应函数为

𝑥(1)(𝑡) =
{
e−(1−𝛾)

r 𝑡
0
𝑎(𝑠) d𝑠

[
𝑐+ (1− 𝛾)×w 𝑡

0
𝑏(𝑤)e(1−𝛾)

r 𝑤
0

𝑎(𝑠) d𝑠 d𝑤
]} 1

1−𝛾

. (13)

证证证明明明 式 (12)可以变换为

[𝑥(1)(𝑡)]−𝛾 d𝑥
(1)(𝑡)

d𝑡
+ 𝑎(𝑡)[𝑥(1)(𝑡)]1−𝛾 = 𝑏(𝑡). (14)

令 𝑦(1)(𝑡) = [𝑥(1)(𝑡)]1−𝛾 ,则式 (14)可表示为
d𝑦(1)(𝑡)

d𝑡
= (1− 𝛾)[𝑥(1)(𝑡)]−𝛾 d𝑥

(1)(𝑡)

d𝑡
, (15)

即

[𝑥(1)(𝑡)]−𝛾 d𝑥
(1)(𝑡)

d𝑡
=

1

1− 𝛾
× d𝑦(1)(𝑡)

d𝑡
. (16)

将式 (16)代入 (14),有
d𝑦(1)(𝑡)

d𝑡
+ (1− 𝛾)𝑎(𝑡)𝑦(1)(𝑡) = (1− 𝛾)𝑏(𝑡). (17)

由线性微分方程解法,式 (17)的解为

𝑦(1)(𝑡) =

e−(1−𝛾)
r
𝑎(𝑡) d𝑡

[
𝑐+ (1− 𝛾)

w
𝑏(𝑡)e(1−𝛾)

r
𝑎(𝑡) d𝑡d𝑡

]
=

e−(1−𝛾)
r
𝑎(𝑡) d𝑡

[
𝑐+ (1− 𝛾)

w 𝑡

0
𝑏(𝑤)e(1−𝛾)

r 𝑤
0

𝑎(𝑠) d𝑠 d𝑤
]
.

(18)

由此可得时间响应函数

𝑥(1)(𝑡)= [𝑦(1)(𝑡)]
1

1−𝛾 =
{
e−(1−𝛾)

r 𝑡
0
𝑎(𝑠) d𝑠

[
𝑐+ (1− 𝛾)×

w 𝑡

0
𝑏(𝑤)e(1−𝛾)

r 𝑤
0

𝑎(𝑠) d𝑠 d𝑤
]} 1

1−𝛾

.

(19)

于是定理得证. □

取式 (19)的初始条件𝑥(1)(0) = 𝑥(0)(1), 可得积

分常数 𝑐 = (𝑥(0)(1))1−𝛾 ,根据积分复合梯形公式将其

离散化,得到离散的时间响应式如下:

1) 𝑘 = 1时,有

𝑥̂(1)(𝑘 + 1) ={
e
−(1−𝛾)

𝑝∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝑘
𝑖+1

𝑖+1
[1− 𝛾

2

(
𝑏0+

𝑞∑
𝑖=0

𝑏𝑖𝑘
𝑖e

(1−𝛾)
𝑝∑

𝑖=0

𝑎𝑖𝑘
𝑖+1

𝑖+1
)
+ (𝑥0(1))1−𝛾

]} 1
1−𝛾

; (20)

2) 𝑘 ⩾ 2时,有

𝑥̂(1)(𝑘 + 1) ={
e
−(1−𝛾)

𝑝∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝑘
𝑖+1

𝑖+1
[
(1− 𝛾)

(1
2
𝑏0+

𝑘∑
𝑗=2

𝑞∑
𝑖=0

𝑏𝑖(𝑗 − 1)𝑖e
(1−𝛾)

𝑝∑
𝑖=0

𝑎𝑖(𝑗−1)𝑖+1

𝑖+1
+

1

2

𝑞∑
𝑖=0

𝑏𝑖𝑘
𝑖e

(1−𝛾)
𝑝∑

𝑖=0

𝑎𝑖𝑘
𝑖+1

𝑖+1
)
+ (𝑥(0)(1))1−𝛾

]} 1
1−𝛾

.

(21)

最后利用一阶累减还原,得到最终预测值为

𝑥̂(0)(𝑘 + 1) = 𝑥̂(1)(𝑘 + 1)− 𝑥̂(1)(𝑘), 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ .
(22)

1.3 模模模型型型的的的参参参数数数优优优化化化

若给定非负原始序列𝑋(0)和幂指数 𝛾, 则可按

上述步骤建立时变参数GM(1, 1)幂模型并作外推预

测. 在实际应用中 𝛾是未知的, 一种简单的处理方

法是事先给定 𝛾 = 0 (即时变参数GM(1, 1)模型)或

𝛾 = 2 (即时变参数灰色Verhulst模型),但这就限定了

模型的基本形式, 从而使得灰色幂模型的灵活性得

不到体现. 由时变参数GM(1, 1)幂模型的建立过程

可知, 幂指数 𝛾对模型的参数估计算式和时间响应

式均有直接影响, 因此, 可以根据 𝛾与结构参数向量

𝑎̂ = [𝑎(0), 𝑎(1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎(𝑝), 𝑏(0), 𝑏(1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏(𝑞)]T的关系
设计一种优化算法, 求解出最佳幂指数.优化目标可

以设定为建模样本区间的模拟误差最小化,考虑优化

目标与模型评价标准的一致性,选取目标函数为

min
𝛾

avg∣𝑒(𝑘)∣ =

1

𝑛− 1

𝑛∑
𝑘=2

∣𝑥̂(0)(𝑘)− 𝑥(0)(𝑘)∣
𝑥(0)(𝑘)

, 𝛾 ∕= 1. (23)



第 10期 王正新: 时变参数GM(1, 1)幂模型及其应用 1831

其中: avg∣𝑒(𝑘)∣为平均相对误差, 模拟值 𝑥̂(0)(𝑘) (𝑘 =

2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)可由式 (20)∼ (22)表示, 含有未知参数 𝛾

的结构参数向量 𝑎̂也纳入优化模型的约束条件中.应

用Matlab优化工具箱,可以求出使式 (21)取最小值的

幂指数 𝛾∗,再将其代入参数向量 𝑎̂及式 (20)∼ (22),便

可得到时变参数GM(1, 1)模型的模拟和预测结果.

2 应应应用用用实实实例例例

近年来,我国工业化进程不断加快,工业经济总

量的高速发展令世人瞩目, 然而, 高能耗、高污染工

业行业的发展给我国生态环境造成的污染问题也日

趋严重.工业废水的减排和处理是我国工业污染防治

的重要工作.作为环境考核的重要指标之一,工业废

水排放达标率已被环保部门纳入 “国家环保模范城

市”的考核指标体系,并要求工业废水排放达标率应

为 95%以上.文献 [21]考虑到我国部分地区的工业废

水排放达标率的数据呈现出小样本与波动性的特点,

应用传统GM(1, 1)幂模型研究了我国 31个省市自治

区的工业废水排放达标率的预测和预警. 为了便于

预测结果的比较,本文以文献 [21]给出的我国工业废

水排放达标率数据 (如表 1所示)为例,说明时变参数

GM(1, 1)幂模型比传统GM(1, 1)幂模型的优越性.

表 1 1998∼ 2005年我国工业废水排放达标率 %

年份 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005

达标率 61.50 67.01 76.80 85.22 88.41 89.18 90.70 91.20

应用 1998∼ 2003年的 6个数据建立时变参数

GM(1, 1)幂模型, 并对 2004年和 2005年的数据进行

预测. 考虑到建模样本量较小, 所以 𝑝、𝑞取值不宜过

大,本例取 𝑝 = 1, 𝑞 = 0,即 𝑎(𝑘) = 𝑎0 + 𝑎1𝑘, 𝑏(𝑘) = 𝑏0,

经计算, 𝑎0 = 0.015 6 , 𝑎1 = 0.007 4, 𝑏0 = 15.088 2; 同

时按照本文提出的幂指数优化方法可得 𝛾∗ = 0.335 5.

时变参数GM(1, 1)幂模型的白化微分方程为
d𝑥(1)(𝑡)

d𝑡
+ (0.015 6 + 0.007 4𝑡)𝑥(1)(𝑡) =

15.088 2(𝑥(1)(𝑡))𝛾 .

以𝑥(0)(1)为初始条件可得如下时间响应式:

1)当 𝑘 = 1时,有

𝑥̂(1)(𝑘 + 1) =

[e−0.010 37𝑘−0.002 46𝑘2

(20.457 15+

5.013 05e0.010 37𝑘+0.002 46𝑘2

)]1.504 82;

2)当 𝑘 ⩾ 2时,有

𝑥̂(1)(𝑘 + 1) ={
e−0.010 37𝑘−0.002 46𝑘2

[
20.457 15+

10.026 11
( 𝑘∑

𝑗=2

e0.010 37(𝑗−1)+0.002 46(𝑗−1)2
)
+

5.013 05e0.010 37𝑘+0.002 46𝑘2
]}1.504 82

.

一阶累减还原值为

𝑥̂(0)(𝑘 + 1) = 𝑥̂(1)(𝑘 + 1)− 𝑥̂(1)(𝑘),

𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 7.
根据以上时间响应式可对 1999∼ 2005年的工业

废水排放达标率进行模拟和预测,应用传统GM(1, 1)

幂模型 𝛾 = 0.225 262[21]和时变参数GM(1, 1)幂模型

的预测结果如表 2所示.其中: 1999∼ 2003年为模拟

值, 2004年和 2005年为预测值.

表 2 时变参数GM(1, 1)幂模型与传统模型的预测结果

GM(1, 1)幂模型 时变参数GM(1, 1)幂模型
年份 实际值

模拟预测值 相对误差/% 模拟预测值 相对误差/%

1999 67.01 67.32 0.48 65.98 1.53

2000 76.80 76.55 0.33 77.34 0.70

2001 85.22 83.53 1.98 84.53 0.81

2002 88.41 89.24 0.94 88.41 0.00

2003 89.18 94.09 5.51 89.49 0.34

平均模拟相对误差 — 1.85 — 0.68

2004 90.70 98.34 8.43 88.14 2.82

2005 91.20 102.12 11.98 84.71 7.12

表 2显示,传统GM(1, 1)幂模型对 1999∼ 2003年

工业废水排放达标率的平均模拟相对误差为 1.58%,

按照灰色模型的检验标准[3],该模型通过𝛼 = 0.05的

残差检验, 可用于短期预测, 对 2004年和 2005年的

预测误差分别为 8.43%和 11.98%; 应用本文提出的

时变参数GM(1, 1)幂模型的平均模拟相对误差降为

0.68%, 对 2004年和 2005年的预测误差分别降为

2.82%和 7.12%.可见,时变参数GM(1, 1)幂模型的模

拟和预测精度均高于传统模型,其原因在于时变参数

的引入增强了模型对原始数据的适应能力.

3 结结结 论论论

本文通过引入结构参数的多项式函数建立一种

时变参数GM(1, 1)幂模型, 并给出了模型的求解和

幂指数优化方法. 时变参数GM(1, 1)幂模型是现有

几种主要灰色模型的拓展,其中传统的GM(1, 1)幂模

型、GM(1, 1)模型和灰色Verhulst模型皆为时变参数

GM(1, 1)幂模型的特殊形式,因而通过时变参数和幂

指数的优化在很大程度上可以提高模型的模拟和预

测精度.因为灰色模型的应用对象通常不具备大样本

的原始数据, 所以多项式的次数不宜太高; 而对于大

样本数据,高次多项式又会导致数据矩阵中的元素差

异过大,在矩阵求逆的过程中极易出现病态矩阵, 以

致多项式参数无法估计,这是采用多项式函数描述结

构参数变化规律的不足.因此, 如何根据实际问题的

数据特点确定参数随时间的变化规律将是今后的研

究重点.
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