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摘 要: 针对一类含有状态时变时滞的不确定非完整系统,提出一种输出反馈镇定控制算法. 通过应用不连续的输

入-状态变换和缩放变换,将原始研究系统转换为更利于反馈控制器设计的新系统.基于此系统设计状态反馈控制律,

通过构造状态观测器、利用必然等价原理给出理想的输出反馈镇定控制器. 分析表明,所设计的控制器能够使得闭

环系统的状态渐近趋于零. 最后通过仿真实例表明了所提出控制策略的有效性.

关键词: 非完整系统；时变时滞；反馈镇定；不确定性
中图分类号: TP273 文献标志码: A

Output-feedback stabilization of uncertain nonholonomic systems with
time-varying delay
ZHANG Zhong-cai, WU Yu-qiang
(Institute of Automation，Qufu Normal University，Qufu 273165，China．Correspondent：ZHANG Zhong-cai,

E-mail：zhangzhongcai68@126.com)

Abstract: The output-feedback stabilization control method is proposed for a class of uncertain nonholonomic systems

involving time-varying delay. To facilitate the feedback design, by applying discontinuous input-state transformation and

rescaling transformation, the original investigated model is transformed into a new system. Based on this new system, a

state-feedback controller is developed firstly. Then, by designing the state observer and using the certainty equivalence

principle, an output-feedback control law is given. The analysis shows that the designed controller can realized that the

closed-loop system’s state asymptotically converges to zero. A simulation example is given to show the effectiveness of the

control algorithm.
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0 引引引 言言言

在实际中, 许多基本的力学系统都是非完整系

统, 如冰刀问题、尖缘小轮和带横纹的小轮、两轮

驱动的移动机器人、四轮小车、三轮桌台和Appell-

Hamel椅子轮等[1]. 对非完整系统的研究具有一定的

工程背景,目前已成为国内外研究的热点. 然而,由于

非完整系统不满足Brockett必要条件[2], 非完整系统

不能被可微的、甚至是连续的纯状态反馈渐近镇定.

近年来,人们将研究精力和热情投入到非完整系统控

制和镇定的研究中,提出了一些非标准的研究镇定问

题的方法,如不连续的时不变、时变和开环周期驱动

控制方法[3-5].

通过变换进行系统标准化是研究非完整系统控

制设计的最常用的方法[6],许多力学系统关于速度的

约束能够被部分或全部地转换为无漂移项的链式形

式[7]. 目前, 已有多种控制方案应用于该类系统反馈

镇定问题的研究中[8-9]. 随着研究的深入, 人们开始

关注带有不确定非线性项和参数不确定的非完整系

统的控制设计问题, 并取得了一系列研究成果[10-11].

事实上,在检测、信息传递和控制器计算的过程中都

要消耗时间,时滞存在于状态、输入和输出中较为常

见[12-13],因此,从实际的角度而言,在对非完整力学系

统建模时应该考虑到时滞,时滞的存在可能是引起系

统不稳定的因素.研究时滞非完整系统要比线性和一

些非线性系统复杂得多,这是一项更具挑战意义的课

题. Wu等[14-15]针对同一类具有非线性漂移项和状态
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常数时滞的非完整系统,设计了两种状态反馈控制器

设计方案.文献 [16]解决了含干扰虚拟控制系数和多

常数时滞的一类非完整系统的状态反馈镇定问题.

上述工作仅针对含常数时滞的非完整系统的状

态反馈问题,受其启发, 本文采用反推法研究了一类

非完整时滞系统的输出反馈镇定问题.为了便于反馈

控制器的设计, 首先通过应用不连续的输入-状态变

换和缩放变换,将原始研究系统转换为一个新的系统.

针对此系统,在系统状态完全可测的假设下, 设计状

态反馈控制律,进而通过构造状态观测器、利用必然

等价原理给出理想的输出反馈镇定控制器. 经分析,

所设计的控制器能使得闭环系统的状态渐近趋于零.

最后通过应用实例验证了所提出控制方案的正确性.

1 启启启发发发例例例子子子和和和问问问题题题描描描述述述

1.1 启启启发发发例例例子子子

考虑具有微小角度测量误差的移动机器人[17],

其半线性模型描述为

𝑥̇𝑙 =
(
1− 𝜀2

2

)
𝑣,

𝑦̇𝑙 = 𝜃𝑙𝑣 + 𝜀𝑣, 𝜃𝑙 = 𝜔. (1)

令𝑥0 = 𝑥𝑙, 𝑥1 = 𝑦𝑙, 𝑥2 = 𝜃𝑙 + 𝜀, 𝑢0 = 𝑣, 𝑢1 = 𝜔,则系

统 (1)转换为不确定链式系统

𝑥̇0 =
(
1− 𝜀2

2

)
𝑢0,

𝑥̇1 = 𝑥2𝑢0, 𝑥̇2 = 𝑢1. (2)

1.2 问问问题题题描描描述述述

受以上力学模型的启发,本文研究更一般的具有

状态时滞的不确定非完整系统

𝑥̇0(𝑡) = 𝑑0(𝑡)𝑢0(𝑡) + 𝜙0(𝑥0(𝑡)),

𝑥̇𝑖(𝑡) = 𝑢0(𝑡)𝑥𝑖+1(𝑡) + 𝜙𝑖(𝑢0(𝑡), 𝑥0(𝑡),

𝑥̄𝑖(𝑡), 𝑥̄𝑖(𝑡− 𝜏(𝑡))), 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛− 1,

𝑥̇𝑛(𝑡) = 𝑢1(𝑡) + 𝜙𝑛(𝑢0(𝑡), 𝑥0(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡− 𝜏(𝑡))),

𝑦(𝑡) = (𝑥0(𝑡), 𝑥1(𝑡))
T. (3)

其中: 系统状态为 (𝑥0(𝑡), 𝑥(𝑡))
T = (𝑥0(𝑡), 𝑥1(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝑥𝑛(𝑡))
T ∈ 𝑹𝑛+1, 且只有𝑥0(𝑡)和𝑥1(𝑡)可测; (𝑢0(𝑡),

𝑢1(𝑡))
T ∈ 𝑹2为控制输入; 𝑥̄𝑖(𝑡) = (𝑥1(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖(𝑡))

T,

𝑥̄𝑖(𝑡−𝜏(𝑡)) = (𝑥1(𝑡−𝜏(𝑡)), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖(𝑡−𝜏(𝑡)))T, 𝑥̄𝑛(𝑡) =

𝑥(𝑡), 𝑥̄𝑛(𝑡 − 𝜏(𝑡)) = 𝑥(𝑡 − 𝜏(𝑡)), 𝜏(𝑡) : 𝑹+ → [0, 𝜏 ]为

时变时滞; 光滑函数𝜙𝑖(⋅)(1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛)为输入和状态

驱动的不确定函数; 𝑑0(𝑡)为干扰虚拟控制系数;常数

𝜆0 > 0.

为了设计输出反馈控制器,使得在其作用下系统

状态 (𝑥0(𝑡), 𝑥(𝑡))收敛到零, 且闭环系统的所有信号

都是有界的,作如下假设.

假设 1 对于 𝑑0(𝑡), 存在已知正常数𝜇01和𝜇02

满足不等式

𝜇01 ⩽ 𝑑0(𝑡) ⩽ 𝜇02. (4)

假设 2 存在正实数 𝑟 < 1使得 𝜏(𝑡) ⩽ 𝑟.

假设 3 对于任意的 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛,存在已知非负光

滑函数𝜙𝑖(⋅)满足
∣𝜙0(𝑥0(𝑡))∣ ⩽ 𝜆0∣𝑥0(𝑡)∣, 𝜆0 > 0; (5)

∣𝜙𝑖(𝑢0(𝑡), 𝑥0(𝑡), 𝑥̄𝑖(𝑡), 𝑥̄𝑖(𝑡− 𝜏(𝑡)))∣ ⩽

𝜙𝑖(𝑥0(𝑡))

𝑖∑
𝑗=1

(∣𝑥𝑗(𝑡)∣+ ∣𝑥𝑗(𝑡− 𝜏(𝑡))∣). (6)

2 坐坐坐标标标变变变换换换

系统 (3)固有的三角结构,使得对控制输入𝑢0(𝑡)

和𝑢1(𝑡)的设计必须分为两个独立的阶段进行. 考虑

控制输入

𝑢0(𝑡) = −𝑘0𝑥0(𝑡), (7)

其中设计参数 𝑘0>0满足 𝑘0>𝜆0/𝜇01. 利用Gronwall-

Bellman不等式[18]可得到如下引理.

引理 1 对于任意的初始时刻 𝑡0 ⩾ 0和任意的

非零初始值𝑥0(𝑡0) ∈ 𝑹, 𝑥0-子系统的解𝑥0(𝑡)对于所

有的 𝑡 ⩾ 𝑡0均有意义,且满足

𝑥0(𝑡0) ⩾ 0 ⇒ 𝑥0(𝑡0)e
−(𝑘0𝜇02+𝜆0)(𝑡−𝑡0) ⩽ 𝑥0(𝑡) ⩽

𝑥0(𝑡0)e
−(𝑘0𝜇01−𝜆0)(𝑡−𝑡0), (8)

𝑥0(𝑡0) < 0 ⇒ 𝑥0(𝑡0)e
−(𝑘0𝜇01−𝜆0)(𝑡−𝑡0) ⩽ 𝑥0(𝑡) ⩽

𝑥0(𝑡0)e
−(𝑘0𝜇02+𝜆0)(𝑡−𝑡0). (9)

因此,对于系统解𝑥0(𝑡) = 0,有𝑥0(𝑡0) = 0和 𝑡 = ∞两
种情况. 假设𝑥0(𝑡0) ∕= 0,则由式 (7)定义的控制输入

𝑢0(𝑡)保证了对于任意的 𝑡 ∈ [𝑡0,∞), 均有𝑥0(𝑡) ∕= 0,

且可将𝑥0(𝑡)调节到原点 𝑡 → ∞. 但这种现象为控制

𝑥-子系统带来了较大的困难,因为在极限处, 𝑥-子系

统变得不可控.为了避免这种不可控性, 引入非连续

的输入-状态变换

𝜂𝑖(𝑡) =
𝑥𝑖(𝑡)

𝑢𝑛−𝑖
0 (𝑡)

, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛. (10)

在 𝜂-坐标下, 𝑥-子系统转化为

𝜂̇𝑖(𝑡) = 𝜂𝑖+1(𝑡) + 𝑓𝑖(𝑥0(𝑡), 𝜂𝑖(𝑡), 𝜂𝑖(𝑡− 𝜏(𝑡))),

𝜂̇𝑛(𝑡) = 𝑢1(𝑡) + 𝑓𝑛(𝑥0(𝑡), 𝜂(𝑡), 𝜂(𝑡− 𝜏(𝑡))). (11)

其中

1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛− 1,

𝑓𝑖(⋅) = 𝜙𝑖(𝑢0(𝑡), 𝑥0(𝑡), 𝑥̄𝑖(𝑡), 𝑥̄𝑖(𝑡− 𝜏(𝑡)))

𝑢𝑛−𝑖
0 (𝑡)

−

(𝑛− 𝑖)
𝑢̇0(𝑡)

𝑢0(𝑡)
𝜂𝑖(𝑡),

𝑓𝑛(⋅) = 𝜙𝑛(𝑢0(𝑡), 𝑥0(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡− 𝜏(𝑡))).

引理 2 对于任意的 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛,存在依赖于初始
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值的常数 𝜌 = 𝜌(𝑥0(𝑡0)),满足如下不等式

∣𝑓𝑖(𝑥0(𝑡), 𝜂𝑖(𝑡), 𝜂𝑖(𝑡− 𝜏(𝑡)))∣ ⩽

𝜌

𝑖∑
𝑗=1

(∣𝜂𝑗(𝑡)∣+ ∣𝜂𝑗(𝑡− 𝜏(𝑡))∣). (12)

为了便于设计控制器,引入缩放坐标变换

𝜂𝑖(𝑡) = 𝑃 𝑖−1𝑧𝑖(𝑡), 𝑢1(𝑡) = 𝑃0𝑃
𝑛𝑢(𝑡), 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛.

(13)

系统 (11)在新的 𝑧-坐标下变为

𝑧̇𝑖(𝑡) = 𝑃𝑧𝑖+1(𝑡) + 𝑔𝑖(𝑥0(𝑡), 𝑧𝑖(𝑡), 𝑧𝑖(𝑡− 𝜏(𝑡))),

𝑧̇𝑛(𝑡) = 𝑃𝑃0𝑢(𝑡) + 𝑔𝑛(𝑥0(𝑡), 𝑧(𝑡), 𝑧(𝑡− 𝜏(𝑡))). (14)

其中

𝑔𝑖(⋅) = 𝑓𝑖(𝑥0(𝑡), 𝜂𝑖(𝑡), 𝜂𝑖(𝑡− 𝜏(𝑡)))

𝑃 𝑖−1
, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛;

𝑃 ⩾ 1和𝑃0为待设计的缩放参数.

注 1 对于引理 2中的常数 𝜌,下式成立:

∣𝑔𝑖(𝑥0(𝑡), 𝑧𝑖(𝑡), 𝑧𝑖(𝑡− 𝜏(𝑡)))∣ ⩽

𝜌

𝑖∑
𝑗=1

(∣𝑧𝑗(𝑡)∣+ ∣𝑧𝑗(𝑡− 𝜏(𝑡))∣). (15)

3 控控控制制制器器器设设设计计计

3.1 状状状态态态反反反馈馈馈控控控制制制器器器设设设计计计

首先基于假设状态 𝑧(𝑡)是可测的,设计出状态反

馈控制器. 构造合适的状态观测器,利用必然等价原

理给出实现控制目标的输出反馈控制器. 下面给出状

态控制器的设计步骤.

Step 1 定义 𝜉1(𝑡) = 𝑧1(𝑡), 构造函数𝑉1 =
𝜉21(𝑡)

2
.

由𝑃 ⩾ 1和Young’s不等式可得

𝑉̇1 = 𝑃𝜉1𝑧2 + 𝜉1𝑔1 ⩽

𝑃 (𝜉1(𝑧2 − 𝑧∗2) + 𝜉1𝑧
∗
2 + 𝜌𝜉21 + 𝜖11𝜉

2
1 + 𝜀11𝜉

2
1(𝑡− 𝜏(𝑡))).

(16)

其中: 𝜖11 > 0, 𝜀11 = 𝜖−1
11 𝜌

2/4. 选取虚拟控制律

𝑧∗2 = −𝛽1𝜉1, 𝛽1 = 𝛼11 + 𝜖11 + 𝜌, 𝛼11 > 0, (17)

将其代入式 (16),可得

𝑉̇1 ⩽ 𝑃 (−𝛼11𝜉
2
1(𝑡) + 𝜉1(𝑡)(𝑧2(𝑡)−

𝑧∗2(𝑡)) + 𝜀11𝜉
2
1(𝑡− 𝜏(𝑡))). (18)

Step 𝒊 假定已设计出虚拟控制律 𝑧∗1 , 𝑧∗2 , ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝑧∗𝑖 具有以下形式:

𝑧∗1 = 0, 𝜉1 = 𝑧1 − 𝑧∗1 ,

𝑧∗𝑗 = −𝛽𝑗−1𝜉𝑗−1, 𝜉𝑗 = 𝑧𝑗 − 𝑧∗𝑗 . (19)

其中: 2 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑖; 𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑖−1为正的设计参数. 使

得

𝑉̇𝑖−1 ⩽

𝑃
(
−

𝑖−1∑
𝑘=1

𝛼𝑖−1,𝑘𝜉
2
𝑘+

𝑖−1∑
𝑘=1

𝜀𝑖−1,𝑘𝜉
2
𝑘(𝑡− 𝜏(𝑡)) + 𝜉𝑖−1(𝑧𝑖 − 𝑧∗𝑖 )

)
(20)

成立. 其中: 𝑉𝑖−1 =
1

2

𝑖−1∑
𝑘=1

𝜉2𝑘(𝑡), 𝛼𝑖−1,𝑘和 𝜀𝑖−1,𝑘为正

实数. 下面证明式 (20)在该步同样成立. 注意到

𝜉𝑖 = 𝑧𝑖 + 𝛽𝑖−1𝜉𝑖−1 =

𝑧𝑖 + 𝛽𝑖−1(𝑧𝑖−1 + 𝛽𝑖−2𝜉𝑖−2) = ⋅ ⋅ ⋅ =
𝑖∑

𝑘=1

𝑐𝑖𝑘𝑧𝑘, (21)

其中

𝑐𝑖𝑘 =

⎧⎨⎩𝛽𝑖−1 ⋅ ⋅ ⋅𝛽𝑘, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖− 1;

1, 𝑘 = 𝑖.

选取该步的Lyapunov函数𝑉𝑖 =
1

2

𝑖∑
𝑘=1

𝜉2𝑘(𝑡), 经计算,

其导数满足

𝑉̇𝑖 ⩽ 𝑃
(
−

𝑖−1∑
𝑘=1

𝛼𝑖−1,𝑘𝜉
2
𝑘 + 𝜉𝑖𝑧𝑖+1+

𝑖−1∑
𝑘=1

𝜀𝑖−1,𝑘𝜉
2
𝑘(𝑡− 𝜏(𝑡))

)
+ 𝜉𝑖

𝑖∑
𝑘=1

𝑐𝑖𝑘𝑔𝑘+

𝑃𝜉𝑖

𝑖−1∑
𝑘=1

𝑐𝑖𝑘𝑧𝑘+1 + 𝑃𝜉𝑖−1(𝑧𝑖 − 𝑧∗𝑖 ). (22)

在Young’s不等式的帮助下,可得

𝜉𝑖−1(𝑧𝑖 − 𝑧∗𝑖 ) ⩽ ∣𝜉𝑖−1∣∣𝜉𝑖∣ ⩽ 𝜖𝑖1𝜉
2
𝑖−1 + 𝜖𝑖1𝜉

2
𝑖 , (23)

𝜉𝑖

𝑖−1∑
𝑘=1

𝑐𝑖𝑘𝑧𝑘+1 ⩽
𝑖−1∑
𝑘=1

𝜖𝑖2𝑘𝜉
2
𝑘 + 𝜖𝑖2𝜉

2
𝑖 , (24)

其中 𝜖𝑖1, 𝜖𝑖1, 𝜖𝑖2𝑘和 𝜖𝑖2均为正实数. 利用式 (15)、(19)

和Young’s不等式,可得

𝜉𝑖

𝑖∑
𝑘=1

𝑐𝑖𝑘𝑔𝑘 ⩽

𝜌∣𝜉𝑖∣
𝑖∑

𝑘=1

𝑐𝑖𝑘

( 𝑘∑
𝑠=1

∣𝑧𝑠∣+
𝑘∑

𝑠=1

∣𝑧𝑠(𝑡− 𝜏(𝑡))∣
)
⩽

𝜌∣𝜉𝑖∣
( 𝑖−1∑

𝑘=1

𝑑𝑖𝑘(∣𝜉𝑘∣+ ∣𝜉𝑘(𝑡− 𝜏(𝑡))∣)+

𝑐𝑖𝑖∣𝜉𝑖∣+ 𝑐𝑖𝑖∣𝜉𝑖(𝑡− 𝜏(𝑡))∣
)
⩽

𝑃
( 𝑖−1∑

𝑘=1

𝜖𝑖3𝑘𝜉
2
𝑘 +

𝑖∑
𝑘=1

𝜀𝑖3𝑘𝜉
2
𝑘(𝑡− 𝜏(𝑡)) + 𝜖𝑖3𝜉

2
𝑖

)
. (25)

其中: 𝑑𝑖𝑘=
( 𝑖∑
𝑠=𝑘+1

𝑐𝑖𝑠(1+𝛽𝑘)+ 𝑐𝑖𝑘

)
, 𝜖𝑖3𝑘 > 0, 𝜀𝑖3𝑘 > 0,

𝜖𝑖3 > 0. 将式 (23)∼ (25)代入 (22),有

𝑉̇𝑖 ⩽ 𝑃
(
−

𝑖−1∑
𝑘=1

𝛼𝑖−1,𝑘𝜉
2
𝑘 +

𝑖−1∑
𝑘=1

𝜀𝑖−1,𝑘𝜉
2
𝑘(𝑡− 𝜏(𝑡))+
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𝜉𝑖(𝑧𝑖+1 − 𝑧∗𝑖+1) + 𝜉𝑖𝑧
∗
𝑖+1 +

𝑖−1∑
𝑘=1

(𝜖𝑖2𝑘 + 𝜖𝑖3𝑘)𝜉
2
𝑘+

𝑖∑
𝑘=1

𝜀𝑖3𝑘𝜉
2
𝑘(𝑡− 𝜏(𝑡)) + 𝜖𝑖1𝜉

2
𝑖−1 +

3∑
𝑘=1

𝜖𝑖𝑘𝜉
2
𝑖

)
. (26)

设计合适的参数 𝜖𝑖1, 𝜖𝑖2𝑘和 𝜖𝑖3𝑘,满足等式

𝛼𝑖𝑘 =⎧⎨⎩
𝛼𝑖−1,𝑘 − 𝜖𝑖2𝑘 − 𝜖𝑖3𝑘 > 0, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖− 2;

𝛼𝑖−1,𝑖−1 − 𝜖𝑖1 − 𝜖𝑖,2,𝑖−1 − 𝜖𝑖,3,𝑖−1 > 0,

𝑘 = 𝑖− 1.

(27)

令

𝜀𝑖1 = 𝜀𝑖−1,1 + 𝜀𝑖31, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝜀𝑖,𝑖−1 = 𝜀𝑖−1,𝑖−1 + 𝜀𝑖,3,𝑖−1, 𝜀𝑖𝑖 = 𝜀𝑖3𝑖. (28)

定义虚拟控制

𝑧∗𝑖+1 = −𝛽𝑖𝜉𝑖, 𝛽𝑖 = 𝛼𝑖𝑖 +

3∑
𝑘=1

𝜖𝑖𝑘, 𝛼𝑖𝑖 > 0. (29)

相应地,可得到

𝑉̇𝑖 ⩽ 𝑃
( 𝑖∑

𝑘=1

𝜀𝑖𝑘𝜉
2
𝑘(𝑡− 𝜏(𝑡))−

𝑖∑
𝑘=1

𝛼𝑖𝑘𝜉
2
𝑘(𝑡) + 𝜉𝑖(𝑡)(𝑧𝑖+1(𝑡)− 𝑧∗𝑖+1(𝑡))

)
. (30)

Step 𝒏 选取Lyapunov函数𝑉𝑛 =
1

2

𝑛∑
𝑘=1

𝜉2𝑘(𝑡).

应用式 (26)的推导过程,易得

𝑉̇𝑛 ⩽ 𝑃
(
−

𝑛−1∑
𝑘=1

𝛼𝑛𝑘𝜉
2
𝑘 +

𝑛∑
𝑘=1

𝜀𝑛𝑘𝜉
2
𝑘(𝑡− 𝜏(𝑡))+

3∑
𝑘=1

𝜖𝑛𝑘𝜉
2
𝑛 + 𝑃0𝜉𝑛(𝑢− 𝑧∗𝑛+1 + 𝑧∗𝑛+1)

)
, (31)

其中𝛼𝑛𝑘, 𝜀𝑛𝑘和 𝜖𝑛𝑘为正常数. 选择虚拟控制

𝑧∗𝑛+1 = −𝛽𝑛𝜉𝑛,

𝛽𝑛 =
(
𝛼𝑛𝑛 +

3∑
𝑘=1

𝜖𝑛𝑘

)/
𝑃0, 𝛼𝑛𝑛 > 0. (32)

将式 (32)代回 (31),有

𝑉̇𝑛 ⩽ 𝑃
( 𝑛∑

𝑘=1

𝜀𝑛𝑘𝜉
2
𝑘(𝑡− 𝜏(𝑡))−

𝑛∑
𝑘=1

𝛼𝑛𝑘𝜉
2
𝑘(𝑡) + 𝑃0𝜉𝑛(𝑡)(𝑢(𝑡)− 𝑧∗𝑛+1(𝑡))

)
. (33)

因此,所设计的状态反馈控制器为

𝑧∗𝑛+1 = −(𝛽1𝑧1 + 𝛽2𝑧2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝛽𝑛𝑧𝑛), (34)

其中𝛽𝑖 =

𝑛∏
𝑚=𝑖

𝛽𝑚, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

3.2 输输输出出出反反反馈馈馈控控控制制制器器器设设设计计计

由于状态𝑥2, 𝑥3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛不可测, 所设计的状态

控制器 (34)在物理上是不可实现的,需要引入状态观

测器并利用必然等价原理构造输出反馈控制器,使得

所提出的输出控制器具有与状态控制器同样的效果.

为了便于观测器的设计,引入新的不可测变量

𝜁𝑖 = 𝑧𝑖 − 𝑏𝑖 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑏2𝑧1, 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, (35)

其中 𝑏2 ⩾ 1, 𝑏3 ⩾ 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑛 ⩾ 1为待设计的增益参

数. 利用式 (14)可得动态方程

𝜁𝑖 = 𝑃 (𝑧𝑖+1 − 𝑏𝑖 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑏2𝑧2) + 𝑔𝑖 − 𝑏𝑖 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑏2𝑔1,
𝜁𝑛 = 𝑃 (𝑃0𝑢− 𝑏𝑛 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑏2𝑧2) + 𝑔𝑛 − 𝑏𝑛 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑏2𝑔1, (36)

其中 2 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − 1. 受文献 [19]观测器设计的影响,

设计降维观测器

˙̂
𝜁𝑖 = 𝑃 (𝜁𝑖+1 + 𝑏𝑖+1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑏2𝑧1 − 𝑏𝑖 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑏2(𝜁2 + 𝑏2𝑧1)),

˙̂
𝜁𝑛 = 𝑃 (𝑃0𝑢− 𝑏𝑛 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑏2(𝜁2 + 𝑏2𝑧1)), (37)

其中 2 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛− 1. 进而可得到 𝑧𝑖的估计为

𝑧𝑖 = 𝜁𝑖 + 𝑏𝑖 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑏2𝑧1, 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (38)

定义误差变量 𝑒𝑖 = 𝑧𝑖 − 𝑧𝑖 = 𝜁𝑖 − 𝜁𝑖, 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

基于关系式 (36)和 (37),得到误差动态方程

𝑒̇𝑖 = 𝑃 (𝑧𝑖+1 − 𝑧𝑖+1 − 𝑏𝑖 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑏2(𝑧2 − 𝑧2))+

𝑔𝑖 − 𝑏𝑖 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑏2𝑔1,
𝑒̇𝑛 = −𝑃𝑏𝑛 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑏2(𝑧2 − 𝑧2) + 𝑔𝑛 − 𝑏𝑛 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑏2𝑔1. (39)

基于必然等价原理和式 (34),构造输出反馈镇定

控制器

𝑢 = −(𝛽1𝑧1 + 𝛽2𝑧2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝛽𝑛𝑧𝑛). (40)

运用Young’s不等式,可得

𝑃0∣𝜉𝑛(𝑢− 𝑧∗𝑛+1)∣ ⩽ 𝑃0∣𝜉𝑛∣
∣∣∣ 𝑛∑
𝑖=1

𝛽𝑖(𝑧𝑖 − 𝑧𝑖)
∣∣∣ =

𝑃0∣𝜉𝑛∣
𝑛∑

𝑖=2

𝛽𝑖∣𝑒𝑖∣ ⩽ 𝛼̄𝑛𝑛𝜉
2
𝑛 +

𝑛∑
𝑖=2

𝑐𝑛𝑖𝑒
2
𝑖 , (41)

其中 𝑧1 = 𝑧1, 𝛼̄𝑛𝑛 < 𝛼𝑛𝑛和 𝑐𝑛𝑖(𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)为与
𝑃 和 𝑏′𝑖𝑠无关的正实数. 考虑式 (33)和 (41),有

𝑉̇𝑛 ⩽ 𝑃
(
−

𝑛∑
𝑖=1

𝛼𝑛𝑖𝜉
2
𝑖 (𝑡) + 𝛼̄𝑛𝑛𝜉

2
𝑛(𝑡)+

𝑛∑
𝑖=1

𝜀𝑛𝑖𝜉
2
𝑖 (𝑡− 𝜏(𝑡)) +

𝑛∑
𝑖=2

𝑐𝑛𝑖𝑒
2
𝑖 (𝑡)

)
. (42)

为选取增益参数 𝑏2, 𝑏3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑛,作变换

𝑒2 = 𝑒2, 𝑒3 = 𝑒3 − 𝑏3𝑒2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒𝑛 = 𝑒𝑛 − 𝑏𝑛𝑒𝑛−1. (43)

结合式 (43),式 (42)可进一步改写为

𝑉̇𝑛 ⩽

𝑃
(
−

𝑛∑
𝑖=1

𝛼𝑛𝑖𝜉
2
𝑖 + 𝛼̄𝑛𝑛𝜉

2
𝑛 + 𝑐𝑛𝑒

2
𝑛+

𝑛∑
𝑖=1

𝜀𝑛𝑖𝜉
2
𝑖 (𝑡− 𝜏(𝑡)) +

𝑛−1∑
𝑖=2

𝑐𝑖(𝑏𝑖+1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑛)𝑒2𝑖
)
. (44)

其中: 实数 𝑐𝑖(𝑏𝑖+1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑛) > 0; 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛 − 1;
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𝑐𝑛为与𝑃 和 𝑏′𝑖𝑠无关的已知正实数. 利用式 (39)和

(43)得到

˙̆𝑒𝑖 = 𝑃 (𝑧𝑖+1 − 𝑧𝑖+1 − 𝑏𝑖(𝑧𝑖 − 𝑧𝑖)) + 𝑔𝑖 − 𝑏𝑖𝑔𝑖−1,

˙̆𝑒𝑛 = −𝑃𝑏𝑛(𝑧𝑛 − 𝑧𝑛) + 𝑔𝑛 − 𝑏𝑛𝑔𝑛−1. (45)

为了分析系统 (45),选取函数

𝑈 =
1

2
𝑙

𝑛∑
𝑖=2

𝑒2𝑖 (𝑡), 𝑙 > 0. (46)

命题 1 考虑误差系统 (45).利用Young’s不等

式、式 (19)和 (43),可推得

𝑈̇ ⩽ 𝑃
( 𝑛∑

𝑖=1

𝑑𝑖𝜉
2
𝑖 (𝑡) +

𝑛∑
𝑖=1

𝑑𝑖𝜉
2
𝑖 (𝑡− 𝜏(𝑡))+

(
𝛾2(𝑏3, 𝑏4, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑛) + 𝜇2𝑏

2
2

𝑃 2

)
𝑒22(𝑡) + ⋅ ⋅ ⋅+(

𝛾𝑛−1(𝑏𝑛) +
𝜇𝑛−1𝑏

2
𝑛−1

𝑃 2

)
𝑒2𝑛−1(𝑡)+(

𝛾𝑛 +
𝜇𝑛𝑏

2
𝑛

𝑃 2

)
𝑒2𝑛(𝑡)−

𝑛∑
𝑖=2

𝑙𝑏𝑖𝑒
2
𝑖 (𝑡)

)
. (47)

其中: 𝛾2(𝑏3, 𝑏4, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑛), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛾𝑛−1(𝑏𝑛)为与参数𝑃 无

关的正实数; 𝑑1<𝛼𝑛1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑𝑛−1<𝛼𝑛,𝑛−1, 𝑑𝑛 < 𝛼𝑛𝑛

− 𝛼̄𝑛𝑛; 𝑑𝑖和 𝛾𝑛为与𝑃 和 𝑏′𝑖𝑠无关的已知正常数.

定理 1 若假设 1∼假设 3成立,初始状态𝑥0(𝑡0)

∕= 0,运用由式 (7)和 (40)定义的控制器并选取适当的

设计参数,则可将系统 (3)的状态𝑥0(𝑡)和𝑥(𝑡)渐近调

控到零.

证证证明明明 选取泛函

𝑊 = 𝑉𝑛 + 𝑈 +
1

1− 𝑟

𝑛∑
𝑖=1

w 𝑡

𝑡−𝜏(𝑡)
𝑙𝑖𝜉

2
𝑖 (𝜎)d𝜎, (48)

其中 𝑙𝑖 = 𝜀𝑛𝑖 + 𝑑𝑖, 1⩽ 𝑖⩽𝑛. 令𝑋T(𝑡)= (𝜉T𝑛 (𝑡),
¯̆𝑒T𝑛 (𝑡)),

对于式 (48)中的
1

2

𝑛∑
𝑖=1

𝜉2𝑖 (𝑡)+
1

2
𝑙

𝑛∑
𝑖=2

𝑒2𝑖 (𝑡),由文献 [18]

中的引理 4.3可知,存在𝒦∞类函数𝜒1和𝜔21使得

𝜒1(∥𝑋(𝑡)∥) ⩽
1

2

𝑛−1∑
𝑖=1

𝜉2𝑖 (𝑡) +
1

2
𝑙

𝑛∑
𝑖=2

𝑒2𝑖 (𝑡) ⩽ 𝜔21(∥𝑋(𝑡)∥). (49)

基于假设条件 𝜏(𝑡) < 𝜏 , 可推得存在正实数 𝑙0和𝒦∞
类函数𝜔22使得

1

1− 𝑟

𝑛∑
𝑖=1

w 𝑡

𝑡−𝜏(𝑡)
𝑙𝑖𝜉

2
𝑖 (𝜎)d𝜎

𝜎=𝑠+𝑡
⩽

1

1− 𝑟

𝑛∑
𝑖=1

w 0

−𝜏
𝑙𝑖𝜉

2
𝑖 (𝑠+ 𝑡)d(𝑠+ 𝑡) ⩽

𝜏

1− 𝑟

𝑛∑
𝑖=1

𝑙𝑖 sup
−𝜏⩽𝑠⩽0

𝜉2𝑖 (𝑠+ 𝑡) ⩽

𝑙0

(
sup

−𝜏⩽𝑠⩽0
∥𝑋(𝑠+ 𝑡)∥

)2

=: 𝜔22

(
sup

−𝜏⩽𝑠⩽0
∥𝑋(𝑠+ 𝑡)∥

)
.

(50)

鉴于 ∥𝑋(𝑡)∥ ⩽ sup
−𝜏⩽𝑠⩽0

∥𝑋(𝑠+ 𝑡)∥,可知

𝜔21(∥𝑋(𝑡)∥) ⩽ 𝜔21( sup
−𝜏⩽𝑠⩽0

∥𝑋(𝑠+ 𝑡)∥).

令𝜒2 = 𝜔21 + 𝜔22,有

𝜒1(∥𝑋(𝑡)∥) ⩽ 𝑊 ⩽ 𝜒2( sup
−𝜏⩽𝑠⩽0

∥𝑋(𝑠+ 𝑡)∥). (51)

通过计算𝑊 的导数并考虑𝑃 ⩾ 1、假设 2、式

(44)和命题 1,得到

𝑊̇ ⩽

− 𝑃
((

𝑙𝑏2 − 𝛾2(𝑏3, 𝑏4, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑛)− 𝜇2𝑏
2
2

𝑃 2

)
𝑒22(𝑡)+

⋅ ⋅ ⋅+
(
𝑙𝑏𝑛−1 − 𝛾𝑛−1(𝑏𝑛)−

𝜇𝑛−1𝑏
2
𝑛−1

𝑃 2

)
𝑒2𝑛−1(𝑡)+(

𝑙𝑏𝑛 − 𝛾𝑛 − 𝜇𝑛𝑏
2
𝑛

𝑃 2

)
𝑒𝑛2 (𝑡) +

𝑛∑
𝑖=1

𝛼̃𝑖𝜉
2
𝑖

)
. (52)

其中: 𝛾𝑖(𝑏𝑖+1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑛) = 𝑐𝑖 + 𝛾𝑖 (2 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − 1)为

与𝑃 无关的正实数; 𝛾𝑛 = 𝑐𝑛 + 𝛾𝑛, 𝛼̃𝑖 = 𝛼𝑛𝑖 − 𝑑𝑖 −
𝑙𝑖

1− 𝑟
(1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛− 1)和 𝛼̃𝑛 = 𝛼𝑛𝑛 − 𝛼̄𝑛𝑛 − 𝑑𝑛 − 𝑙𝑛

1− 𝑟
为与𝑃 和 𝑏′𝑖𝑠无关的已知正常数. 选取参数𝑏2, 𝑏3, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑏𝑛和𝑃 满足

𝑏𝑛 ⩾ max
{
1,

𝜚𝑛 + 𝜎𝑛 + 𝛾𝑛
𝑙

}
,

𝑏𝑛−1 ⩾ max
{
1,

𝜚𝑛−1 + 𝜎𝑛−1 + 𝛾𝑛−1

𝑙

}
,

...

𝑏2 ⩾ max
{
1,

𝜚2 + 𝜎2 + 𝛾2
𝑙

}
,

𝑃 ⩾ max
{
1,

√
𝜇𝑛𝑏2𝑛
𝜎𝑛

, ⋅ ⋅ ⋅ ,
√

𝜇2𝑏22
𝜎2

}
. (53)

其中: 𝜎𝑖 > 0, 𝜚𝑖 > 0, 2 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛. 相应地,可推得

𝑊̇ ⩽ −𝑃
( 𝑛∑

𝑖=1

𝛼̃𝑖𝜉
2
𝑖 (𝑡) +

𝑛∑
𝑖=2

𝜚𝑖𝑒
2
𝑖 (𝑡)

)
. (54)

利用文献 [18]中的引理 4.3,可知

𝜒3(∥𝑋(𝑡)∥) ⩽ 𝑃
( 𝑛∑

𝑖=1

𝛼̃𝑖𝜉
2
𝑖 (𝑡) +

𝑛∑
𝑖=2

𝜚𝑖𝑒
2
𝑖 (𝑡)

)
, (55)

其中𝜒3 ∈ 𝒦∞. 结合式 (54)和 (55),得到

𝑊̇ ⩽ −𝜒3(∥𝑋(𝑡)∥). (56)

由Lyapunov-Krasovskii稳定性定理[20],可知

lim
𝑡→∞

𝜉(𝑡) = 0, (57)

其中 𝜉(𝑡)=(𝜉1(𝑡), 𝜉2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜉𝑛(𝑡))T. 利用式 (10)、(13)

和 (19),最终得到

lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = 0. (58)

由此定理 1得证. □

4 切切切换换换控控控制制制策策策略略略

上述分析已经针对𝑥0(𝑡0) ∕= 0的情况,为系统 (3)

中的控制输入𝑢0和𝑢1分别设计了控制器 (7)和 (40).
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现在讨论当𝑥0(𝑡0) = 0时如何对𝑢0和𝑢1进行设计.

针对不同的系统,文献 [6]给出了一些切换控制器的

设计方案.但对𝑥0-子系统而言,当初始值为零时,如

果将控制输入𝑢0(𝑡)设计为常数反馈, 则可能导致出

现有限逃逸的现象, 即在进行切换前, 𝑥0-子系统的

解𝑥0(𝑡)就已经发生了跳变. 一般而言, 逃逸现象经

常发生在含有一些不满足利普希茨条件的非线性

项的系统中. 在本文中, 由于𝜙0是全局利普希茨的,

𝑥0(𝑡)在任意时刻均不会发生逃逸.

当𝑥0(𝑡0) = 0时,设计控制器为

𝑢0(𝑡) = 𝑢∗
0, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡𝑓 ]. (59)

其中: 𝑢∗
0为非零常数, 𝑡𝑓 > 𝑡0为任意给定的.在有限

时间段 [𝑡0, 𝑡𝑓 ]内,控制𝑢0(𝑡)按照式 (59)进行设计,可

将系统转化为一般的非线性系统.在此时间段内的控

制输入𝑢1(𝑡)可依据一般的非线性系统反推设法设计.

在时刻 𝑡𝑓 , 𝑥0(𝑡𝑓 ) ∕= 0,将控制信号𝑢0(𝑡)和𝑢1(𝑡)分别

切换为由式 (7)和 (40)给出的控制信号.

5 仿仿仿真真真实实实例例例

为了验证本文所设计控制算法的有效性, 将系

统 (2)推广为如下时滞模型:

𝑥̇0(𝑡) =
(
1− 𝜀2

2

)
𝑢0(𝑡) + 0.4𝑥0(𝑡),

𝑥̇1(𝑡) = 𝑢0(𝑡)𝑥2(𝑡) +
1

20
𝑥1(𝑡− 𝜏(𝑡))×

sin𝑥1(𝑡− 𝜏(𝑡)),

𝑥̇2(𝑡) = 𝑢1(𝑡) +
1

20
(𝑥2(𝑡) + sin𝑥2(𝑡− 𝜏(𝑡))), (60)

其中 𝜏(𝑡) = (1 + sin 𝑡)/20. 显然, 式 (60)满足假设条

件. 选取控制输入𝑢0(𝑡) = −𝑥0(𝑡), 引入变换 (10)后,

利用引理 2,可得

∣𝑓1∣ ⩽ 0.1(∣𝜂1(𝑡)∣+ ∣𝜂1(𝑡− 𝜏(𝑡))∣),
∣𝑓2∣ ⩽ 0.1(∣𝜂2(𝑡)∣+ ∣𝜂2(𝑡− 𝜏(𝑡))∣).

根据第 3节控制器设计过程,得到如下与时滞无

关的输出渐近镇定控制器:
˙̂
𝜁2(𝑡) = 𝑃 (𝑃0𝑢(𝑡)− 𝑏2(𝜁2(𝑡) + 𝑏2𝑧1(𝑡))),

𝑧2(𝑡) = 𝜁(𝑡) + 𝑏2𝑧1(𝑡),

𝑧1(𝑡) =
𝑥1(𝑡)

𝑢0(𝑡)
,

𝑢(𝑡) = −𝛽2(𝛽1𝑧1(𝑡) + 𝑧2(𝑡)),

𝑢1(𝑡) = 𝑃0𝑃
2𝑢(𝑡).

选取仿真参数 𝜀 = 𝑘0 = 1, 𝑃0 = 𝑙 = 1, 𝛽1 = 0.71, 𝛽2 =

6.2, 𝑏2 = 11, 𝑃 = 22; 初始条件𝑥0(0) = 0.5, 𝑥1(0) =

0.06, 𝑥2(0) = −0.1, 𝜁2(0) = 0.1. 当初始值𝑥0(0) = 0

时, 选择𝑥1(0) = 2, 𝑥2(0) = −1, 𝑢∗
0 = 0.1, 𝑡𝑓 = 1,

𝑢2(𝑡) = 1, 𝑡 ∈ [0, 1]. 图 1和图 2的仿真结果表明了控

制策略的有效性.
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图 1 𝑥0(0) ∕= 0时的闭环系统响应
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6 结结结 论论论

本文基于反推法和必然等价原理,研究了一类非

完整系统的渐近镇定问题.由于状态时滞的存在, 研

究非完整系统的输出反馈镇定问题较为困难,甚至如

果不对系统的不可测状态增加外部增长条件,则该项

工作有可能不可实现. 对于高阶非完整时滞系统的输

出反馈镇定以及𝑥0-子系统的方程右端含非线性时滞

项时的控制问题,均有待进一步解决.
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