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摘 要: 针对输入受限的时变不确定非线性系统,提出一种𝐻∞鲁棒模型预测控制策略.假设线性化系统矩阵一致

有界,将非凸的无穷时域优化问题转化为带有单个线性矩阵不等式 (LMI)约束的凸优化问题,降低控制量求解难度.

结合滚动优化原理与𝐻∞控制方法在线极小化性能指标,使得闭环系统满足控制性能和约束. 在LMI框架下给出

𝐻∞ NMPC的求解方法及其鲁棒稳定性充分条件.仿真实验对比验证了该策略的有效性.
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Abstract: An 𝐻∞ robust model predictive control strategy is proposed for time-varying uncertain nonlinear systems subject

to input constraints. The provided uniform bound of linearized system matrices, the non-convex programming problem

is converted into a convex one with LMI constraints, which decreases the computational complexity of controllers. The

receding horizon principle and the 𝐻∞ control method are used to minimize performance indexes on-line, and the close-loop

system satisfies the performance and constraints. The method solving nonlinear model predictive control(NMPC) and the

sufficient condition guaranteeing robust stability of NMPC are derived in form of LMIs. A simulation example verifies the

effectiveness of the proposed strategy.
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0 引引引 言言言

非线性模型预测控制 (NMPC)可以显式处理系

统约束,但原始NMPC并不能保证闭环鲁棒性[1-4]. 相

反, 𝐻∞控制是保证闭环鲁棒性的有效方法, 但对于

系统约束缺乏有效的处理能力[5-6]. 因此, 相关学者

结合两者的优点提出了𝐻∞鲁棒MPC策略[7-10], 即

利用𝐻∞控制方法设计NMPC优化问题的终端罚函

数和终端不变集, 通过强制系统状态在预测时域内

进入终端集以保证NMPC的递推优化可行性和闭环

稳定性. 然而, 引入终端罚函数和终端不变集约束

将增加NMPC在线计算量[3,11]. 为了有效求解鲁棒

NMPC问题,相关学者引入线性矩阵不等式 (LMI)技

术分析和设计鲁棒NMPC策略. 例如, 文献[12-14]对

线性微分包含系统, 提出了基于LMI的稳定MPC策

略, 可用于不确定非线性系统的控制. 文献[15-16]考

虑了特定非线性系统, 提出了输出反馈鲁棒MPC策

略.文献[17]建立了具有输入状态稳定的多面体系统

鲁棒NMPC策略. 文献[18-20]结合𝐻∞控制和MPC

的优点,实现了𝐻∞鲁棒控制问题的滚动优化求解及

其闭环稳定性综合.考虑到多面体顶点和线性微分包

含数量对LMI计算的影响,文献[21-22]直接考虑非线

性系统模型, 分别提出了闭环稳定和输入状态稳定

的LMI鲁棒NMPC策略. 由于LMI具有较好的描述
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系统不确定性的能力和高效的求解算法,基于LMI的

鲁棒NMPC策略已成为当前预测控制理论研究的重

要内容.

时变特性在实际系统中广泛存在, 直接采用时,

不变系统控制策略往往难以取得满意的控制效果,

甚至丢失闭环稳定性[23].目前,针对时变线性系统的

MPC问题已取得了一些研究成果,如线性时变参数系

统MPC策略[23-26]. 但是,对于时变约束非线性系统而

言, 其MPC稳定性和鲁棒性相关结果不多, 如文献

[27]考虑了一类时变非线性系统,通过设计终端罚函

数和约束集,采用局部线性反馈控制器保证NMPC闭

环系统的指数稳定性. 但是,文中未涉及NMPC律的

在线计算实现,也未显式考虑系统的不确定扰动及其

闭环鲁棒性问题.然而, 采用多面体系统覆盖时变非

线性系统时, 较多的多面体顶点将增加MPC的在线

计算量[13,21].

本文针对一类输入受限的时变非线性不确定系

统,结合MPC和𝐻∞控制的各自优点,提出一种具有

闭环鲁棒稳定的𝐻∞鲁棒NMPC策略.利用线性化方

法将时变非线性系统转化为带非线性摄动项的时变

线性系统,再将NMPC非凸的无穷时域滚动优化问题

转化为带有单个LMI约束的凸优化问题,从而尽可能

地降低NMPC的在线计算量. 通过对𝐻∞性能指标上

界的滚动优化计算NMPC律,实现闭环系统控制性能

和系统约束的满足,进一步给出控制律的闭环鲁棒稳

定性充分条件.以质量-小车系统为例,比较本文方法

与采用多面体表示时变特性的鲁棒NMPC方法的控

制结果,验证了本文结果的有效性和优越性.

1 问问问题题题描描描述述述

考虑离散时间时变非线性不确定系统⎧⎨⎩
𝑥𝑘+1 = 𝑓(𝑥𝑘, 𝑢𝑘, 𝑤𝑘, 𝑘);

𝑧𝑘 =

[
𝐻𝑥𝑘

𝑢𝑘

]
, 𝑢𝑘 ∈ 𝑈.

(1)

其中: 𝑥𝑘 ∈ 𝑅𝑛为状态向量; 𝑢𝑘 ∈ 𝑅𝑚为控制输入;

𝑤𝑘 ∈ 𝑅𝑝为不确定扰动; 𝑧𝑘 ∈ 𝑅𝑞为辅助输出; 光滑

函数 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑤, 𝑘)一致有界, 且满足𝑓(0, 0, 0, 𝑘) = 0;

𝑈 = {𝑢 ∈ 𝑅𝑚 : ∥𝑢∥ ⩽ �̄�}为控制量约束集,且有控制

量上界 �̄� > 0. 假设系统状态完全可测,原点为期望平

衡点.

对系统 (1)平衡点线性化,可得时变线性系统

𝐴𝑘 =
∂𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑤, 𝑘)

∂𝑥

∣∣∣
(𝑥,𝑢,𝑤)=(0,0,0)

,

𝐵𝑘 =
∂𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑤, 𝑘)

∂𝑢

∣∣∣
(𝑥,𝑢,𝑤)=(0,0,0)

,

𝐺𝑘 =
∂𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑤, 𝑘)

∂𝑤

∣∣∣
(𝑥,𝑢,𝑤)=(0,0,0)

. (2)

假设 (𝐴𝑘, 𝐵𝑘)是一致可镇定的, 且𝐴𝑘, 𝐵𝑘和𝐺𝑘

是一致有界的, 即存在有限正常数𝑀𝐴, 𝑀𝐵和𝑀𝐺,

满足

∥𝐴𝑘∥ ⩽ 𝑀𝐴, ∥𝐵𝑘∥ ⩽ 𝑀𝐵 , ∥𝐺𝑘∥ ⩽ 𝑀𝐺, 𝑘 ⩾ 0, (3)

则系统 (1)等价为

𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑘𝑥𝑘 +𝐵𝑘𝑢𝑘 +𝐺𝑘𝑤𝑘 + 𝑓(𝑥𝑘, 𝑢𝑘, 𝑤𝑘, 𝑘).

(4)

记摄动项 𝑓(𝑥𝑘, 𝑢𝑘, 𝑤𝑘, 𝑘) = 𝑓 ,则

𝑓 = 𝑓(𝑥𝑘, 𝑢𝑘, 𝑤𝑘, 𝑘)−𝐴𝑘𝑥𝑘 −𝐵𝑘𝑢𝑘 −𝐺𝑘𝑤𝑘. (5)

假设 𝑓在可行域内满足Lipschitz条件,即存在适

当维数的矩阵𝑊 满足 ∥𝑓∥ ⩽ ∥𝑊 [𝑥T
𝑘 𝑢T

𝑘 𝑤T
𝑘 ]

T∥.

假假假设设设 1 系统 (1)的不确定扰动𝑤是平方可加

的,即
∞∑
𝑖=0

∥𝑤𝑖∥2 ⩽ �̄�,其中上界 �̄�已知.

注注注 1 假设 1中的不确定扰动可以表示系统的

参数不确定性和外部衰减扰动等,是实际系统中广泛

存在的一类不确定扰动.

考虑系统 (1),定义一无穷时域𝐻∞性能函数

𝐽∞
𝑘 =

∞∑
𝑖=0

𝐿(𝑧𝑖∣𝑘, 𝑤𝑖∣𝑘) =
∞∑
𝑖=0

(∥𝑧𝑖∣𝑘∥2 − 𝜌∥𝑤𝑖∣𝑘∥2).

(6)

其中: 常数 𝜌 > 0为扰动抑制水平数, 𝑠𝑖∣𝑘为变量 𝑠在

𝑘时刻对 𝑘 + 𝑖时刻的预测量. 在 𝑘时刻求解如下min-

max问题:

min{𝑢𝑖∣𝑘}max{𝑤𝑖∣𝑘}𝐽
∞
𝑘 .

s.t.

⎧⎨⎩
𝑥𝑘+1 = 𝑓(𝑥𝑘, 𝑢𝑘, 𝑤𝑘, 𝑘),

𝑧𝑘 =

[
𝐻𝑥𝑘

𝑢𝑘

]
, 𝑢𝑘 ∈ 𝑈 ;

𝑥0∣𝑘 = 𝑥𝑘. (7)

其中𝑥𝑘为当前时刻的状态量.若问题 (7)优化可行,则

可得到 𝑘时刻的最优控制序列 {𝑢∗
0∣𝑘, 𝑢

∗
1∣𝑘, ⋅ ⋅ ⋅ }, 取当

前控制量𝑢∗
0∣𝑘为预测控制量作用于系统 (1). 在下一

时刻更新系统初始状态, 重新计算控制律,如此重复

整个过程便可实现系统的滚动优化控制.

对系统 (1)和优化问题 (7)定义时变控制律

𝑢𝑘 = 𝐾𝑘𝑥𝑘, (8)

其中𝐾𝑘为状态反馈增益矩阵. 本文目标是计算𝐾𝑘,

使得闭环系统 (1)和控制律 (8)内部稳定,且满足控制

约束,并极小化从𝑤到 𝑧的𝐻∞性能指标.

2 𝐻∞鲁鲁鲁棒棒棒NMPC策策策略略略
为了便于描述𝐻∞鲁棒NMPC策略, 给出以下

引理.
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引引引理理理 1 设𝑀和𝑁为定常矩阵, 𝑃 为适当维数

的对称正定矩阵,则不等式[28]

𝑀T𝑃𝑁 +𝑁T𝑃𝑀 ⩽ 𝜇𝑀T𝑃𝑀 + 𝜇−1𝑁T𝑃𝑁 (9)

对于任意实数𝜇 > 0成立.

引引引理理理 2 考虑系统 (1)和假设 1,如果存在标量 𝜉

> 0, 𝜌 > 0,矩阵𝑋 > 0和𝑌 ,满足[
𝜉 𝜉𝐼

𝜉𝐼 𝑋

]
⩾ 0, (10)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑋 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 𝜌𝐼 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

𝐻𝑋 0 𝜉𝐼 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
𝑌 0 0 𝜉𝐼 ∗ ∗ ∗ ∗

√
𝛼1𝑀𝐴𝑋 0 0 0 𝜉𝐼 ∗ ∗ ∗

√
𝛼2𝑀𝐵𝑌 0 0 0 0 𝜉𝐼 ∗ ∗

√
𝛼3𝑀𝐺𝑋 0 0 0 0 0 𝜉𝐼 ∗

𝑊1𝑋 +𝑊2𝑌 𝑊3 0 0 0 0 0 𝜉𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⩾ 0.

(11)

其中:常数𝛼1 = (1+𝜀)(1+𝜇)(1+𝜃), 𝛼2 = (1+𝜀)(1+

𝜇)(1 + 𝜃−1), 𝛼3 = (1 + 𝜀)(1 + 𝜇−1); 𝑊1, 𝑊2和𝑊3为

常数矩阵. 则存在状态反馈控制律𝑢𝑖∣𝑘 = 𝑌 𝑋−1𝑥𝑖∣𝑘,

使得在该控制律的作用下,系统 (1)满足

𝑥T
𝑖+1∣𝑘𝑃𝑥𝑖+1∣𝑘 − 𝑥T

𝑖∣𝑘𝑃𝑥𝑖∣𝑘 ⩽ 𝜌∥𝑤𝑖∣𝑘∥2 − ∥𝑧𝑖∣𝑘∥2,
(12)

性能函数 (6)满足
∞∑
𝑖=0

(∥𝑧𝑖∣𝑘∥2 − 𝜌∥𝑤𝑖∣𝑘∥2) ⩽ 𝑥T
0∣𝑘𝑃𝑥0∣𝑘. (13)

其中: 𝑃 = 𝑋−1, 𝑖 = 0, 1, 2 ⋅ ⋅ ⋅ .

证证证明明明 假设存在 𝜉 > 0, 𝜌 > 0, 𝑋 > 0和𝑌 ,满足

不等式 (10)和 (11),则对于预测系统选取Lyapunov函

数𝑉 (𝑥𝑖∣𝑘) = 𝑥T
𝑖∣𝑘𝑃𝑥𝑖∣𝑘.其中𝑃 = 𝑋−1, 𝑃 ⩽ 𝜂𝐼, 𝜂 >

0. 定义Hamilton函数为

𝐻𝑖∣𝑘 = 𝑉 (𝑥𝑖+1∣𝑘)− 𝑉 (𝑥𝑖∣𝑘) + ∥𝑧𝑖∣𝑘∥2 − 𝜌∥𝑤𝑖∣𝑘∥2.
(14)

对不等式𝑃 ⩽ 𝜂𝐼应用 Schur补引理,可得[
𝜂𝐼 𝐼

𝐼 𝑃−1

]
⩾ 0.

分别对其左乘和右乘 diag{𝜂−1, 𝐼}, 并令 𝜉 = 𝜂−1, 𝑋

= 𝑃−1,可得不等式 (10).

令 𝑦𝑖∣𝑘 = [𝑥T
𝑖∣𝑘 𝑤T

𝑖∣𝑘]
T, 𝐸 = [𝐻T 𝐾T]T. 考虑不等

式 (14),可得

𝐻𝑖∣𝑘 = 𝑉 (𝑥𝑖+1∣𝑘) + 𝑦T𝑖∣𝑘

[
𝐸T𝐸 − 𝑃 0

0 −𝜌𝐼

]
𝑦𝑖∣𝑘.

(15)

将式 (3)和𝑃 ⩽ 𝜂𝐼代入𝑉 (𝑥𝑖+1∣𝑘),并结合引理 1,

可得

𝑉 (𝑥𝑖+1∣𝑘) ⩽

𝜂[(1 + 𝜀)𝑦T𝑖∣𝑘𝐷
T
𝑘 𝐷𝑘𝑦𝑖∣𝑘 + (1 + 𝜀−1)𝑓T

𝑘 𝑓𝑘]. (16)

其中: 常数 𝜀 > 0, 𝐷𝑘 = [𝐴𝑘 +𝐵𝑘𝐾 𝐺𝑘]. 进一步可得

𝐷T
𝑘 𝐷𝑘 ⩽(1 + 𝜇)(1 + 𝜃)𝑀2

𝐴𝐼 + (1 + 𝜇−1)𝑀2
𝐺𝐼+

(1 + 𝜇)(1 + 𝜃−1)𝑀2
𝐵𝐾

T𝐾. (17)

其中: 常数𝜇 > 0, 𝜃 > 0. 结合 𝑓假设和式 (17),可得

𝑉 (𝑥𝑖+1∣𝑘) ⩽ 𝜂𝑦T𝑖∣𝑘(𝛼1𝑀
2
𝐴𝐼 + 𝛼2𝑀

2
𝐵𝐾

T𝐾+

𝛼3𝑀
2
𝐺𝐼 + 𝐿T𝑊T𝑊𝐿)𝑦𝑖∣𝑘. (18)

其中: 𝛼1 = (1 + 𝜀)(1 + 𝜇)(1 + 𝜃), 𝛼2 = (1 + 𝜀)(1 +

𝜇)(1+𝜃−1), 𝛼3 = (1+𝜀)(1+𝜇−1), 𝐿 =

[
0 0 𝐼

𝐼 𝐾T 0

]T

.

记𝑊 = [𝑊1 𝑊2 𝑊3],满足𝑊𝐿 = [𝑍 𝑊3],其中

𝑍 = 𝑊1 +𝑊2𝐾. 结合式 (15)和 (17),对不等式𝐻𝑖∣𝑘 ⩽
0应用Schur补引理,并令 𝜉 = 𝜂−1,可得⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑃 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 𝜌𝐼 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
𝐻 0 𝜉𝐼 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
𝐾 0 0 𝜉𝐼 ∗ ∗ ∗ ∗

√
𝛼1𝑀𝐴𝐼 0 0 0 𝜉𝐼 ∗ ∗ ∗

√
𝛼2𝑀𝐵𝐾 0 0 0 0 𝜉𝐼 ∗ ∗

√
𝛼3𝑀𝐺𝐼 0 0 0 0 0 𝜉𝐼 ∗
𝑍 𝑊3 0 0 0 0 0 𝜉𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⩾ 0. (19)

对式 (19)分别左乘和右乘 diag{𝑋, 𝐼, 𝐼, 𝐼, 𝐼, 𝐼, 𝐼}, 并

令𝑋 = 𝑃−1, 𝑌 = 𝐾𝑋 ,可得不等式 (11).

考虑无穷时域性能函数 (6),对不等式 (12)从 𝑖 =

0到 𝑖 = ∞求和, 可得 𝐽∞
𝑘 ⩽ 𝑉 (𝑥0∣𝑘) − 𝑉 (𝑥∞∣𝑘) =

𝑉 (𝑥0∣𝑘),即不等式 (6)成立. □

引引引理理理 3 在引理 2的相同条件下,对于任意初始

状态𝑥0∣𝑘 ∈ Ω1,闭环预测状态满足

𝑥𝑖∣𝑘 ∈ Ω2, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ .
其中: Ω1(𝑃, 𝑒, �̄�) = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : 𝜌�̄� + 𝑉 (𝑥) ⩽ 𝑒},

Ω2(𝑃, 𝑒) = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : 𝑉 (𝑥) ⩽ 𝑒},常数 𝑒 > 0. 进一步,

系统输出量 𝑧平方可加.

证证证明明明 若问题 (10)和问题 (11)在任意时刻有解,

则存在矩阵𝑃 满足式 (13). 利用引理 2的结论和假设

1可得, 对于任意𝑛 > 0, 有𝑉 (𝑥𝑛∣𝑘) +
𝑛∑

𝑖=0

∥𝑧𝑖∣𝑘∥2 ⩽

𝜌�̄�+𝑉 (𝑥0∣𝑘),则𝑉 (𝑥𝑛∣𝑘) ⩽ 𝜌�̄�+𝑉 (𝑥0∣𝑘),
𝑛∑

𝑖=0

∥𝑧𝑖∣𝑘∥2 ⩽

𝜌�̄� + 𝑉 (𝑥0∣𝑘). 又因为𝑥0∣𝑘 ∈ Ω1 ⇒ 𝜌�̄� + 𝑉 (𝑥0∣𝑘) ⩽ 𝑒,
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可得𝑉 (𝑥𝑛∣𝑘) ⩽ 𝑒,
𝑛∑

𝑖=0

∥𝑧𝑖∣𝑘∥2 ⩽ 𝑒. 即当系统初始状态

𝑥0∣𝑘 ∈ Ω1时,状态反馈控制律𝑢𝑖∣𝑘 = 𝑌 𝑋−1𝑥𝑖∣𝑘,使得

闭环系统状态𝑥(𝑘) ∈ Ω2, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ . □

由于优化问题 (7)是一个非凸的非线性规划问

题, 直接对其求解计算量大且很困难, 可采用文献

[12]的方法,通过极小化性能指标的上界来近似求解

问题 (7).引入标量 𝛾 > 0, 满足 𝐽∞
𝑘 ⩽ 𝑥T

0∣𝑘𝑃𝑥0∣𝑘 ⩽ 𝛾,

对于𝑥T
0∣𝑘𝑃𝑥0∣𝑘 ⩽ 𝛾,利用 Schur补引理,可得[

𝛾 𝑥T
0∣𝑘

𝑥0∣𝑘 𝑋

]
⩾ 0. (20)

进一步,考虑控制约束𝑈 ,将其改写为如下形式:

∥(𝑌 𝑋−1)𝑗𝑥∥ ⩽ �̄�𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (21)

其中: (𝑌 𝑋−1)𝑗为𝑌 𝑋−1的第 𝑗行, �̄�𝑗为控制量𝑢第 𝑗

维的上界. 又考虑Ω2的定义,对于任意𝑥 ∈ Ω2,有

∥(𝑌 𝑋−1)𝑗𝑥∥ =

∥(𝑌 𝑋−1)𝑗𝑋
1/2𝑋−1/2𝑥∥ ⩽

∥(𝑌 𝑋−1)𝑗𝑋
1/2∥∥𝑋−1/2𝑥∥ ⩽

∥𝐾𝑗𝑋
1/2∥√𝑒, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (22)

注意到
√
𝑒∥(𝑌 𝑋−1)𝑗𝑋

1/2∥ ⩽ �̄�𝑗 ⇔ �̄�2
𝑗 − 𝑒(𝑌 𝑋−1)𝑗 ×

𝑋(𝑌 𝑋−1)T𝑗 ⩾ 0, 应用 Schur补引理并分别左乘和右

乘矩阵 diag{𝐼,𝑋},可得[
�̄� ∗
𝑌 𝑒−1𝑋

]
⩾ 0, (23)

即对于任意𝑥 ∈ Ω2,控制律𝑢𝑘 = 𝑌 𝑋−1𝑥𝑘 ∈ 𝑈 .

定定定理理理 1 考虑系统 (1)和假设 1,若优化问题

min
𝑋,𝑌,𝜉,𝜌,𝛾

{𝛾∣ (10), (11), (20), (23), 𝑥0∣𝑘 = 𝑥𝑘} (24)

有解,则存在状态反馈控制律𝑢𝑘 = 𝑌 𝑋−1𝑥𝑘,使得闭

环系统内部稳定且满足控制约束. 其中: 𝑥𝑘为当前 𝑘

时刻状态, 𝛾为性能函数 (6)的一个上界.

结合引理 2、式 (20)和 (23)可得定理结论.

定理 1成立的必要条件是优化问题 (24)在任意

时刻都是可行的,即存在至少 1组可行性解.

定定定理理理 2 假设 𝜉∗𝑘, 𝜌
∗
𝑘, 𝑋

∗
𝑘 , 𝑌

∗
𝑘 , 𝛾

∗
𝑘为优化问题 (24)

在 𝑘时刻的最优解,则它们也是该优化问题在 𝑘+1时

刻的 1个可行解.

证证证明明明 设 𝜉∗𝑘, 𝜌
∗
𝑘, 𝑋

∗
𝑘 , 𝑌

∗
𝑘 , 𝛾

∗
𝑘为优化问题 (27)在 𝑘

时刻的最优解, 则在 𝑘 + 1时刻, 𝜉∗𝑘, 𝜌
∗
𝑘, 𝑋

∗
𝑘 , 𝑌

∗
𝑘 , 𝛾

∗
𝑘同

样满足不等式 (10), (11)和 (23), 只需要证明不等式

(20)在 𝑘 + 1时刻可行. 由引理 2的证明过程可知,对

于任意𝑥𝑖∣𝑘 ∈ Ω2, 有𝑉 (𝑥𝑖+1∣𝑘) ⩽ 𝜌∗𝑘�̄� + 𝑉 (𝑥𝑖∣𝑘), 从

而𝑥T
1∣𝑘𝑋

∗−1
𝑘 𝑥1∣𝑘 ⩽ 𝑥T

0∣𝑘𝑋
∗−1
𝑘 𝑥0∣𝑘 ⩽ 𝛾∗

𝑘 ,即不等式 (20)

在 𝑘 + 1时刻成立. □

注注注 2 当 𝑒固定不变时, 式 (23)是关于𝑋和𝑌

的LMI.由引理 3可知, 𝑒给出了系统输出 𝑧的一个上

界.通常减小 𝑒可使系统具有更好的闭环性能, 且越

容易满足不等式 (23), 但是会减小MPC可行域.因此,

在实际应用中, 𝑒的取值需要兼顾两者,以折衷控制器

可行域和鲁棒性能.

算法 1 1)输入参数 (𝑒, 𝜀, 𝜇, 𝜃,𝑊,𝑀𝐴,𝑀𝐵 ,𝑀𝐺),

令 𝑘 = 0; 2)测量当前状态𝑥𝑘并更新优化问题 (24)的

初始条件𝑥0∣𝑘 = 𝑥𝑘, 求解式 (24)可得最优解𝑌𝑘和

𝑋𝑘; 3)将控制量𝑢𝑘 = 𝑌𝑘𝑋
−1
𝑘 𝑥𝑘作用于系统 (1),并令

𝑘 = 𝑘 + 1,返回 2).

3 仿仿仿真真真实实实验验验

考虑如下一质量-小车系统的离散化模型[17]:⎧⎨⎩
𝑥1,𝑘+1 =𝑥1,𝑘 + 𝑇𝑥2,𝑘,

𝑥2,𝑘+1 =− 𝑇𝑘0
𝑀

e−𝑥1,𝑘𝑥1,𝑘+(
1− 𝑇ℎ𝑘

𝑀

)
𝑥2,𝑘 +

𝑇𝑢𝑘

𝑀
+ 𝑇𝑤𝑘.

(25)

其中: 𝑇 = 0.4 s为采样周期, 𝑥1为位移, 𝑥2为速度,

𝑢为外力, 𝑘0 = 0.33为弹性系数, 𝑀 = 1为小车质量,

0.6 ⩽ ℎ ⩽ 1.6为时变阻尼系数, 𝑈 = {𝑢 ∈ 𝑅 : ∣𝑢∣ ⩽
1}为控制量约束.

在仿真中分别考虑ℎ𝑘的 3组取值ℎ𝐴
𝑘 = 1.1 +

0.5 sin(2𝑘), ℎ𝐵
𝑘 = 1.1 + 0.5 sin(0.2𝑘), ℎ𝐶

𝑘 = 0.6 +

rand(𝑘).其中:函数 rand用来生成 0 ∼ 1的随机数,以

及扰动𝑤𝑘 = e−𝑘/10 sin(0.1𝑘)和初始条件 (3,−1). 为

了保证优化问题初始可行, 令𝑀𝐴 = 1,𝑀𝐵 = 0.16,

𝑀𝐺 = 0.1, 𝑒 = 2, 𝐻 = [0.8 1.0], 𝜀 = 1, 𝜇 = 10−5,

𝜃 = 0.1, 𝑊 =

⎡⎢⎣ 10 0 2 1

2 0 1 1

0 0 8 0

⎤⎥⎦ .

先考虑本文方法控制系统 (25),利用LMI工具箱

求解优化问题 (24),控制结果如图 1∼图 3所示. 图中:

实线对应ℎ𝐴组,虚线对应ℎ𝐵组, 点线对应ℎ𝐶组. 由

图 1∼图 3可以看出,本文算法对具有不同时变参数

和不确定扰动的非线性系统具有良好的一致渐近稳

定性. 与此同时, 3组结果的控制量都满足系统的约束

条件.

0 20 40 60

t /0.4s

0

1

2

3

x
1
/m

图 1 基于本文方法的闭环系统状态𝑥1轨迹
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图 2 基于本文方法的闭环系统状态𝑥2轨迹

0 20 40 60

t /0.4s

-1.0

-0.5

0

0.5

u
/N

图 3 基于本文方法的控制输入曲线

再考虑多面体覆盖系统 (25)的鲁棒NMPC方

法[12,17],其中多面体顶点为

𝐴1 =

[
1.0 0.4

0 0.76

]
, 𝐴2 =

[
1.0 0.4

−1.5 0.76

]
,

𝐴3 =

[
1.0 0.4

0 0.36

]
, 𝐴4 =

[
1.0 0.4

−1.5 0.36

]
,

𝐵𝑖 = [0 0.4]T, 𝑖 = 1, 2, 3, 4.

在相同仿真环境下,结果如图 4∼图6所示. 图中:

实线对应ℎ𝐴组,虚线对应ℎ𝐵组,点线对应ℎ𝐶组.

0 20 40 60

t /0.4s

0

1

2

3

x
1
/m

图 4 基于多面体覆盖的闭环系统状态𝑥1轨迹
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图 5 基于多面体覆盖的闭环系统状态𝑥2轨迹
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图 6 基于多面体覆盖的控制输入曲线

分别将图 1与图 4、图 2与图 5的闭环状态响应

进行对比,其结果表明,基于多面体系统的鲁棒MPC

对系统参数的时变性具有较好的控制效果一致性,但

状态轨迹产生较频繁的抖动 (如实线),同时过渡时间

较长.再对比图 3与图 6的控制量曲线,基于多面体系

统的鲁棒MPC方法尽管控制量同样满足系统约束,

但过渡过程存在明显的抖动现象,不利于如阀门等执

行机构的有效运行.

4 结结结 论论论

本文以一类输入受限的非线性时变系统为研究

对象, 结合预测控制滚动优化原理和𝐻∞控制理论,

提出了一种新的𝐻∞鲁棒NMPC策略.将系统在原点

附近线性化并假设系统矩阵一致有界,从而把非凸的

无穷时域滚动优化问题转化为带有LMI约束的凸优

化问题,降低了求解难度. 通过对𝐻∞性能指标的在

线最小化,使得滚动时域闭环系统能实时协调控制性

能要求并满足系统约束. 同时,进一步给出了滚动时

域𝐻∞控制律的求解方法及其存在的充分条件.仿真

结果验证了上述策略的有效性.
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