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摘 要: 思维进化算法已有的收敛性分析均是在依概率收敛意义下考虑的,而几乎处处收敛强于依概率收敛. 在详

细分析思维进化算法趋同算子和异化算子转移概率的基础上,利用种群最大适应度值函数描述思维进化算法的演化

过程,将最大适应度值函数的进化过程转化为下鞅数列,并根据数学期望的性质和最大适应度值函数的特点,利用下

鞅收敛定理严格证明了思维进化算法的几乎处处收敛性.
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Migration probabilities analysis and almost sure convergence proof of
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Abstract: The convergence in probability of mind evolutionary algorithm (MEA) is proved by using the Markovian chain.

The almost sure convergence is stronger than the convergence in probability. The migration probabilities of the similar-taxis

and the dissimilation are analyzed in detail, and the evolution process of the maximal fitness function is described as a sub-

martingale series. Based on the characteristic of the conditional expectation and the maximal fitness function, the almost sure

convergence of MEA is proved rigorously by using the sub-martingale convergence theorem.
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0 引引引 言言言

思维进化算法 (MEA)[1]是进化计算的一种,用群

体寻优代替个体寻优,用趋同和异化两个算子来模仿

人类思维进化的过程.趋同发生在子群体范围内,是

个体竞争成为胜者的过程.异化发生在整个解空间

内,是各子群体为成为胜者而竞争, 不断探索解空间

中新的点的过程. 趋同和异化在算法运行过程中反复

进行直到满足算法终止运行条件. MEA的优点是具

有正负反馈机制,由于有利条件的正反馈使进化总是

向着有利于群体生存的方向发展,进化成果能得以巩

固和发展. 负反馈机制有助于避免陷入局部最优解,

防止算法早熟[2]. MEA最显著的特点是,各子群体间

采用并行寻优. 工程实践[3-6]和理论应用[2, 7]已经证

明MEA具有很高的搜索效率和收敛特性.

很多学者[8-10]已证明MEA的全局收敛性, 但他

们均采用传统的Markov Chain理论分析MEA的收敛

性,证明过程复杂,且收敛性结果属于依概率收敛,弱

大数律范畴,而几乎处处收敛性明显强于依概率收敛

性. 对此, 下面将在分析MEA转移概率的基础上证

明MEA的几乎处处收敛性.

1 MEA优优优化化化模模模型型型
考虑一个优化问题

max𝐴(𝑥), 𝐴(𝑥) > 0. (1)

利用MEA求解问题, MEA模型的具体描述如下.

Step 1: MEA初始化.

Step 2: 在解空间中随机散布𝑁个个体作为初始

群体数列.

Step 3: 在初始群体数列中选出𝑁𝑆个适应度值

最高的个体作为优胜子群体的中心, 其余𝑁𝑇 (𝑁 =
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𝑁𝑆 +𝑁𝑇 )个个体作为临时子群体的中心.

Step 4: 趋同.分别以各子群体中心作为均值,服

从正态分布产生新的𝑆𝐺−1 (𝑆𝐺是子群体中包含的个

体数,在此令所有子群体规模相同)个个体,形成𝑁个

子群体;计算每个子群体中所有个体的适应度值,选

出优胜者作为子群体新的中心.

Step 5: 判断子群体是否成熟. 若是, 则转 Step 6,

否则转Step 4.

Step 6: 异化. 在所有子群体中选出𝑁𝑆个适应度

值高的子群体,形成优胜子群体;其余𝑁𝑇 个临时子群

体释放掉,同时在解空间中重新均匀散布𝑁𝑇 个新的

个体,作为新的临时子群体中心.

Step 7: 在优胜子群体和临时子群体中选出适应

度值最大的子群体.

Step 8: 判断是否满足终止条件.若是,则停止进

化,否则重复Step 4∼Step 7.

依照MEA的术语,环境是所求优化问题的解空

间, 用𝐹 表示; 子群体用𝐺1, 𝐺2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐺𝑁表示; 描述

优化问题的任意解称为个体, 用 𝑔表示; 子群体的元

素用 𝑔𝑖𝑗表示, 𝑔𝑖𝑗的含义是𝐹 中子群体𝐺𝑖的第 𝑗个个

体, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 , 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑆𝐺; 子群体𝐺𝑖的中

心用 𝑔𝑖表示.

考虑式 (1)的优化问题,在𝐹 上定义的任意非负

实值函数 𝑓称为一个适应度函数,即

max 𝑓(𝑔), 𝑓(𝑔) > 0. (2)

令全局最大适应度值

𝑓∗ = max{𝑓(𝑔) : 𝑔 ∈ 𝐹};
全局最优个体集

𝐵∗ = {𝑔 ∈ 𝐹 : 𝑓(𝑔) = 𝑓∗};
子群体𝐺𝑖的最大适应度值

𝑓𝑖 = max{(𝑓(𝑔) : 𝑔 ∈ 𝐺𝑖), 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑁};
子群体𝐺𝑖的最优个体集

�̂�𝑖 = {𝑔 ∈ 𝐺𝑖 : 𝑓(𝑔) = 𝑓𝑖, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑁};
群体最大适应度值

𝑓 = max
{
𝑓(𝑔) : 𝑔 ∈

𝑁∪
𝑖=1

𝐺𝑖

}
;

群体最优个体集

�̂� =
{
𝑔 ∈

𝑁∪
𝑖=1

𝐺𝑖 ∈ 𝐹 : 𝑓(𝑔) = 𝑓, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑁
}
.

用 𝑡表示MEA的当前进化代数, 子群体趋同成

熟后, 𝐺𝑖的中心用 𝑔𝑡𝑖表示, 𝑔𝑡𝑖的适应度值称作子群

体𝐺𝑡
𝑖的适应度值, 胜者 𝑔𝑡𝑖代表子群体𝐺𝑖参与异化

操作. 异化时, 计算每个子群体的适应度值, 得到

当前群体的最大适应度值 𝑓 𝑡和对应群体最优个体

集 �̂�𝑡. 从 �̂�𝑡中随机选出一个个体, 用 𝑔𝑡表示, 那么

数列 {𝑔𝑡 : 𝑓(𝑔𝑡) = 𝑓 𝑡, 𝑡 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ }是由MEA进化

的每一代的最优个体所组成的数列, 由此易知 𝑔𝑡,

𝑔𝑡+1 ∈ 𝐵∗的充分必要条件为 𝑓(𝑔𝑡) = 𝑓(𝑔𝑡+1) = 𝑓∗.

群体局部最优个体集为

𝐻 =
{
𝑔 ∈

𝑁∪
𝑖=1

𝐺𝑖 : 𝑓(𝑔
𝑡) = 𝑓(𝑔𝑡+1) < 𝑓∗

}
.

当𝐻存在时, 说明群体陷入局部最优.由此易知 𝑔𝑡,

𝑔𝑡+1 ∈ 𝐻的充分必要条件为 𝑓(𝑔𝑡) = 𝑓(𝑔𝑡+1) < 𝑓∗.

2 MEA操操操作作作过过过程程程的的的转转转移移移概概概率率率分分分析析析
MEA模拟人类的思维进化过程与机制, 用趋

同和异化两个算子来定义. 从 𝑡代的 𝑔𝑡到 𝑡 + 1代的

𝑔𝑡+1的转移通过以下两个过程实现:

𝑔𝑡
趋同𝑆𝑡−−−−→ 𝑌 ′ 异化𝐷𝑡−−−−→ 𝑔𝑡+1.

其中: 𝑌 𝑡 = {𝑦𝑡𝑖 : 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑁},是趋同结束后所有子群

体中心所组成的数列.

下面将在概率空间上对这两个过程作详细的说

明.设所有随机映射和随机过程定义在概率空间 (Ω ,

𝐹, 𝑃 )上,为简化记号,略去Ω的元素𝜔.

2.1 趋趋趋同同同算算算子子子

趋同算子𝑆𝑡是子群体经若干代的进化而成熟的

过程, 是寻找子群体中适应度值最大的个体的过程,

是由𝐹 到𝐹 的映射.以子群体𝐺𝑖为例, 令 𝑘为MEA

子群体趋同过程中的当前进化代数, 则 𝑔𝑘𝑖 为趋同的

第 𝑘代时子群体𝐺𝑘
𝑖 的中心.

由 𝑔𝑘𝑖 到 𝑔𝑘+1
𝑖 的转移, 为了符号表示方便, 令 𝑔𝑘𝑖

作为子群体𝐺𝑘
𝑖 的第一个个体 (𝑔𝑘𝑖 在子群体中的位

置对算法并没有影响), 子群体𝐺𝑘
𝑖 中的个体为 {𝑔𝑘𝑖 ,

𝑔𝑘𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑔𝑘𝑖𝑆𝐺
};然后,从𝑆𝐺个个体中选出一个适应度

值最大的个体作为子群体𝐺𝑘
𝑖 新的中心 𝑔𝑘+1

𝑖 ; 重复上

述过程, 直到子群体成熟.趋同将每个子群体的最优

个体作为子群体中心,保留到下一代,不参与竞争.

子群体的中心个体选择概率为

𝑎𝑘 = 𝑃 𝑘∗
𝑠 (𝑔𝑖) = ∣𝑔𝑖∣/∣�̂�𝑖∣, 𝑔𝑖 ∈ �̂�𝑖 ∈ 𝐺𝑖. (3)

其中: ∣�̂�𝑖∣为 �̂�𝑖所包含的最优个体数, ∣𝑔𝑖∣为 �̂�𝑖中包

含 𝑔𝑖的个数. 子群体中心个体的最大选择概率为

𝑎𝑚 = max{𝑃 𝑘∗
𝑠 } = 1, (4)

子群体中心个体的最小选择概率为

𝑎𝑛 = min{𝑃 𝑘∗
𝑠 } = 1/𝑆𝐺. (5)

趋同时,子群体中除中心个体之外的其他个体常用的

分布方式是多维正态分布 𝑔𝑖𝑗 ∼ 𝑁(𝑢 = 𝑔𝑖,Σ ),选择概

率为

𝑃 𝑘
𝑠 (𝑔𝑖𝑗) = 𝑃{𝑆𝑡(𝑔𝑖𝑗) : 𝑔𝑖𝑗 ∈ 𝐺𝑖, 2 < 𝑗 ⩽ 𝑆𝐺}. (6)
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由于正态分布是连续分布, 在某一点的概率为

零, 在此近似用 𝑔𝑖𝑗 (2 < 𝑗 ⩽ 𝑆𝐺)为中心的任意小邻

域上的正态分布值来表征个体散布到 𝑔𝑖𝑗 (2 < 𝑗 ⩽
𝑆𝐺)的概率. 因此, 在趋同中中心个体之外的任意个

体产生的概率为

𝑏𝑘 = 𝑃 𝑘
𝑠 (𝑔𝑖𝑗) =

w w
⋅ ⋅ ⋅

w
𝐶

𝑓1(𝑔
1
𝑖𝑗 , 𝑔

2
𝑖𝑗 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑔𝑙𝑖𝑗)d𝐶. (7)

其中: 𝐶为 𝑙维解空间𝐹 上的以 𝑔𝑖𝑗为中心, 𝜀为半径

的开球, 记为𝐶(𝑔𝑖𝑗 , 𝜀), 这里 𝜀为任意小的正实数;

𝑓1(⋅)为 𝑙维正态分布的密度函数.

设子群体内, 与子群体中心 𝑔𝑖的欧氏距离最大

的个体是 𝑔′𝑖𝑗 .因为解空间是有限的, 所以 𝑔′𝑖𝑗一定存

在, 当 𝑔𝑖确定时, 𝑔′𝑖𝑗即被确定. 子群体中按正态分布

产生个体的最小概率为

𝑏𝑛 = 𝑃 𝑘
𝑠 (𝑔

′
𝑖𝑗), 𝑔

′
𝑖𝑗 ∈ 𝐺𝑖. (8)

综合式 (3)和 (7),可得中心个体之外的个体参与

下一代进化的概率为

𝑐𝑘 = 𝑎𝑘 ⋅ 𝑏𝑘. (9)

𝑔𝑖以概率 1保存到下一代,因此个体参与下一代进化

的最大概率为

𝑐𝑚 = 𝑎𝑚 ⋅ 1 = 1, (10)

个体参与下一代进化的最小概率为

𝑐𝑛 = min{𝑐𝑘} = 𝑎𝑛 ⋅ 𝑏𝑛 =
1

𝑆𝐺
𝑏𝑛. (11)

MEA进化的第 𝑡代,子群体𝐺𝑖趋同进化成熟后,

中心从 𝑔𝑖转移到 𝑦𝑖的概率为

𝑑𝑡 = 𝑃 𝑡
𝑆(𝑔𝑖, 𝑦𝑖) =

𝐾𝑡
𝑖∏

𝑘=1

𝑐𝑘, (12)

其中𝐾𝑡
𝑖 表示在MEA进化的第 𝑡代子群体𝐺𝑖趋同成

熟所需的进化代数.

根据式 (12), 当中心 𝑔𝑖在趋同的每一代都以概

率 1参与下一代趋同进化时, 𝑔𝑖转移到 𝑦𝑖的概率最大,

即

𝑑𝑚 = 1, (13)

子群体中心从 𝑔𝑖转移到 𝑦𝑖的最小概率为

𝑑𝑛 = min{𝑑𝑡} = (𝑏𝑛/𝑆𝐺)
max{𝐾𝑡

𝑖}. (14)

2.2 异异异化化化算算算子子子

异化算子𝐷𝑡包括以下两个过程.

1)以概率 𝑒𝑡 = {𝑃 𝑡
𝐷′(𝑦𝑖, 𝑔

𝑡+1
𝑖 ) : 𝑔𝑡+1

𝑖 ∈ 𝐺𝑆}选取
优胜子群体,各优胜子群体的中心可以重复, 𝐺𝑆是优

胜子群体组成的集合,包含的子群体数目是𝑁𝑆 .

定定定理理理 1 子群体𝐺𝑖被选取为优胜子群体的概率

𝑒𝑡的最大值为 𝑒𝑚 = 1,最小值为 𝑒𝑛 =
1

𝑁𝑇 + 1
.

证证证明明明 为了叙述方便,先将子群体按适应度值从

高到低排序.

设异化时, 优胜子群体适应度值的数列为

{𝑓(𝑔𝑖) : 𝑔𝑖 ∈ 𝐹 , 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑁𝑠}, 临时子群体适应度

值数列为 {𝑓(𝑔𝑗) : 𝑔𝑗 ∈ 𝐹 , 𝑁𝑆 + 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑁}, 且总

有 {𝑓(𝑔𝑖) ⩾ 𝑓(𝑔𝑗)}, 𝑔𝑖的数目为 ∣𝑔𝑖∣.
当存在 𝑓(𝑔𝑖)对所有 𝑓(𝑔𝑗)满足 𝑓(𝑔𝑖) > 𝑓(𝑔𝑗)时,

𝑓(𝑔𝑖)对应的子群体𝐺𝑖以概率 1强制性被选取为优胜

子群体中心,因此 𝑒𝑡的最大值 𝑒𝑚 = 1成立.

当存在 𝑓(𝑔𝑖)和 𝑓(𝑔𝑗)满足 𝑓(𝑔𝑖) = 𝑓(𝑔𝑗)时, 即

优胜子群体的最小适应度值等于临时子群体的最

大适应度值时, 从 𝑓(𝑔𝑖)和 𝑓(𝑔𝑗)对应的个体集 {𝑔𝑖}∪{𝑔𝑗}中选出 ∣𝑔𝑖∣个子群体作为优胜子群体,所以有

𝑒𝑡 =
∣𝑔𝑖∣

∣𝑔𝑖∣+ ∣𝑔𝑗 ∣ . (15)

其中: 1 ⩽ ∣𝑔𝑖∣ ⩽ 𝑁𝑆 , 1 ⩽ ∣𝑔𝑗 ∣ ⩽ 𝑁𝑇 .

当只有一个优胜子群体的适应度值与临时子群

体的适应度值相同,且所有临时子群体的适应度值均

相同时,此优胜子群体被选择的概率最小,为

𝑒𝑛 = min
{ ∣𝑔𝑖∣
∣𝑔𝑖∣+ ∣𝑔𝑗 ∣

}
=

1

𝑁𝑇 + 1
. (16)

由此定理得证. 2
当前代优胜子群体被选择后,以概率 1参与下一

代进化,所以下一代优胜子群体生成的概率与当前代

被选取的概率相同.

2)临时子群体被释放并按照均匀分布,在𝐹 中散

布𝑁𝑇 个个体作为新的临时子群体中心 𝑔𝑡𝑗 ,参与下一

代进化. 因为均匀分布是连续分布,在某一点的概率

为零, 所以在此近似用 𝑔𝑡𝑗为中心的任意小邻域𝐶上

的分布函数来表征临时子群体中心散布到 𝑔𝑡𝑗的概率,

则临时子群体生成的概率为

ℎ𝑡 = {𝑃 𝑡
𝐷′′(𝑔𝑗) : 𝑔𝑗 ∈ 𝐺𝑇 } =w w

⋅ ⋅ ⋅
w

𝐶

𝑓2(𝑔
1
𝑖 , 𝑔

2
𝑖 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑔𝑙𝑖)d𝐶. (17)

其中: 𝑓2(⋅)为 𝑙维均匀分布的密度函数,当MEA搜索

空间确定后, 𝑓2(⋅)即被确定; 𝐺𝑇 为临时子群体组成的

集合,包含的子群体数目是𝑁𝑇 .

因为均匀分布在解空间上产生的各子群体中心

的概率相同, 故临时子群体生成的概率为常数, 用

ℎ表示,即

ℎ = ℎ𝑡. (18)

在MEA进化过程中, 由于适应度值最大的优胜

子群体的中心总被保留下来, 参与下一代的进化, 所

以下一代群体的最大适应度值总不小于当前代的最

大适应度值,即

𝑓(𝑔𝑡+1)− 𝑓(𝑔𝑡) = 𝛼𝑡𝑓
∗ ⩾ 0 (19)
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恒成立. 其中: 𝛼𝑡 ∈ [0, 1], lim
𝑇→∞

𝑇∑
𝑡=1

𝛼𝑡 ⩽
𝑓∗ − 𝑓(𝑔1)

𝑓∗ .

由于解空间有无穷多个可能解,由式 (12)易知
∞∑
𝑡=1

𝑑𝑡 = ∞. (20)

当 𝑔𝑖 /∈ 𝐵∗且 𝑔𝑖 /∈ 𝐻时,因为𝛼𝑡 ∈ (0, 1],所以有
∞∑
𝑡=1

𝑑𝑡𝛼𝑡 = ∞. (21)

3 MEA的的的几几几乎乎乎处处处处处处收收收敛敛敛性性性证证证明明明
定定定理理理 2 描述MEA的最大适应度值函数过程

{𝑓(𝑔𝑡) : 𝑔𝑡 ∈ �̂�, 𝑡 ⩾ 1}是非负有界下鞅数列[11], 即

𝐸{𝑓(𝑔𝑡+1)/𝑔𝑡} ⩾ 𝑓(𝑔𝑡), 𝑡 ⩾ 1.

证证证明明明 根据MEA算法模型, 趋同算子总是以上

一代子群体的最大适应度值个体作为中心进行分布,

保留了上一代子群体的最大适应度值个体到下一代,

因此下一代子群体的最大适应度值不会小于上一代

子群体的最大适应度值. 异化算子总是强制性以概

率 1让上一代优胜子群体的中心直接作为下一代子

群体的中心参与进化,即上一代最大适应度值的子群

体中心必然参与下一代进化. 因此下一代群体的最大

适应度值不会小于上一代群体的最大适应度值,即

𝐸{𝑓(𝑔𝑡+1)/𝑔𝑡} ⩾ 𝑓(𝑔𝑡) > 0. (22)

综上所述, 描述MEA的最大适应度值函数过程

{𝑓(𝑔𝑡) : 𝑔𝑡 ∈ �̂�, 𝑡 ⩾ 1}是非负有界下鞅数列. 2
定定定理理理 3 如果描述MEA的最大适应度值函数

的非负有界下鞅数列 {𝑓(𝑔𝑡) : 𝑔𝑡 ∈ �̂�, 𝑡 ⩾ 1}满足
sup𝐸(𝑓(𝑔𝑡)) < ∞,则 lim 𝑓(𝑔𝑡) (a.s.)有意义,记为

lim
𝑡→∞

𝑓(𝑔𝑡) = 𝑓(𝑔∞) (a.s.).

证证证明明明 由于优化问题的全局最大适应度值 𝑓∗存

在 (否则优化问题无意义),有

𝑓(𝑔𝑡) ⩽ 𝑓∗ < ∞, (23)

根据数学期望的性质有

𝐸(𝑓(𝑔𝑡)) ⩽ 𝑓∗ < ∞, (24)

所以 sup𝐸(𝑓(𝑔𝑡)) < ∞, 那么对于描述MEA的最大

适应度值函数的非负有界下鞅数列必有 lim 𝑓(𝑔𝑡) =

𝑓(𝑔∞)(a.s.)成立. 换言之, 在MEA中, 群体中心几乎

处处收敛于全局最优解. 2
定定定理理理 4 在MEA中, 𝑓(𝑔∞) = 𝑓∗ (a.s.),即MEA

几乎处处收敛于全局最优点.

证证证明明明 证明过程分以下两个步骤进行.

Step 1 证明
∞∑
𝑡=1

𝑑𝑡𝛼𝑡𝑃 (𝑔𝑡 /∈ 𝐵∗) < ∞.

MEA从所有子群体中选择适应度值最大子群体

的概率为

𝑃 𝑡
𝐷

∗
(𝑦𝑡𝑖 , 𝑔

𝑡+1) = ∣𝑔𝑡+1∣/∣�̂�∣, 𝑔𝑡+1 ∈ �̂� ∈ 𝐹. (25)

其中: ∣�̂�∣为 �̂�所包含的最优个体数, ∣𝑔𝑡+1∣为 𝑔𝑡+1在

�̂�中出现的次数, 𝑔𝑡+1满足

𝑓(𝑔𝑡+1) = max{𝑓(𝑦𝑡𝑖), 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑁}.
令𝑃 𝑡

𝐷(𝑔𝑖, 𝑔𝑗)表示异化操作中子群体中心由 𝑔𝑖

转移到 𝑔𝑗的概率.由MEA模型和条件期望的定义有

𝐸{𝑓(𝐺𝑡+1)/𝐺𝑡} =∑
𝑔𝑡
𝑗

𝑃 𝑡
𝐷(𝑔𝑡𝑖 , 𝑔

𝑡
𝑗)
∑
𝑦𝑡
𝑗

𝑃 𝑡
𝑆(𝑔

𝑡
𝑗 , 𝑦

𝑡
𝑗)×

∑
𝑔𝑡+1

𝑃 𝑡
𝐷

∗
(𝑦𝑡𝑗 , 𝑔

𝑡+1)𝑓(𝑔𝑡+1) =

∑
𝑔𝑡
𝑗

𝑃 𝑡
𝐷(𝑔𝑡𝑖 , 𝑔

𝑡
𝑗)
∑
𝑦𝑡
𝑗

𝑃 𝑡
𝑆(𝑔

𝑡
𝑗 , 𝑦

𝑡
𝑗)×

∑
𝑔𝑡+1

∣𝑔𝑡+1∣/∣�̂�∣𝑓(𝑔𝑡+1) =

∑
𝑔𝑡
𝑗

𝑃 𝑡
𝐷(𝑔𝑡𝑖 , 𝑔

𝑡
𝑗)
∑
𝑦𝑡
𝑗

𝑃 𝑡
𝑆(𝑔

𝑡
𝑗 , 𝑦

𝑡
𝑗)𝑓(𝑦

𝑡
𝑗) ⩾

𝑑𝑡
∑
𝑔𝑡
𝑗

𝑃 𝑡
𝐷(𝑔𝑡𝑖 , 𝑔

𝑡
𝑗)𝑓(𝑔

𝑡
𝑗). (26)

由条件期望的性质和式 (26)可得

𝐸{𝑓(𝐺𝑡+1)} − 𝐸{𝑓(𝐺𝑡)} =

𝐸{𝐸{𝑓(𝐺𝑡+1)/𝐺𝑡}} − 𝐸{𝑓(𝐺𝑡)} =∑
𝑔𝑡

𝑃 (𝐺𝑡 = 𝑔𝑡){𝐸{𝑓(𝐺𝑡+1)/𝐺𝑡} − 𝑓(𝐺𝑡)} ⩾

∑
𝑔𝑡

𝑃 (𝐺𝑡 = 𝑔𝑡)
{
𝑑𝑡

∑
𝑔𝑡
𝑗

𝑃 𝑡
𝐷(𝑔𝑡𝑖 , 𝑔

𝑡
𝑗)𝑓(𝑔

𝑡
𝑗)− 𝑓(𝑔𝑡)

}
⩾

[ ∑
𝑔𝑡∈𝐵∗

+
∑

𝑔𝑡∈𝐻/𝐵∗
+

∑
𝑔𝑡 /∈𝐻

]
𝑃 (𝐺𝑡 = 𝑔𝑡),

{
𝑑𝑡

∑
𝑔𝑗

𝑃 𝑡
𝐷(𝑔𝑡𝑖 , 𝑔

𝑡
𝑗)𝑓(𝑔

𝑡
𝑗)− 𝑓(𝑔𝑡)

}
=

𝑃 (𝑔𝑡 ∈ 𝐵∗)
[
𝑑𝑡

∑
𝑔𝑗

𝑃 𝑡
𝐷(𝑔𝑡𝑖 , 𝑔

𝑡
𝑗)𝑓(𝑔

𝑡
𝑗)− 𝑓(𝑔𝑡)

]
+

𝑃 (𝑔𝑡 ∈ 𝐻/𝐵∗)
[
𝑑𝑡

∑
𝑔𝑡
𝑗

𝑃 𝑡
𝐷(𝑔𝑡𝑖 , 𝑔

𝑡
𝑗)𝑓(𝑔

𝑡
𝑗)− 𝑓(𝑔𝑡)

]
+

𝑃 (𝑔𝑡 /∈ 𝐻)
[
𝑑𝑡

∑
𝑔𝑡
𝑗

𝑃 𝑡
𝐷(𝑔𝑡𝑖 , 𝑔

𝑡
𝑗)𝑓(𝑔

𝑡
𝑗)− 𝑓(𝑔𝑡)

]
. (27)

分 3种情况讨论 𝑑𝑡
∑
𝑔𝑡
𝑗

𝑃 𝑡
𝐷(𝑔𝑡𝑖 , 𝑔

𝑡
𝑗)𝑓(𝑔

𝑡
𝑗)−𝑓(𝑔𝑡)的取值.

1)当 𝑔𝑡 ∈ 𝐵∗时, 𝑓(𝑔𝑡𝑗) = 𝑓(𝑔𝑡) = 𝑓∗,可得

𝑑𝑡
∑
𝑔𝑡
𝑗

𝑃 𝑡
𝐷(𝑔𝑡𝑖 , 𝑔

𝑡
𝑗)𝑓(𝑔

𝑡
𝑗)− 𝑓(𝑔𝑡) =

𝑑𝑡
∑
𝑔𝑡
𝑗

𝑃 𝑡
𝐷(𝑔𝑡𝑖 , 𝑔

𝑡
𝑗)𝑓

∗ − 𝑓∗. (28)

假如 𝑔𝑡 ∈ 𝐵∗
𝑡

∪
𝑔𝑡 ∈ 𝐺𝑆 ,且优胜子群体集中包含子群
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体的适应度值不全相同,由定理 1可得

𝑑𝑡
∑
𝑔𝑡
𝑗

𝑃 𝑡
𝐷′(𝑔𝑡𝑖 , 𝑔

𝑡
𝑗)𝑓(𝑔

𝑡
𝑗)− 𝑓(𝑔𝑡) ⩾ 𝑑𝑡𝑓

∗ − 𝑓∗; (29)

假如 𝑔𝑡 ∈ 𝐵∗
𝑡

∪
𝑔𝑡 ∈ 𝐺𝑆 ,且所有优胜子群体的适应度

值均相同,由定理 1可得

𝑑𝑡
∑
𝑔𝑡
𝑗

𝑃 𝑡
𝐷′(𝑔𝑡𝑖 , 𝑔

𝑡
𝑗)𝑓(𝑔

𝑡
𝑗)− 𝑓(𝑔𝑡) ⩾ −

(
1− 𝑑𝑡

𝑁𝑇 + 1

)
𝑓∗;

(30)

假如 𝑔𝑡 ∈ 𝐵∗ ∪ 𝑔𝑡 ∈ 𝐺𝑇 ,则临时子群体集中包含适应

度值最大的子群体,由式 (17)和 (18)可得

𝑑𝑡
∑
𝑔𝑡
𝑗

𝑃 𝑡
𝐷′′(𝑔𝑡𝑖 , 𝑔

𝑡
𝑗)𝑓(𝑔

𝑡
𝑗)− 𝑓(𝑔𝑡) ⩾ −(1− 𝑑𝑡ℎ)𝑓

∗.

(31)

在初始化MEA时, 由于考虑到进化的实时性, 𝑁𝑇 不

能选得太大,所以有
1

𝑁𝑇 + 1
> ℎ. (32)

因此当 𝑔𝑡 ∈ 𝐵∗时,综合式 (28)∼ (32)可得

𝑑𝑡
∑
𝑔𝑡
𝑗

𝑃 𝑡
𝐷(𝑔𝑡𝑖 , 𝑔

𝑡
𝑗)𝑓(𝑔

𝑡
𝑗)− 𝑓(𝑔𝑡) ⩾ −(1− 𝑑𝑡ℎ)𝑓

∗. (33)

2) 当 𝑔𝑡 ∈ 𝐻∖𝐵∗时, 𝑓(𝑔𝑡𝑗) = 𝑓(𝑔𝑡), 适应度值最

大的子群体陷入局部最优,所以有

𝑑𝑡
∑
𝑔𝑡
𝑗

𝑃 𝑡
𝐷(𝑔𝑡𝑖 , 𝑔

𝑡
𝑗)𝑓(𝑔

𝑡
𝑗)− 𝑓(𝑔𝑡) =

𝑑𝑡
∑
𝑔𝑡
𝑗

𝑃 𝑡
𝐷(𝑔𝑡𝑖 , 𝑔

𝑡
𝑗)𝑓(𝑔

𝑡)− 𝑓(𝑔𝑡), (34)

分析过程同 𝑔𝑡 ∈ 𝐵∗, 且有 𝑓(𝑔𝑡) < 𝑓∗. 因此当 𝑔𝑡 ∈
𝐻∖𝐵∗时,有

𝑑𝑡
∑
𝑔𝑡
𝑗

𝑃 𝑡
𝐷(𝑔𝑡𝑖 , 𝑔

𝑡
𝑗)𝑓(𝑔

𝑡
𝑗)− 𝑓(𝑔𝑡) > −(1− 𝑑𝑡ℎ)𝑓

∗. (35)

3)当 𝑔𝑡 /∈ 𝐻时, 𝑓∗ > 𝑓(𝑔𝑡𝑗) > 𝑓(𝑔𝑡)成立.

假如 𝑔𝑡 ∈ 𝐺𝑆/𝐻且优胜子群体集中包含子群体

的适应度值不全相同,那么由定理 1可得

𝑑𝑡
∑
𝑔𝑡
𝑗

𝑃 𝑡
𝐷(𝑔𝑡𝑖 , 𝑔

𝑡
𝑗)𝑓(𝑔

𝑡
𝑗)− 𝑓(𝑔𝑡) ⩾ 𝑑𝑡𝑓(𝑔

𝑡
𝑗)− 𝑓(𝑔𝑡).

(36)

由式 (19)和 (36)可得

𝑑𝑡
∑
𝑔𝑡
𝑗

𝑃 𝑡
𝐷(𝑔𝑡𝑖 , 𝑔

𝑡
𝑗)𝑓(𝑔

𝑡
𝑗)− 𝑓(𝑔𝑡) > 𝑑𝑡𝛼𝑡𝑓

∗ − (1− 𝑑𝑡)𝑓
∗.

(37)

假如 𝑔𝑡 ∈ 𝐺𝑆/𝐻且优胜子群体集中包含子群体

的适应度值均相同,那么由定理 1可得

𝑑𝑡
∑
𝑔𝑡
𝑗

𝑃 𝑡
𝐷(𝑔𝑡𝑖 , 𝑔

𝑡
𝑗)𝑓(𝑔

𝑡
𝑗)− 𝑓(𝑔𝑡) ⩾

𝑑𝑡𝑓(𝑔
𝑡
𝑗)

𝑁𝑇 + 1
− 𝑓(𝑔𝑡).

(38)

由式 (19)和 (38)可得

𝑑𝑡
∑
𝑔𝑡
𝑗

𝑃 𝑡
𝐷(𝑔𝑡𝑖 , 𝑔

𝑡
𝑗)𝑓(𝑔

𝑡
𝑗)− 𝑓(𝑔𝑡) >

𝑑𝑡𝛼𝑡𝑓
∗

𝑁𝑇 + 1
− (1 +𝑁𝑇 − 𝑑𝑡)𝑓

∗

𝑁𝑇 + 1
. (39)

假如 𝑔𝑡 ∈ 𝐺𝑇 /𝐻 ,临时子群体集中包含适应度值

最大的子群体,由式 (17)和 (18)可得

𝑑𝑡
∑
𝑔𝑡
𝑗

𝑃 𝑡
𝐷(𝑔𝑡𝑖 , 𝑔

𝑡
𝑗)𝑓(𝑔

𝑡
𝑗)− 𝑓(𝑔𝑡) ⩾ 𝑑𝑡ℎ𝑓(𝑔

𝑡
𝑗)− 𝑓(𝑔𝑡).

(40)

由式 (19)和 (40)可得

𝑑𝑡
∑
𝑔𝑡
𝑗

𝑃 𝑡
𝐷(𝑔𝑡𝑖 , 𝑔

𝑡
𝑗)𝑓(𝑔

𝑡
𝑗)− 𝑓(𝑔𝑡) >

𝑑𝑡ℎ𝛼𝑡𝑓
∗ − (1− 𝑑𝑡ℎ)𝑓

∗. (41)

因此当 𝑔𝑡 /∈ 𝐻时,综合式 (32), (37), (39)和 (41)可得

𝑑𝑡
∑
𝑔𝑡
𝑗

𝑃 𝑡
𝐷(𝑔𝑡𝑖 , 𝑔

𝑡
𝑗)𝑓(𝑔

𝑡
𝑗)− 𝑓(𝑔𝑡) >

(𝑑𝑡ℎ𝛼𝑡 − 1 + 𝑑𝑡ℎ)𝑓
∗; (42)

综合式 (33), (35)和 (42)可得

𝐸{𝑓(𝐺𝑡+1)} − 𝐸{𝑓(𝐺𝑡)} >

− 3𝑓∗ + ℎ𝑓∗[𝑑𝑡𝑃 (𝑔𝑡 ∈ 𝐵∗) + 𝑑𝑡𝑃 (𝑔𝑡 ∈ 𝐻/𝐵∗
𝑡 )+

𝑃 (𝑔𝑡 /∈ 𝐻)(𝑑𝑡𝛼𝑡 + 𝑑𝑡)]. (43)

又因为恒有

𝑓∗ > 𝐸{𝑓(𝐺𝑇+1)} − 𝐸{𝑓(𝐺1)}, (44)

所以由式 (44),在式 (43)中对 𝑡从 1到𝑇 求和可得

4/ℎ >

𝑇∑
𝑡=1

𝑑𝑡𝑃 (𝑔𝑡 ∈ 𝐵∗) +
𝑇∑

𝑡=1

𝑑𝑡𝑃 (𝑔𝑡 ∈ 𝐻/𝐵∗)+

𝑇∑
𝑡=1

(𝑑𝑡𝛼𝑡 + 𝑑𝑡)𝑃 (𝑔𝑡 /∈ 𝐻). (45)

令𝑇 → ∞,由式 (45)可推出
∞∑
𝑡=1

𝑑𝑡𝛼𝑡𝑃 (𝑔𝑡 /∈ 𝐻) < ∞,

𝑇∑
𝑡=1

𝑑𝑡𝑃 (𝑔 ∈ 𝐻/𝐵∗) < ∞,

从而有
∞∑
𝑡=1

𝑑𝑡𝛼𝑡𝑃 (𝑔𝑡 /∈ 𝐵∗) < ∞. (46)

Step 2 证明 lim
𝑡→∞

𝑓(𝑔𝑡) = 𝑓(𝑔∞) = 𝑓∗, a.s..

为了书写方便, 令 𝜍 = lim
𝑡→∞

𝑓(𝑔𝑡) = 𝑓(𝑔∞). 因

为 𝜍 ⩽ 𝑓∗, a.s., 所以只需证明当 𝑡 ⩾ 𝑇 时, 𝑃 (𝜍 <

𝑓∗) = 0即可,用反证法.

假设𝑃 (𝜍 < 𝑓∗) > 0,则对于任何 𝛽 > 0,由文献

[12]可知,对于一切 𝑡 ⩾ 𝑇 有

𝑃{𝑔𝑡 /∈ 𝐵∗} ⩾ 𝛽. (47)

由式 (21)和 (47)可得
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∞∑
𝑡=1

𝑃 (𝑔𝑡 /∈ 𝐵∗)𝑑𝑡𝛼𝑡 ⩾ 𝛽

∞∑
𝑡=1

𝑑𝑡𝛼𝑡 = ∞. (48)

式 (48)与 (46)相矛盾, 因此假设𝑃 (𝜍 < 𝑓∗) > 0不成

立. 由此定理 4得证,即MEA几乎处处收敛于全局最

优解 𝑓∗. 2
从定理 4的证明过程可以看出, MEA初始群体

的选择对算法的收敛性没有影响,但会影响收敛速度,

因为初始群体的选择方法决定了初始群体的个体的

取值情况,从而决定了 𝑓(𝑔1)的值.如果 𝑓(𝑔1)小,则收

敛速度慢,如果 𝑓(𝑔1)大,则收敛速度快.

4 结结结 论论论

本文根据MEA的优化模型, 详细地分析了趋同

和异化算子的转移概率,为MEA的数学研究奠定了

基础.

本文利用下鞅理论取代传统的Markov chain理

论,分析了MEA的收敛性,避开了求解转移矩阵及特

征值的复杂性, 反映了MEA的收敛速度不仅与趋同

和异化算子的操作方法有关,而且与初始群体的选择

有关, 由此说明算法参数和问题参数控制着MEA的

优化进程.

本文利用下鞅理论分析了思维进化过程,为思维

进化算法的理论研究开拓了一条新的研究途径. 今后

进一步研究的重点是定量地给出MEA进化速度的表

达式.
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