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摘 要: 研究含不稳定子系统的多平衡点二维线性时不变切换系统的稳定性和镇定性问题.首先,在每一子系统仅

有唯一焦点或中心、不同子系统的平衡点互异的情形下,确定含所有子系统平衡点的唯一特定区域,据此给出系统

区域稳定的概念;然后,基于区域稳定的定义,利用解析法得到系统全局区域渐近稳定的简单判据,并设计了全局区

域渐近镇定控制器及其算法. 最后,通过数值仿真算例表明了所得结果的有效性和易操作性.
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Abstract: Stability and stabilization issues of two-dimensional linear time-invariant switched systems with unstable

subsystems and multi-equilibria are investigated. Firstly, for the case that each subsystem has a unique focus or center

and these equilibria are different from each other, a unique determined region containing all equilibria is defined, and a

concept of region stability is given. Then, based on the region stability introduced, several simple criteria of global region

asymptotical stability are proposed for such switched systems via the mathematical analysis method. Global asymptotical

region stabilizing controls and corresponding algorithms are also designed for the systems. Finally, an illustrative example

and its simulations demonstrate the effectiveness and practicality of the obtained stability and stabilization results.
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0 引引引 言言言

对于自然与工程控制的诸多实际系统[1]都可以

利用切换系统刻画其复杂的运行机制,切换系统是控

制理论和工程界研究的热点之一, 目前已取得了切

换系统分析和设计的大量研究结果[1-12]. 同时, 共同

Lyapunov函数法[4]、多重Lyapunov函数法[3]、多重储

能函数法[5]和线性矩阵不等式[6-7]等方法现已成为研

究切换系统的主要方法. 但是,现有文献中的切换系

统分析和设计结果,大都基于切换系统所有子系统拥

有唯一零平衡点且均稳定的基本假设. 由于实际系统

自身的复杂性和外部的不确定性,切换系统的某些或

全部子系统可能同时拥有多个互异平衡点且不稳定.

如,在由多台发电机构成的二维切换电力系统中, 通

常存在多个互异的平衡点. 当该系统运行异常时,作

为衡量系统电压崩溃的某一指标—–不稳定的鞍点

便会出现. 事实上,带有多平衡点和不稳定子系统的

实际切换系统大量存在,由于多平衡点切换系统的复

杂性,以及适用于共同平衡点切换系统分析和设计的

常用方法一般难以适用,对多平衡点切换系统的研究

较为困难,但是仍取得了一些结果[8-9]. 以上结果仅适

用于所有子系统皆稳定的切换系统,对于带有不稳定

子系统的多平衡点切换系统,目前还较少有相关文献

报道.

基于此, 本文研究带有不稳定子系统的多平衡

点二维线性时不变切换系统区域稳定和区域镇定性

问题.当每一子系统仅有唯一焦点或中心、各平衡点

互异且都位于同一条直线 (即切换线)上时,确定了唯

一一个含所有平衡点的区域,据此给出了系统区域稳

定/镇定的概念. 基于该区域稳定定义,利用分析法得

到两个该类切换系统全局区域渐近稳定的简单判据;
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基于所得区域稳定的结论,设计了该类切换系统全局

可区域渐近镇定的状态反馈控制器及其算法. 数值仿

真算例验证了所得结果的有效性和易操作性.

1 预预预备备备知知知识识识

考虑如下多平衡点二维切换线性控制系统:

�̇�(𝑡) = 𝐴𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡)− 𝑥𝜎(𝑡)
𝑒 ) +𝐵𝜎(𝑡)𝑢,

𝑥(𝑡0) = 𝑥(0). (1)

其中: 𝑡 ⩾ 𝑡0, 𝑥 = [𝑥1, 𝑥2]
T ∈ 𝑹2为状态, 𝑢 ∈ 𝑹2为控

制输入;映射𝜎 : [𝑡0,+∞) −→ Λ = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}为分
段右连续常值函数,称为切换路径或切换法则, 𝑁 ⩾ 2

为正整数; 当𝜎(𝑡) = 𝑖时, 表明第 𝑖个子系统起作用,

且𝐴𝑖=(𝑎𝑘𝑙𝑖)2×2∈𝑹2×2为非奇异矩阵, 𝐵𝑖 = (𝑏𝑘𝑖)2×1

∈𝑹2×1, 𝑎𝑘𝑙𝑖和 𝑏𝑘𝑖 (𝑖, 𝑘, 𝑙=1, 2)为常数; 𝑥𝑖
𝑒 = [𝑥𝑖

1, 𝑥
𝑖
2]

T

为子系统 𝑖的唯一平衡点,且平衡点互异.当𝑢 ≡ 0时,

系统 (1)可改写为如下开环系统:

�̇�(𝑡) = 𝐴𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡)− 𝑥𝜎(𝑡)
𝑒 ),

𝑥(𝑡0) = 𝑥(0). (2)

为了方便分析, 对于系统 (1)和 (2), 仅考虑如下

情形:

1)所有平衡点𝑥𝑖
𝑒都位于同一条直线

𝑙 : 𝑥2 = 𝑘(𝑥1 − 𝑥1
1) + 𝑥1

2 (3)

上,即𝑥𝑖
𝑒 = [𝑥𝑖

1, 𝑥
𝑖
2]

T ∈ 𝑙, ∀ 𝑖 ∈ Λ,其中

𝑘 := tan𝛼 =
𝑥2
2 − 𝑥1

2

𝑥2
1 − 𝑥1

1

,

𝛼 = arctan 𝑘. (4)

2)式 (3)表示的直线 𝑙为切换线,即切换路径

𝜎(𝑡) = 𝑖𝑚 ∈ Λ, 𝑡 ∈ [𝑡𝑚, 𝑡𝑚+1), ∀𝑚 ∈ 𝑵 (5)

的切换状态𝑥(𝑚) := 𝑥(𝑡𝑚) ∈ 𝑙, ∀𝑚 ∈ 𝑵 − {0},除初

始状态𝑥(0)外的其他切换状态均位于 𝑙上,其中𝑵 :=

{0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , }. 记 {𝑥(𝑚)}为切换状态序列, 与其对应的

切换时间序列为 {𝑡𝑚}.

假定:

1)切换路径即切换线,是平衡点𝑥𝑖
𝑒所在的直线 𝑙;

2)系统 (1)和 (2)轨线在切换点处不发生跳跃;

3)当时间充分大时,每个子系统总起作用.

2 稳稳稳定定定性性性

本节研究系统 (2)的稳定性.仅考虑如下情形: 对

于矩阵𝐴𝑖,存在可逆矩阵𝑃𝑖,使得

𝑃𝑖𝐴𝑖𝑃
−1
𝑖 =

[
𝛼𝑖 𝛽𝑖

−𝛽𝑖 𝛼𝑖

]
, ∀ 𝑖 ∈ Λ.

基于此,系统 (2)存在如下唯一区域:

Ω𝑒 := {𝑥 ∈ 𝑹2 : ∥𝑥− 𝑥𝑒∥ ⩽ 1.5𝑟}. (6)

其中

𝑥𝑒 =
1

𝑁

𝑁∑
𝑖=1

𝑥𝑖
𝑒,

𝑟 := max
𝑖 ∕=𝑗∈Λ

{∥max{1, e
𝛼𝑗
∣𝛽𝑗 ∣𝜋}𝑥𝑗

𝑒 − 𝑥𝑖
𝑒∥}. (7)

可见,区域Ω𝑒包含所有子系统的平衡点𝑥𝑖
𝑒, ∀ 𝑖 ∈ Λ.

对于上述区域Ω𝑒, 给出系统 (2)的区域稳定概

念[9].

定义 1 (区域稳定) 考虑系统 (2)、区域Ω𝑒和𝑫

⊆ 𝑹2:

1)若 ∀ 𝜀 > 0,总存在 𝛿 := 𝛿(𝜀) > 0和𝑇 ⩾ 𝑡0,使

得对于每一𝑥(0)和 ∀ 𝑡 ⩾ 𝑇 ,有

dist(𝑥(0),Ω𝑒) ⩽ 𝛿 ⇒ dist(𝑥(𝑡),Ω𝑒) ⩽ 𝜀, (8)

则称系统 (2)在切换路径𝜎下关于区域Ω𝑒区域稳定.

2)若系统区域稳定且

lim
𝑡→+∞

dist(𝑥(𝑡),Ω𝑒) = 0, (9)

则称系统 (2)在切换路径𝜎下关于区域Ω𝑒区域渐近

稳定.

3)若系统不是区域稳定的, 则称系统 (2)在切换

路径𝜎下关于区域Ω𝑒区域不稳定,其中

dist(𝑥,Ω𝑒) := inf{∥𝑥− 𝑦∥ : ∀𝑦 ∈ Ω𝑒},
若以上定义条件分别对𝑫 = 𝑹2成立,则称系统

(2)是全局区域稳定/渐近稳定/不稳定.

注 1 当定义 1中的区域Ω𝑒 = {𝑥𝑒}, 即𝑥𝑖
𝑒 = 𝑥𝑒

(∀ 𝑖 ∈ Λ)时,系统 (2)区域稳定/渐近稳定/不稳定即为

通常的Lyapunov稳定/渐近稳定/不稳定.

注 2 当定义 1中的切换路径𝜎任意时, 称系统

(2)在任意切换下关于Ω𝑒是区域稳定/渐近稳定/不稳

定的.

注 3 由定义 1可知, 区域稳定本质上刻画系统

(2)轨线当时间趋于无穷时的极限状态, 所以系统

(2)从区域Ω𝑒出发的轨线允许在某些有限时间内逃

逸到区域Ω𝑒外部.由此可知,定义 1中的区域Ω𝑒不等

同于非切换系统的𝜔极限集或La Salle不变集, 也不

等同于文献 [8]中给出的集合稳定定义或结果中的集

合或区域.

定理 1 考虑系统 (2)和区域Ω𝑒 (见式 (6)), 若子

系统的系数矩阵为

𝐴𝑖 =

[
𝛼𝑖 𝛽𝑖

−𝛽𝑖 𝛼𝑖

]
, ∀ 𝑖 ∈ Λ,

以直线 𝑙 (见式 (3))为切换线的切换路径为

𝜎(𝑡) = 𝑖𝑣 ∈ Λ, 𝑡 ∈ [𝑡𝑁𝑘+𝑣−1, 𝑡𝑁𝑘+𝑣). (10)

其中: 𝑁 ⩾ 2, ∀ 𝑘 ∈ 𝑵 , ∀ 𝑣 ∈ Λ. 则如下结论成立:
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1)若矩阵𝐴𝑖中的𝛼𝑖和𝛽𝑖为满足

e

𝑁∑
𝑗=1

𝛼𝑗
∣𝛽𝑗 ∣𝜋

+ e
𝛼𝑖1
∣𝛽𝑖1

∣𝜋
(
1 +

𝑁−1∑
𝜏=1

e

𝑁∑
𝑗=𝜏+1

𝛼𝑖
𝑗

∣𝛽𝑖
𝑗
∣𝜋
)
⩽ 1 (11)

的常数,则系统 (2)关于区域Ω𝑒在形如式 (10)的切换

路径𝜎(𝑡)下是全局区域渐近稳定的;

2)若对于 ∀ 𝑖 ∈ Λ, 𝛼𝑖 < 0,且𝛼𝑖和𝛽𝑖满足

𝑞𝑁 − 2𝑞𝑁+1 + 2𝑞 ⩽ 1, (12)

其中 𝑞 = e
max
𝑖∈Λ

{ 𝛼𝑖
∣𝛽𝑖∣}𝜋, 则系统 (2)关于区域Ω𝑒在形如

式 (10)的任意切换路径𝜎(𝑡)下是全局区域渐近稳定

的.

证证证明明明 以𝑥𝑖
𝑒为极坐标原点, 𝜌𝑖为极半径, 分别

建立𝑁个不同的极坐标系 (𝜌𝑖, 𝜃𝑖), ∀ 𝑖 ∈ Λ, 其中 𝜃𝑖

= 0表示平行于𝑥1轴且与其方向相同的𝑁条射线.直

角坐标系 (𝑥1, 𝑥2)与第 𝑖个极坐标系 (𝜌𝑖, 𝜃𝑖)之间的坐

标变换关系为

𝑥1 − 𝑥𝑖
1 = 𝜌𝑖 cos 𝜃𝑖, 𝑥2 − 𝑥𝑖

2 = 𝜌𝑖 sin 𝜃𝑖, ∀ 𝑖 ∈ Λ.

据此可将系统 (2)转化为⎧⎨⎩
�̇�𝑖𝑣 (𝑡) = 𝛼𝑖𝑣𝜌𝑖𝑣 (𝑡), 𝜃𝑖𝑣 (𝑡) = −𝛽𝑖𝑣 ,

𝜌𝑖𝑣 (𝑡𝑁𝑘+𝑣−1) = 𝜌
(𝑁𝑘+𝑣−1)
𝑖𝑣

∈ 𝑙,

𝜃𝑖𝑣 (𝑡𝑁𝑘+𝑣−1) = 𝜃
(𝑁𝑘+𝑣−1)
𝑖𝑣

.

(13)

其中

𝑡 ∈ [𝑡𝑁𝑘+𝑣−1, 𝑡𝑁𝑘+𝑣), ∀ 𝑘 ∈ 𝑵 , ∀ 𝑣 ∈ Λ,

𝜌
(0)
𝑖1

:= 𝜌𝑖1(𝑡0) = ∥𝑥(0) − 𝑥𝑖1
𝑒 ∥,

𝜃
(0)
𝑖1

:= 𝜃𝑖1(𝑡0).

对于 ∀ 𝑖 ∕= 𝑗 ∈ Λ, 有 𝛽𝑖𝛽𝑗 > 0和𝛽𝑖𝛽𝑗 < 0. 不失

一般性, 以下仅考虑 𝛽𝑖 > 0和 𝛽𝑗 > 0, 即所有子系统

轨线都绕其平衡点𝑥𝑖
𝑒顺时针旋转, 其他情形类似可

证. 此时, 在极坐标系下式 (13)的切换状态序列可表

示为𝑁个子序列 {𝜌(𝑁𝑘+𝑣)
𝑖𝑣

}, ∀ 𝑣 ∈ Λ,其关系为

𝜌
(𝑁𝑘+𝑣)
𝑖𝑣+1

=⎧⎨⎩ 𝜌
(𝑁𝑘+𝑣)
𝑖𝑣

+ 𝑟(𝑖𝑣, 𝑖𝑣+1), 𝑥
(0) ∈ Ω−

𝑖𝑣
;

∣𝜌(𝑁𝑘+𝑣)
𝑖𝑣

− 𝑟(𝑖𝑣, 𝑖𝑣+1)∣, 𝑥(0) ∈ Ω+
𝑖𝑣
.

(14)

𝜌
(𝑁𝑘+𝑁)
𝑖1

=⎧⎨⎩ 𝜌
(𝑁𝑘+𝑁)
𝑖𝑁

+ 𝑟(𝑖𝑁 , 𝑖1), 𝑥
(0) ∈ Ω−

𝑖𝑁
;

∣𝜌(𝑁𝑘+𝑁)
𝑖𝑁

− 𝑟(𝑖𝑁 , 𝑖1)∣, 𝑥(0) ∈ Ω+
𝑖𝑁
.

(15)

其中

∀ 𝑘 ∈ 𝑵 , 𝑣 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1,

𝑟(𝑖, 𝑗) := ∥max{1, e
𝛼𝑗
∣𝛽𝑗 ∣𝜋}𝑥𝑗

𝑒 − 𝑥𝑖
𝑒∥,

Ω+
𝑖 := {𝑥 ∈ 𝑹2 : 0 < ∠(𝑥− 𝑥𝑖

𝑒, 𝑥
𝑗
𝑒 − 𝑥𝑖

𝑒) ⩽ 𝜋},
Ω−

𝑖 := {𝑥 ∈ 𝑹2 : 𝜋 < ∠(𝑥− 𝑥𝑖
𝑒, 𝑥

𝑗
𝑒 − 𝑥𝑖

𝑒) ⩽ 2𝜋};
∠(𝑥− 𝑥𝑖

𝑒, 𝑥
𝑗
𝑒 − 𝑥𝑖

𝑒)为以𝑥𝑖
𝑒为顶点以向量𝑥𝑗

𝑒 − 𝑥𝑖
𝑒为始

边逆时针旋转至终边𝑥− 𝑥𝑖
𝑒的角度, ∀ 𝑖 ∕= 𝑗 ∈ Λ.

因初态𝑥(0)任意,只需考虑以下两种情形.

情形 1 任意初态𝑥(0) ∕∈ Ω𝑒. 此时, 𝑥(0) ∈ Ω+
𝑖1
或

𝑥(0) ∈ Ω−
𝑖1

. 不失一般性,以下仅考虑𝑥(0) ∈ Ω−
𝑖1

. 对于

序列 {𝜌(𝑁𝑘+𝑣)
𝑖𝑣

},仅考虑

𝜌
(𝑁𝑘+𝑣)
𝑖𝑣

> 𝑟, ∀ 𝑘 ∈ 𝑵 , 𝑣 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, (16)

其中 𝑟见式 (7);否则,可将证明归为情形 2.

利用分离变量法求解ODE方程 (13),得到⎧⎨⎩ 𝜌𝑖𝑣 (𝑡) = 𝜌
(𝑁𝑘+𝑣−1)
𝑖𝑣

e𝛼𝑖𝑣
(𝑡−𝑡𝑁𝑘+𝑣−1),

𝜃𝑖𝑣 (𝑡) = 𝜃
(𝑁𝑘+𝑣−1)
𝑖𝑣

− 𝛽𝑖𝑣 (𝑡− 𝑡𝑁𝑘+𝑣−1).
(17)

其中

𝑡 ∈ [𝑡𝑁𝑘+𝑣−1, 𝑡𝑁𝑘+𝑣),

∀ 𝑘 ∈ 𝑵 , ∀ 𝑣 ∈ Λ.

由𝑥(𝑚) ∈ 𝑙可知

𝜃
(𝑁𝑘+𝑣)
𝑖𝑣

− 𝜃
(𝑁𝑘+𝑣−1)
𝑖𝑣

= −𝜋,

2 ⩽ 𝑣 ⩽ 𝑁, 𝑘 ∈ 𝑵 .

利用式 (14)∼ (16)对 (17)逐次迭代,可得

𝜌
(𝑁𝑘+𝑣)
𝑖𝑣

=

𝜌
(0)
𝑖1

e

𝛼𝑖1
𝛽𝑖1

𝜃0+𝑘
𝑁∑

𝑗=1

𝛼𝑖
𝑗

𝛽𝑖
𝑗

𝜋

e

𝑣∑
𝑗=2

𝛼𝑖
𝑗

𝛽𝑖
𝑗

𝜋

+

𝑘∑
𝑠=1

𝑁−1∑
𝜏=1

𝑟(𝑖𝜏 , 𝑖𝜏+1)e

[ 𝑁∑
𝑗=𝜏+1

𝛼𝑖
𝑗

𝛽𝑖
𝑗

+(𝑘−𝑠)
𝑁∑

𝑗=1

𝛼𝑖
𝑗

𝛽𝑖
𝑗

+
𝑣∑

𝑗=1

𝛼𝑖
𝑗

𝛽𝑖
𝑗

]
𝜋

+

𝑘∑
𝑠=1

𝑟(𝑖
𝑁
, 𝑖1)e

[
(𝑘−𝑠)

𝑁∑
𝑗=1

𝛼𝑖
𝑗

𝛽𝑖
𝑗

+
𝑣∑

𝑗=1

𝛼𝑖
𝑗

𝛽𝑖
𝑗

]
𝜋

+

𝑣−1∑
𝜏=1

𝑟(𝑖𝜏 , 𝑖𝜏+1)e

𝑣∑
𝑗=𝜏+1

𝛼𝑖
𝑗

𝛽𝑖
𝑗

𝜋

, ∀ 𝑘 ∈ 𝑵 , ∀ 𝑣 ∈ Λ. (18)

其中

𝜃0 = ∠(𝑥(0) − 𝑥𝑖1
𝑒 , 𝑥𝑖2

𝑒 − 𝑥𝑖1
𝑒 ).

当 𝑠 > 𝑘时,有
𝑘∑
𝑠

𝑎𝑠 = 0.

对于 ∀ 𝑣 ∈ Λ和 ∀ 𝑘 ∈ 𝑵 , 由式 (11)、(16)和 (18),

可得

[𝜌
(𝑁𝑘+𝑣)
𝑖𝑣

− 𝜌
(𝑁(𝑘+1)+𝑣)
𝑖𝑣

]×

e
−
[
𝑘

𝑁∑
𝑗=1

𝛼𝑖
𝑗

𝛽𝑖
𝑗

+
𝑣∑

𝑗=2

𝛼𝑖
𝑗

𝛽𝑖
𝑗

]
𝜋

=

𝜌
(0)
𝑖1

e
𝛼𝑖1
𝛽𝑖1

𝜃0
(
1− e

𝑁∑
𝑗=1

𝛼𝑖
𝑗

𝛽𝑖
𝑗

𝜋)
− e

𝛼𝑖1
𝛽𝑖1

𝜋×
[𝑁−1∑

𝜏=1

𝑟(𝑖𝜏 , 𝑖𝜏+1)e

𝑁∑
𝑗=𝜏+1

𝛼𝑖
𝑗

𝛽𝑖
𝑗

𝜋

+ 𝑟(𝑖
𝑁
, 𝑖1)

]
>

𝑟
[
1− e

𝑁∑
𝑗=1

𝛼𝑖
𝑗

𝛽𝑖
𝑗

𝜋

−
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e
𝛼𝑖1
𝛽𝑖1

𝜋
(
1 +

𝑁−1∑
𝜏=1

𝑒

𝑁∑
𝑗=𝜏+1

𝛼𝑖
𝑗

𝛽𝑖
𝑗

𝜋)]
⩾ 0. (19)

由式 (12)得到

𝑞𝑁 + (1− 𝑞)−1𝑞(1− 𝑞𝑁 ) ⩽ 1. (20)

对于 ∀ 𝑘 ∈ 𝑵和 ∀ 𝑣 ∈ Λ, 由式 (19)、(20)、𝛼𝑖 < 0 ( ∀ 𝑖
∈ Λ)和 𝑞 = e

max
𝑖∈Λ

{𝛼𝑖
𝛽𝑖

}𝜋
,得到

[𝜌
(𝑁𝑘+𝑣)
𝑖𝑣

− 𝜌
(𝑁(𝑘+1)+𝑣)
𝑖𝑣

]e
−
[
𝑘

𝑁∑
𝑗=1

𝛼𝑖
𝑗

𝛽𝑖
𝑗

+
𝑣∑

𝑗=2

𝛼𝑖
𝑗

𝛽𝑖
𝑗

]
𝜋

>

𝑟
[
1− e

𝑁∑
𝑗=1

𝛼𝑖
𝑗

𝛽𝑖
𝑗

𝜋

− e
𝛼𝑖1
𝛽𝑖1

𝜋
(
1 +

𝑁−1∑
𝜏=1

e

𝑁∑
𝑗=𝜏+1

𝛼𝑖
𝑗

𝛽𝑖
𝑗

𝜋)]
⩾

𝑟[1− 𝑞𝑁 − (1− 𝑞)−1𝑞(1− 𝑞𝑁 )] ⩾ 0. (21)

无论式 (11)和 (12)哪一个成立,由式 (19)或 (21)

可知,对于 ∀ 𝑣 ∈ Λ,均有

𝜌
(𝑁𝑘+𝑣)
𝑖𝑣

> 𝜌
(𝑁(𝑘+1)+𝑣)
𝑖𝑣

> 𝑟, 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , (22)

即数列 {𝜌(𝑁𝑘+𝑣)
𝑖𝑣

}严格单调递减且有下界 𝑟.故由单调

有界数列必有极限和反证法可以证明

lim
𝑘→+∞

𝜌
(𝑁𝑘+𝑣)
𝑖𝑣

= 𝑟, ∀ 𝑣 ∈ Λ. (23)

由条件 (11)和 (12)可知, 𝛽𝑖 ∕= 0, ∀ 𝑖 ∈ Λ. 对于

∀𝑇2 > 𝑇1 ⩾ 𝑡0和 ∀ 𝑖 ∈ Λ,总有

𝜌𝑖(𝑇2) ⩽ 𝜌𝑖(𝑡) ⩽ 𝜌𝑖(𝑇1), ∀ 𝑡 ∈ [𝑇1, 𝑇2], (24)

或

𝜌𝑖(𝑇1) ⩽ 𝜌𝑖(𝑡) ⩽ 𝜌𝑖(𝑇2), ∀ 𝑡 ∈ [𝑇1, 𝑇2]. (25)

从而,由式 (14)、(15)、(18)、(23)∼ (25),可得

lim
𝑡→+∞

dist(𝜌𝑖𝑣 (𝑡),Ω𝑒) = 0, 1 ⩽ 𝑣 ⩽ 𝑁.

情形 2 任意初态𝑥(0) ∈ Ω𝑒.此时有 𝜌
(0)
𝑖1

⩽ 𝑟. 不

失一般性, 仅考虑𝑥(0) ∈ Ω−
𝑖1

. 类似情形 1, 可得式

(18)、(24)和 (25)成立. 由式 (12)和 (18),易得

𝜌
(𝑁𝑘+𝑣)
𝑖𝑣

⩽ 𝑟, ∀ 𝑘 ∈ 𝑵 , ∀ 𝑣 ∈ Λ. (26)

从而, 由式 (14)、(15)、(18)、(24)和 (26)可推知, 对于

𝑣 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 , ∀ 𝑘 ∈ 𝑵 ,有

𝜌𝑖𝑣 (𝑡) ∈ Ω𝑒, ∀ 𝑡 ∈ [𝑡𝑁𝑘+𝑣−1, 𝑡𝑁𝑘+𝑣), (27)

即式 (8)和 (9)均成立, 故由定义 1可知, 定理 1的结

论 2)成立.

由于结论 1)中的条件含有𝛼𝑖 > 0的情形, 在情

形 2下, 若存在某个时刻 𝑡, 使得式 (27) 不成立, 则系

统在 𝑡 ⩾ 𝑡时归结为情形 1. 由情形 1的证明可知, 结

论 1)也成立. □

推论 1 考虑系统 (2)和区域Ω𝑒,若满足

e
𝛼𝑖
∣𝛽𝑖∣𝜋 ⩽ 0.5, ∀ 𝑖 ∈ Λ, (28)

则系统 (2)关于区域Ω𝑒在形如式 (10)且以直线 𝑙为切

换线的任意切换路径𝜎(𝑡)下均全局区域渐近稳定.

证证证明明明 由条件 (28)可知, 𝛼𝑖 < 0, ∀ 𝑖 ∈ Λ,从而有

𝑞𝑁 − 2𝑞𝑁+1 + 2𝑞 ⩽ 0.5𝑁 − 2× 0.5𝑁+1 + 1 = 1,

即满足式 (12). □

定理 2 考虑系统 (2)和区域Ω𝑒, 若存在非奇异

矩阵𝑃 ∈ 𝑹2×2,使得

𝑃𝐴𝑖𝑃
−1 =

[
𝛼𝑖 𝛽𝑖

−𝛽𝑖 𝛼𝑖

]
=: 𝐴𝑖, ∀ 𝑖 ∈ Λ, (29)

其中𝛼𝑖和𝛽𝑖为满足定理 1中结论 1)或结论 2)的所有

条件的常数,则系统 (2)关于区域Ω𝑒在形如式 (10)且

以直线 𝑙为切换线的特定或任意切换路径下是全局区

域渐近稳定的,其中Ω𝑒和 𝑙分别见式 (6)和 (3).

证证证明明明 由定理条件可知,存在同一可逆变换 𝑧 =

𝑃𝑥,将系统 (2)转化为

�̇� = 𝐴𝜎(𝑧 − 𝑧𝜎𝑒 ), 𝑧 = [𝑧1, 𝑧2]
T ∈ 𝑹2. (30)

其中: 𝜎为切换路径, 𝑧𝜎𝑒 = 𝑃𝑥𝜎
𝑒 为子系统平衡点,系数

矩阵𝐴𝜎见式 (29). 由非奇异坐标变换的性质可知,系

统 (2)的稳定性等价于系统 (30)的稳定性. □

3 镇镇镇定定定性性性

对于切换控制系统 (1)和区域Ω𝑒,给出区域镇定

概念.

定义 2 (区域镇定) 考虑切换控制系统 (1)、形

如式 (6)的区域Ω𝑒 ⊂ 𝑫和定义域𝑫 ⊆ 𝑹2, 称系统

(2)在切换路径𝜎下关于区域Ω𝑒是可区域镇定/渐近

镇定的, 若对于任意子系统 𝑖 (∈ Λ), 至少存在一个状

态反馈控制器𝑢𝑖 = −𝐾𝑖(𝑥− 𝑥𝑖
𝑒),使得闭环系统 (1)在

切换路径𝜎和状态反馈控制器𝑢 = −𝐾𝜎(𝑥 − 𝑥𝜎
𝑒 )下,

关于Ω𝑒区域稳定/渐近稳定,其中𝐾𝑖 ∈ 𝑹2为常数矩

阵且 ∀ 𝑖 ∈ Λ. 进一步地, 若以上定义条件对于𝑫 =

𝑹2成立, 则称系统 (1)是全局可区域镇定/ 渐近镇定

的.

注 4 由定义 2和共同平衡点的系统镇定性定义

可知,当𝑥𝑖
𝑒 = 𝑥𝑒 (∀ 𝑖 ∈ Λ)时,定义 2的系统可区域镇

定转化为通常的系统可镇定, 且当定义 2中的控制

器𝐾𝑖 ≡ 𝐾 (∀ 𝑖 ∈ Λ)时,系统 (1)存在共同可区域镇定

状态反馈控制器𝑢 = −𝐾(𝑥− 𝑥𝜎
𝑒 ).

引理 1[12] 切换控制系统 (1)在任意切换路径下

关于区域Ω𝑒完全可控的充要条件是

Rank(𝐵𝑖

...𝐴𝑖𝐵𝑖) = 2, ∀ 𝑖 ∈ Λ. (31)

定理 3 考虑系统 (1)和区域Ω𝑒, 若条件 (31)满

足, 且存在可逆矩阵𝑃 ∈ 𝑹2×2和 2𝑁个常数 𝑘1𝑖, 𝑘2𝑖,

使得对于 ∀ 𝑖 ∈ Λ均有

𝑃 (𝐴𝑖 −𝐵𝑖𝐾𝑖)𝑃
−1 =

[
𝛼𝑖 𝛽𝑖

−𝛽𝑖 𝛼𝑖

]
=: 𝐴𝑖. (32)

其中: 𝐾𝑖 = [𝑘1𝑖, 𝑘2𝑖], 𝛼𝑖和𝛽𝑖为满足定理 1所有条件
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的常数. 则系统 (1)关于区域Ω𝑒在以直线 𝑙为切换线

的特定或任意切换路径𝜎和状态反馈镇定控制器𝑢 =

−𝐾𝜎(𝑥− 𝑥𝜎
𝑒 )下是全局可区域渐近镇定的.

类似定理 2的证明,根据定义 2,由条件 (32)和定

理 1中的相应条件可证定理 3成立,此略.

基于定理 3, 结合文献 [11]的算法, 给出系统 (1)

的共同全局可区域渐近镇定控制器和切换路径算法

如下.

Step 1: 从𝑹内取 2个实数 𝑘1和 𝑘2, 组成𝐾 =

[𝑘1 𝑘2],计算𝐴𝑖 −𝐵𝑖𝐾, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 .

Step 2:利用文献 [11]求出𝑁个矩阵𝐴𝑖−𝐵𝑖𝐾的

共同非奇异矩阵𝑃 ,计算

𝑃 (𝐴𝑖 −𝐵𝑖𝐾)𝑃−1 =: 𝐴𝑖, ∀ 𝑖 ∈ 𝑵 .

若所有矩阵𝐴𝑖都具有式 (32)的形式, 则转至 Step 3,

否则返回Step 1.

Step 3: 检验 Step 2所得的𝑁个矩阵𝐴𝑖中的元

素𝛼𝑖和𝛽𝑖 (𝑖 ∈ Λ)是否满足定理 1中的条件 (11)或

(12)或推论 1中的条件 (28). 若满足,则转至 Step 4;若

否且重复返回次数少于某个给定的有限正整数次,则

返回Step 1; 若否且重复返回次数大于或等于某个给

定的有限正整数次,则转至Step 5.

Step 4: 所求的共同全局渐近镇定控制器为

𝑢 = 𝐾(𝑥− 𝑥𝑖
𝑒),

其中𝐾 = [𝑘1 𝑘2]. 同时,所求的全局区域渐近镇定切

换路径是以各平衡点所在直线为切换线的 (任意)切

换路径.

Step 5: 在给定的有限时间内,不能设计出相应的

镇定控制器,算法结束.

注 5 上述算法中 Step 3所进行的有限步检验,

其目的是使得算法程序不会陷于死循环.依据该算法,

不一定能在有限步内得到所需共同镇定控制器.

4 数数数值值值仿仿仿真真真

考虑二维线性时不变切换控制系统

𝑥 = 𝐴𝑖(𝑥− 𝑥𝑖
𝑒) +𝐵𝑖𝑢, 𝑥(0) = 𝑥(0),

𝑖 = 1, 2, 3, 4. (33)

其中

𝐴1 =

[
0.5 −2

5 −6.5

]
, 𝐴2 =

[
−6 9

−2 −3

]
,

𝐴3 =

[
3 −9

−4 6

]
, 𝐴4 =

[
−4 9

−5 6

]
;

𝑥1
𝑒 = [2, 1]T、𝑥2

𝑒 = [1, 2]T、𝑥3
𝑒 = [0, 3]T和 𝑥4

𝑒 = [3, 0]T

为子系统的平衡点; 𝐵1 = [0,−1]T, 𝐵2 = [1, 0]T, 𝐵3 =

[−1, 2]T, 𝐵4 = [1, 1]T; 𝑢为控制输入.

由式 (6)得到系统 (33)的唯一区域

Ω𝑒 := {𝑥 ∈ 𝑹2 : ∥𝑥− 𝑥𝑒∥ ⩽ 8.891 2},

其中𝑥𝑒 =
1

4

4∑
𝑖=1

𝑥𝑖
𝑒 = [1.5, 1.5]T. 易验证系统 (33)满

足引理 1中的条件 (31), 根据第 4节的算法得到全局

可区域渐近镇定的共同状态反馈控制器

𝑢𝑖 = −𝐾(𝑥− 𝑥𝑖
𝑒), 𝑖 = 1, 2, 3, 4,

其中𝐾 = [−3 7]. 可逆矩阵

𝑃 =

[
4 0

0 4

]
使得矩阵𝐴𝑖 := 𝑃 (𝐴𝑖 −𝐵𝑖𝐾)𝑃−1分别为

𝐴1 =

[
0.5 −2

2 0.5

]
, 𝐴2 =

[
−3 2

−2 −3

]
,

𝐴3 =

[
0 −2

2 0

]
, 𝐴4 =

[
−1 2

−2 −1

]
.

据此可知系统 (33)的平衡点𝑥1
𝑒是不稳定的焦点, 𝑥2

𝑒

和𝑥4
𝑒是稳定的焦点, 𝑥3

𝑒是中心. 分别取如下两条切换

路径:

𝜎1(𝑡) =

⎧⎨⎩

4, 𝑡 ∈ [𝑡4𝑘, 𝑡4𝑘+1);

3, 𝑡 ∈ [𝑡4𝑘+1, 𝑡4𝑘+2);

2, 𝑡 ∈ [𝑡4𝑘+2, 𝑡4𝑘+3);

1, 𝑡 ∈ [𝑡4𝑘+3, 𝑡4𝑘+4).

𝜎2(𝑡) =

⎧⎨⎩

2, 𝑡 ∈ [𝑡4𝑘, 𝑡4𝑘+1);

3, 𝑡 ∈ [𝑡4𝑘+1, 𝑡4𝑘+2);

4, 𝑡 ∈ [𝑡4𝑘+2, 𝑡4𝑘+3);

1, 𝑡 ∈ [𝑡4𝑘+3, 𝑡4𝑘+4).

𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ .
其中𝑥(4𝑘+𝑣) ∈ 𝑙. 经计算,可得在切换路径𝜎1和𝜎2下

e

𝑁∑
𝑗=1

𝛼𝑗
∣𝛽𝑗 ∣𝜋

+ e
𝛼𝑖1
∣𝛽𝑖1

∣𝜋
(
1 +

𝑁−1∑
𝜏=1

e

𝑁∑
𝑗=𝜏+1

𝛼𝑖
𝑗

∣𝛽𝑖
𝑗
∣𝜋
)

的值分别为 0.676 1和 0.041 0, 即满足定理 1的条件

(11). 由定理 3可知, 系统 (33)关于区域Ω𝑒在以直线

𝑙 : 𝑥1 + 𝑥2 + 3 = 0为切换线的切换路径𝜎1或𝜎2和共

同控制器𝑢 = −𝐾(𝑥 − 𝑥𝜎
𝑒 )下, 都是全局可区域渐近

镇定的.

为验证上述结论,取 4个初态

𝑥(01) = [1, 16]T, 𝑥(02) = [0, 3]T,

𝑥(03) = [−6, 0]T, 𝑥(04) = [1, −16]T

进行数值仿真.仿真结果见图 1和图 2,其中 𝑙 : 𝑥1+𝑥2

+ 3 = 0. 数值仿真表明了定理 3及其算法的有效性和

易操作性.
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图 1 系统 (33)在路径𝜎1下从初态𝑥(0𝑖)出发的轨线
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图 2 系统 (33)在路径𝜎2下从初态𝑥(0𝑖)出发的轨线

5 结结结 论论论

本文给出了几个多平衡点不稳定子系统的二维

线性时不变切换系统的全局区域渐近稳定的判别条

件,并设计了相应的镇定控制器和算法.数值仿真算

例表明了所得结果的有效性和可操作性. 虽然所得结

论具有一定的保守性,但稳定性和镇定性的判别条件

简单且极易验证.

本文所得结论的突出特点有: 1)多平衡点区域

易于确定; 2)稳定性条件易于验证且控制器设计简单

易操作; 3)适用于含不稳定子系统的该类切换系统;

4)给出了全局可区域渐近镇定控制器算法.
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