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摘 要: 研究多输入通道的参数摄动和外部扰动对控制系统输入输出和内部状态稳定性的影响.采用两次模型变换

实现输入输出和内部状态解耦,运用Lyapunov稳定定理建立系统收敛区域与不确定项范围的数学关系.提出一种平

滑非奇异终端滑模控制方法,引入虚拟控制项以增加系统的相对阶,利用鲁棒微分器合理提取微分信号,实现系统的

无抖振滑模控制.仿真研究表明了所提出方法的有效性.
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Abstract: The stability of input-output and internal states of multi-input systems with parameter perturbations and external

disturbance is investigated. Two model transformations are adopted to realize the decomposition of input-output and internal

states. By using the Lyapunov stability theory, the mathematical relationship between the convergence region and the

uncertainties is formulated. A smooth nonsingular terminal sliding mode control method is proposed. The virtual control item

is introduced to increase the relative order, and the robust differentiator is used to get derivative, so that the free-chattering

sliding mode control is realized. Simulation results show the effectiveness of the proposed method.
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0 引引引 言言言

强耦合性是制约多输入控制系统鲁棒稳定性的

突出问题[1].目前,利用已有的解耦算法[2]可使系统简

化为正则形, 但耦合作用不等于简单的干扰, 会导致

多个原本稳定的单回路系统失稳.尤其当系统维数较

高, 且存在参数摄动和外部扰动时, 如何实现输入输

出和内部状态间的最大程度解耦,进而研究不确定性

对系统稳定性的影响,具有重要的研究价值.

滑模控制是不确定系统一种有效的鲁棒控制方

法. Feng等[3]提出了一种非奇异终端滑模 (NTSM)控

制方法,它不同于线性滑模的渐近收敛性[4]和终端滑

模的控制奇异性[3], 可保证系统全局有限时间收敛,

适用于高速、高精度控制系统.然而, NTSM目前多用

于相对阶⩾ 2的机电系统 (如机械臂[3]、永磁同步电

机[5]等),且仍存在抖振问题[4]. 为此, Feng等[6]尝试将

NTSM与高阶滑模控制相结合,虽然也能消除高频抖

振信号,却丧失了有限时间收敛性.

鉴于此,本文提出一种平滑NTSM控制方法. 引

入虚拟控制项,人为增加系统的相对阶, 从本质上解

决抖振问题,并保证系统有限时间收敛. 将其扩展应

用到相对阶为 1的多输入不确定系统,推导系统输入

输出和内部状态的解耦, 利用Lyapunov稳定理论研

究不稳定零动态的镇定,进而实现系统的鲁棒稳定性

控制.
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1 改改改进进进的的的平平平滑滑滑NTSM控控控制制制方方方法法法
针对二阶系统 �̈� = 𝑓(𝑥, �̇�, 𝑢, 𝑡), Feng等[3]提出的

NTSM滑动模态通常设计为

𝑠 = 𝑥1 + 𝛽𝑥
𝑝/𝑞
2 = 0. (1)

其中: 系统状态𝑥1 = 𝑥, 𝑥2 = �̇�;设计参数 𝛽 > 0; 𝑝和

𝑞为奇数,且 1 < 𝑝/𝑞 < 2. 由于二阶系统相对滑模变

量 𝑠相对阶为 1,控制𝑢显含在 �̇�中. 在滑模存在条件

�̇� = 𝑠�̇� < 0的约束下, 𝑢直接包含切换控制项 sign(⋅),
继而诱发高频抖振[4].

本文主要进行两方面改进: 拓展NTSM在一阶

系统 �̇� = 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡)的应用; 消除控制律中的 sign(⋅),
实现连续滑模控制.为此,引入虚拟控制量

𝑣 = �̇�, (2)

使得系统状态𝑥相对于新的控制量 𝑣的相对阶为 2,

人为增加了系统动态的光滑度.然而, 一阶系统的状

态微分 �̇�未知,难以直接设计NTSM滑模面 (1).为此,

利用鲁棒精确微分器[7]实时获取微分,即⎧⎨⎩
�̇� = 𝑣0,

𝑣0 = 𝑣1 − 𝜆0∣𝑦 − 𝑥∣1/2sign(𝑦 − 𝑥),

𝑣1 = −𝜆1sign(𝑣1 − 𝑣0),

(3)

其中𝜆0和𝜆1为设计参数. 经有限收敛时间后, 𝑥2 =

�̇� = 𝑣1可直接用来设计NTSM控制器. 同时,实际控

制量

𝑢 =
w
𝑣d𝑡 (4)

会经过积分作用而处处连续, 实现无抖振NTSM控

制.

2 多多多输输输入入入不不不确确确定定定系系系统统统的的的鲁鲁鲁棒棒棒稳稳稳定定定性性性控控控制制制

考虑如下一阶多输入不确定系统:

ẋ = Ax + (B +ΔB)u + f . (5)

其中: x ∈ R𝑛, u ∈ R𝑚, 1 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑛; 常数阵A ∈
R𝑛×𝑛, B ∈ R𝑛×𝑚, (A,B)可控, 𝑟为系统能控性指数,

rankB = 𝑛1, 𝑛1 ⩽ 𝑚; △B = Bd为多输入通道内的时
变不确定性, d ∈ R𝑚×𝑚, ∥ d ∥⩽ 𝑙𝑑; f ∈ R𝑛为非匹配

外部扰动, 假设 f及其导数 ḟ存在且有界. 不特殊声

明,文中 ∥ ⋅ ∥均表示向量或矩阵的欧氏范数.

2.1 两两两次次次模模模型型型变变变换换换

由于 (A,B)可控,根据系统的能控指数 𝑟,通过两

次线性模型变换将系统解耦成 𝑟个子系统. 首先, 根

据文献 [2]作第 1次状态变换

y = F1x. (6)

其中变换阵F1 ∈ R𝑛×𝑛,使得系统变为块控标准型

ẏ = A′y + (B′ +△B′)u + f ′,

A′ = F1AF−1
1 ,

B′ = F1B = [0,BT
1,0]

T, (7)

B1,0 ∈ R𝑛1×𝑚由输入阵B的𝑛1线性无关行组成, 即

rankB1,0 = 𝑛1, △B′ = B′d, f ′ = F1f .

为了消除状态耦合,作第 2次状态变换[6,8]

y = F2z, (8)

将系统 (7)进一步变换为

ż = A′′z + (B′′ +△B′′)u + f ′′. (9)

其中

A′′ = (F2)
−1A′F2

B′′ = (F2)
−1B′ = [0,BT

1,0]
T,

△B′′ = B′′d, f ′′ = (F2)
−1f ′,

F2 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

I 0 0 . . . 0 0

−K𝑟−1,𝑟 I 0 . . . 0 0

−K𝑟−2,𝑟 −K𝑟−2,𝑟−1 I . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

−K2,𝑟 −K2,𝑟−1 −K2,𝑟−2 . . . I 0

−K1,𝑟 −K1,𝑟−1 −K1,𝑟−2 . . . −K1,2 I

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

K𝑖,𝑖+1 =

B+
𝑖+1,𝑖(K𝑖+1,𝑖+2B𝑖+2,𝑖+1 + A′

𝑖+1,𝑖+1 − N𝑖+1),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟 − 1,

K𝑖,𝑗 = B+
𝑖+1,𝑖

(
K𝑖+1,𝑗N𝑗 + A′

𝑖+1,𝑗+

K𝑖+1,𝑗+1B𝑗+1,𝑗 −
𝑖+1∑

𝑘=𝑗−1

A′
𝑖+1,𝑘K𝑘,𝑗

)
,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟 − 2, 𝑗 = 𝑖+ 2, 𝑖+ 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟,
B+
𝑖+1,𝑖为B𝑖+1,𝑖的Moore-Penrose逆,即

B+
𝑖+1,𝑖 = BT

𝑖+1,𝑖[B𝑖+1,𝑖BT
𝑖+1,𝑖]

−1.

将系统 (9)写成分块形式, 相应地系统分解为如

下解耦的内部子系统和输入输出子系统:

ż𝑖 = N𝑖z𝑖 + B𝑖,𝑖−1z𝑖−1 + f ′′𝑢𝑖, 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟; (10)

ż1 =

𝑟∑
𝑖=1

A′′
1,𝑖z𝑖 + (B1,0 + B1,0d)u + f ′′𝑚. (11)

其中

z = [zT𝑟 , ⋅ ⋅ ⋅ , zT1 ]
T, z𝑖 ∈ R𝑛𝑖 , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟;

f ′′ = [f ′′T𝑢𝑟 , ⋅ ⋅ ⋅ , f
′′T
𝑢2 , f

′′T
𝑚 ]T,

f ′′𝑢𝑖 ∈ R𝑛𝑖 , 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟;
f ′′𝑚 ∈ R𝑛1 , N𝑖 ∈ R𝑛𝑖 .

2.2 输输输入入入输输输出出出子子子系系系统统统的的的自自自适适适应应应平平平滑滑滑NTSM控控控制制制

利用所提出的平滑NTSM方法实现输入输出子

系统 (11)的鲁棒有限时间收敛.由于存在时变不确定
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性B1,0d,难以直接求其逆矩阵,引入参考模型

ż𝑓 =

𝑟∑
𝑖=1

A′′
1,𝑖z𝑖 − 𝜀B1,0u + w. (12)

其中: z𝑓 ∈ R𝑛1 ; 𝜀 ∈ R1为设计参数; w ∈ R𝑛1为自适

应控制律.系统 (11)的控制器设计包含u、v两部分.

2.2.1 控控控制制制器器器u的的的设设设计计计

定义偏差变量 e = z1 − z𝑓 ,由式 (11)和 (12),得

ė = (𝜀+ 1)B1,0

(
I +

d
𝜀+ 1

)
u − w + f ′′𝑚, (13)

其中 𝜀 ≫ 𝑙𝑑. 因此, ∥ d/(𝜀+ 1) ∥≪ 1,式 (13)简化为

ė = (𝜀+ 1)B1,0u − w + f ′′𝑚. (14)

针对偏差系统 (14),首先设计NTSM滑模面

s1 = e + c1ė𝑝1/𝑞1 . (15)

其中: s1 ∈ R𝑛1 , c1 = diag(𝑐11, 𝑐12, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑐1𝑛1), 𝑐1𝑖 > 0,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛1, 𝑝1和 𝑞1为奇数, 1 < 𝑝1/𝑞1 < 2, ė𝑝1/𝑞1

= [�̇�
𝑝1/𝑞1
1 , �̇�

𝑝1/𝑞1
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , �̇�𝑝1/𝑞1

𝑛1 ]T由鲁棒微分器 (3)实时

获得.

根据滑模等效控制原理[4]设计平滑NTSM控制

器u = u𝑒𝑞 + u𝑛, 其中 u𝑒𝑞为等效控制项,以保证 e =

ė = 0存在. 暂时忽略不确定性 f ′′𝑚,由式 (14)推出

u𝑒𝑞 =
1

𝜀+ 1
B+
1,0w. (16)

u𝑛为切换控制项以抑制系统扰动, 为了消除抖振问

题,引入虚拟控制 v1 = u̇𝑛.

定理 1 对于偏差系统 (14),若虚拟控制项 v1设
计如下:⎧⎨⎩

v1 = v1𝑒𝑞 + v1𝑛,

v1𝑒𝑞 = − 𝑞1
(𝜀+ 1)𝑝1

B+
1,0c−1

1 ė2−𝑝1/𝑞1 ,

v1𝑛 = − 1

𝜀+ 1
B+
1,0(∥ ḟ

′′
𝑚 ∥ +𝜂1)sgn(s1),

(17)

则偏差状态 e和 ė将有限时间内收敛到零.其中 𝜂1 >

0为控制增益.

证证证明明明 选取Lyapunov函数𝑉 = 0.5sT1 s1, 对其求

一阶时间导数,并代入式 (16)等效控制项 u𝑒𝑞,有

�̇� = sT1 ṡ1 =

sT1
(𝑝1
𝑞1

c1diag(ė𝑝1/𝑞1−1)
)(

ë +
𝑞1
𝑝1

c−1
1 ė2−𝑝1/𝑞1

)
=

sT1
(𝑝1
𝑞1

c1diag(ė𝑝1/𝑞1−1)
)(

(𝜀+ 1)B1,0(v1𝑒𝑞 + v1𝑛)+

𝑞1
𝑝1

c−1
1 ė2−𝑝1/𝑞1 + ḟ

′′
𝑚

)
.

设计切换控制律 (17), 因为 c1为对角阵, 所以

c1diag(ė𝑝1/𝑞1−1)也是对角阵,即

�̇� = − 𝜂1
𝑝1
𝑞1

(c1diag(ė𝑝1/𝑞1−1))sT1 sgn(s1) ⩽

− 𝜂1
𝑝1
𝑞1

𝑛1∑
𝑖=1

𝑐1𝑖�̇�
𝑝1/𝑞1−1
𝑖 ∣𝑠1𝑖∣ ⩽ 0.

若系统未达稳定,即 ∥s1∥ ∕= 0,则当且仅当 𝑖 ∈ [1, 𝑛1],

�̇�𝑖 = 0时, �̇� = 0. 但是 �̇�𝑖 = 0, 𝑒𝑖 ∕= 0是系统暂态点,

�̇� = 0也不能保持,因此,满足滑模存在条件,继而由

式 (14) s1 = 0可计算出偏差状态 ė和 e在有限时间

𝑡1 =
𝑝1

𝑝1 − 𝑞1
max

𝑖=1,2,⋅⋅⋅ ,𝑛1

(𝑐1𝑖𝑒𝑖(0)
𝑝1

𝑝1−𝑞1 )

内收敛到零. □

2.2.2 控控控制制制器器器 v的的的设设设计计计

当参考模型 (12)跟踪上输入输出子系统 (11)后,

有

ė = 0,

u =
1

𝜀+ 1
B+
1,0(w − f ′′𝑚),

式 (12)变为

ż𝑓 =

𝑟∑
𝑖=1

A′′
1,𝑖z𝑖 +

1

𝜀+ 1
w − 𝜀

𝜀+ 1
f ′′𝑚. (18)

与 u设计类似,滑模面设计为

s2 = z𝑓 + c2ż𝑝2/𝑞2
𝑓 , (19)

其中 s2, c2, 𝑝2, 𝑞2和 ż𝑝2/𝑞2
𝑓 与前文定义相同.

定理 2 对于参考模型系统 (18), 若采取如下平

滑NTSM控制律:⎧⎨⎩

w = w𝑒𝑞 + w𝑛,

w𝑒𝑞 = −(𝜀+ 1)

𝑟∑
𝑖=1

A′′
1,𝑖z𝑖,

w𝑛 =
w

v2d𝑡,

v2 = − 𝑞2
𝑝2

(𝜀+ 1)c−1
2 ż2−𝑝2/𝑞2

𝑓 − (𝜀𝜌+ 𝜂2)sgn(s2),

(20)

则状态 ż𝑓和 z𝑓有限时间收敛到零.其中 𝜂2 > 0为控

制增益.

证证证明明明 选取Lyapunov函数𝑉 = 0.5sT2 s2, 其稳定

性证明与定理 1类似. 由式 (19) s2 = 0得到状态 ż𝑓和
z𝑓的收敛时间为

𝑡2 = 𝑡1 +
𝑝2

𝑝2 − 𝑞2
max

𝑖=1,2,⋅⋅⋅ ,𝑛1

(𝑐2𝑖𝑧𝑓𝑖(𝑡1)
𝑝2

𝑝2−𝑞2 ). □

2.3 非非非匹匹匹配配配外外外部部部扰扰扰动动动对对对系系系统统统内内内部部部稳稳稳定定定性性性的的的影影影响响响

当输入输出子系统状态 z1收敛到零后, 内部子

系统 (10)变为带有扰动的零动态子系统⎧⎨⎩ ż𝑖 = N𝑖z𝑖 + B𝑖,𝑖−1z𝑖−1 + f ′′𝑢𝑖, 𝑖 = 3, 4, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟,
ż2 = N2z2 + f ′′𝑢2.

(21)

根据Lyapunov稳定定理, 设计矩阵N𝑖 (𝑖 = 2, 3,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟)特征值应全为负,以保证零动态子系统 (21)在

平衡点 z𝑖 = 0的局部稳定性. 设计

N𝑖 = −𝜆𝑖I𝑛𝑖 , − 𝜆2 < ⋅ ⋅ ⋅ < −𝜆𝑟 < 0,

使得 z2, z3, ⋅ ⋅ ⋅ , z𝑟顺序收敛.
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定理 3 对于零动态子系统 (21), 存在对称正定

阵P𝑖,Q𝑖 ∈ R𝑛𝑖×𝑛𝑖 (𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟),满足
P𝑖N𝑖 + NT

𝑖 P𝑖 = −Q𝑖,

则 z2, z3, ⋅ ⋅ ⋅ , z𝑟渐近收敛到Ω𝑖内,有

Ω𝑖 = {z𝑖 ∈ R𝑛𝑖 :∥ z𝑖 ∥⩽ 𝜏𝑖}. (22)

其中

𝜏𝑖 =
2(∥ f ′′𝑢𝑖 ∥ +𝜏𝑖−1 ∥ B𝑖,𝑖−1 ∥)

𝜇𝑖
,

𝜇𝑖 =
𝜆min(Q𝑖)

𝜆max(P𝑖)
,

𝜆min(Q𝑖)和𝜆max(P𝑖)分别为Q𝑖和P𝑖的最大和最小特

征值, 𝜏1 = 0.

证证证明明明 选取Lyapunov函数𝑉𝑖 = zT𝑖 P𝑖z𝑖,求导数

�̇�𝑖 = żT𝑖 P𝑖z𝑖 + zT𝑖 P𝑖ż𝑖 =

zT𝑖 (N
T
𝑖 P𝑖 + P𝑖N𝑖)z𝑖 + 2f ′′T𝑢𝑖 P𝑖z𝑖 + 2zT𝑖 P𝑖B𝑖,𝑖−1z𝑖−1 =

− zT𝑖 Q𝑖z𝑖 + 2f ′′T𝑢𝑖 P𝑖z𝑖 + 2zT𝑖 P𝑖B𝑖,𝑖−1z𝑖−1 ⩽

− 𝜆min(Q𝑖) ∥ z𝑖 ∥2 +2𝜆max(P𝑖) ∥ z𝑖 ∥∥ f ′′𝑢𝑖 ∥ +

2𝜆max(P𝑖) ∥ z𝑖 ∥∥ B𝑖,𝑖−1 ∥∥ z𝑖−1 ∥=
− ∥ z𝑖 ∥ 𝜆max(P𝑖)(𝜇𝑖 ∥ z𝑖 ∥ −2 ∥ f ′′𝑢𝑖 ∥ −2𝜏𝑖−1B𝑖,𝑖−1).

根据Lyapunov稳定定理, 当 z𝑖 /∈ Ω𝑖, �̇�𝑖 < 0时,

即可得式 (22). 因为

∥ z ∥=
( 𝑟∑

𝑖=1

∥ z𝑖 ∥2
)1/2

⩽
( 𝑟∑

𝑖=1

𝜏2𝑖

)1/2

,

由式 (6)和 (8)可进一步推出原系统状态𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)的收敛范围为

Ω𝑥 =
{

x ∈ R𝑛 :∥ x ∥⩽∥ F1F2 ∥
( 𝑟∑

𝑖=1

𝜏2𝑖

)1/2}
. □

3 仿仿仿真真真研研研究究究

对于不确定多输入系统 (5),有

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 1 0 0 0 0 0

0 2 0 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0 0

0 0 0 2 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, f = sin(2𝑡)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−0.1

0.1

−0.1

0.1

0.1

0.1

0.1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 1 1

2 1 1

1 1 1

3 2 1

−1 0 0

1 0 1

1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, d = sin(2𝑡)

⎡⎢⎣ 0.1 0 0

0 0.1 0

0 0 0.1

⎤⎥⎦ .

系统初值 x(0) = [10.94, 19.09, 27.03, 45.56, 31.39,

− 16.68,−14.09]T. 设计矩阵

B1,0 =

⎡⎢⎣ 1 1 1

1 0 1

1 0 0

⎤⎥⎦ , N2 =

⎡⎢⎣ −1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

⎤⎥⎦ ,

𝑁3 = −0.6.

控制器设计参数为

p1 = p2 = 5, q1 = q2 = 3, c1 = diag(0.3, 0.3, 0.3),

c2 = diag(0.8, 1, 0.7), 𝜀 = 10, 𝜂1 = 20, 𝜂2 = 80.

利用式 (3)鲁棒微分器求得偏差 ė𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3)的参数

为

𝜆0𝑒1 = 22, 𝜆0𝑒2 = 𝜆0𝑒3 = 15,

𝜆1𝑒1 = 𝜆1𝑒2 = 𝜆1𝑒3 = 50.
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0 2 4 6 8 10
t/s
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t/s
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图 1 平滑NTSM控制器u和w设计
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求得参考模型状态微分 ż𝑧𝑓𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3)的参数

为

𝜆0𝑧𝑓1 = 22, 𝜆0𝑧𝑓2 = 15, 𝜆0𝑧𝑓3 = 13,

𝜆1𝑧𝑓1 = 𝜆1𝑧𝑓2 = 𝜆1𝑧𝑓3 = 50.

图 1为采用平滑NTSM方法设计的控制器 u和
w的仿真结果.由图 1可见,控制信号𝑢和𝑤均平滑连

续, 且分别驱使偏差状态 e (图 1(b))和输入输出子系

统状态 z1 (图 1(d))在有限时间收敛到零. 图 2(a)为零

动态子系统状态 z2和 z3的收敛曲线, 由式 (21)利用

LMI工具箱可分别求出其收敛域为 ∥ z2 ∥⩽ 0.071 0,

∥ z3 ∥⩽ 0.053 3. 图 2(b)为原系统状态 x的收敛曲线,

可进一步求出最大收敛范围为 ∥ x ∥⩽ 4.494 6.
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图 2 零动态和系统状态的收敛曲线

4 结结结 论论论

针对NTSM存在的应用受限和抖振问题,本文基

于相对阶的概念提出一种改进的平滑NTSM方法. 人

为增加系统的相对阶, 从本质上解决抖振问题,并将

其拓展应用到相对阶为1的多输入不确定系统.基于

系统的能控性指数, 通过两次模型变换实现系统输

入输出和内部状态解耦, 提出了一种模型参考自适

应NTSM方法. 分析表明,所提出的方法对多输入通

道不确定性具有强鲁棒性, 并通过Lyapunov稳定理

论建立了系统收敛域与非匹配外部扰动的数学关系.
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