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摘 要: 针对一类异结构不确定分数阶混沌系统的同步问题,基于Lyapunov稳定性理论和分数阶系统稳定性理论,

提出一种神经网络结合干扰观测器的主动反馈控制方法. 设计一种非线性干扰观测器对干扰进行观测,通过滑模控

制对未观测出的部分干扰进行补偿,最终实现分数阶混沌系统的同步.与现有方法相比,采用的模型更符合工程应用

实际,且不需要已知不确定项上界. 数值仿真验证了所提出方法的有效性和正确性.
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Abstract: Based on the Lyapunov stability theory and the fractional-order system stability theory, an active feedback control

method using neural networks and disturbance observer is proposed for the robust synchronization of a class of different

fractional-order chaotic systems with uncertainties. The disturbance observer is designed to observe the disturbance, and

the disturbance that is not observed is compensated by sliding mode control. Finally, the synchronization of fractional-order

chaotic systems is realized. Compared with the existed methods, the adopted models in the proposed approach are more in

line with engineering practice, and the upper bounds of the uncertainties are not required. Numerical simulations verify the

effectiveness of the proposed method.
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0 引引引 言言言

随着对分数阶微积分研究热潮的兴起[1],学者将

分数阶微分算子引入混沌系统, 发现在一定条件下,

当阶次为分数时, 系统仍能维持混沌状态, 并且混沌

吸引子比整数阶时更加复杂,同时系统的动力学行为

具有分数阶系统的某些特性[2], 因此, 研究分数阶混

沌系统的同步具有更重要的意义.

近年来涌现出很多对分数阶混沌系统进行同步

和控制的方法,这些方法的研究对象主要针对理想的

分数阶混沌系统[3],或仅考虑了系统存在参数摄动的

情况[4].文献 [5]采用自适应控制方法,基于分数阶系

统稳定性理论和Lyapunov稳定性理论构建了一类 𝐽

函数,对存在未知参数的分数阶混沌系统进行同步控

制,该方法结构简单,控制效果好,但是当系统存在外

部扰动时,该方法不再适用;文献 [6]研究了一类异结

构分数阶混沌系统的投影同步,基于分数阶系统稳定

性理论和Lyapunov稳定性理论, 提出了一种证明分

数阶系统稳定的新方法,该方法的研究对象模型为理

想系统;文献 [7]基于正交多项式展开方法,将分数阶

系统还原为等价的确定性系统,实现了存在参数摄动

的分数阶混沌系统的同步,该方法的缺点是鲁棒性不

强; 文献 [8]针对存在多种不确定因素影响的分数阶

混沌系统,基于Miattag-Leffler稳定性理论,实现了有

限时间同步,但是这种方法要求系统的不确定项上界

已知.

可以看出, 分数阶混沌系统的同步有其特殊性,

特别是在考虑不确定因素的影响之后,同步控制更加

困难.文献 [9]采用神经网络和干扰观测器的方法,实

现了存在多种不确定性因素影响下的同结构整数阶

时滞混沌系统同步,该方法鲁棒性强, 可以抑制包括
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未知时滞项在内的多种不确定因素的影响,但是这种

方法并不适用于分数阶混沌系统的同步.为了提高保

密通信的安全性,同时更加符合工程应用的实际情况,

本文综合考虑了分数阶混沌系统存在未知参数、非线

性不确定项和外部扰动等多种不确定性因素影响的

情况, 针对以往分数阶混沌同步方法中存在的不足,

在文献 [9]的基础上提出了一种适用于分数阶混沌同

步的设计非线性干扰观测器的方法,该方法用于观测

系统的扰动,并对未观测到的部分干扰采用滑模控制

进行补偿.与现有方法相比,本文方法考虑的模型更

符合工程应用的实际情况,且不需要已知不确定项的

上界.

1 问问问题题题描描描述述述

考虑具有如下形式的分数阶混沌系统:

𝐷𝛼𝒙(𝑡) = (𝑨+Δ𝑨)𝒙(𝑡) + 𝒇(𝒙, 𝑡) + 𝒅𝑥(𝑡), (1)

Riemann-Liouville分数阶导数为

𝐷𝛼𝑥 =
1

Γ (1− 𝛼)

d

d𝑡

w 𝑡

0

𝒙(𝜏)

(𝑡− 𝜏)
𝛼 d𝜏.

其中: 𝛼 ∈ (0, 1], Γ (∗)为Gamma函数, 𝒙(𝑡)为系统𝑛

维状态向量, 𝑨 ∈ 𝑹𝑛×𝑛为系统的参数矩阵, 𝒇(𝒙, 𝑡) ∈
𝑹𝑛为系统未知光滑非线性函数, Δ𝑨 ∈ 𝑹𝑛×𝑛为系统

适当维的参数摄动矩阵, 𝒅𝑥(𝑡) ∈ 𝑹𝑛为未知有界的外

部扰动.

现将系统 (1)作为驱动系统,建立具有控制输入

的响应系统如下:

𝐷𝛼𝒚(𝑡) =

(𝑩 +Δ𝑩)𝒚(𝑡) + 𝒈(𝒚, 𝑡) + 𝒅𝑦(𝑡) + 𝒖(𝑡). (2)

其中: 𝒚(𝑡)为响应系统的状态向量, 𝑩和Δ𝑩分别为

响应系统的参数矩阵和参数摄动矩阵, 𝒈(𝒚, 𝑡)为未知

光滑非线性函数, 𝒅𝑦(𝑡)为外部扰动, 𝒖(𝑡)为待设计的

控制输入.

定义驱动系统与响应系统的误差为 𝒆 = 𝒚−𝒙,本

文的目的就是设计控制器𝒖(𝑡),使得当 𝑡 → ∞时,有

∥𝒆∥ → 0,即实现驱动与响应系统同步.

考虑驱动系统 (1)和响应系统 (2),可以得到分数

阶同步误差系统方程如下:

𝐷𝛼𝒆 =

𝑩𝒆+ 𝒈(𝒚)− 𝒇(𝒙)− (𝑨−𝑩)𝒙+

𝒅𝑦 − 𝒅𝑥 +Δ𝑩𝒚 −Δ𝑨𝒙+ 𝒖 =

𝑩𝒆+ 𝑭 (𝒙,𝒚) +𝑫 + 𝒅+ 𝒖. (3)

其中: 𝑭 (𝒙, 𝒚) = −(𝑨 − 𝑩)𝒙, 𝑫 = 𝒈(𝒚) − 𝒇(𝒙) +

Δ𝑩𝒚−Δ𝑨𝒙为系统内部与状态相关的不确定项, 𝒅 =

𝒅𝑦 − 𝒅𝑥为外部复合干扰.

引理 1[10] 考虑分数阶系统

𝐷𝛼𝒙(𝑡) = 𝑪𝒙(𝑡).

其中: 0 < 𝛼 < 1, 𝒙(𝑡)为系统的状态向量, 𝑪为系统参

数矩阵.当 0 < 𝛼 < 1时, 若系统的参数矩阵𝑪的所

有特征值的实部都不大于零,则该系统是渐近稳定的.

引理 2[11] 对于任意有界初始条件, 如果存在

一个𝐶1连续且正定的Lyapunov函数𝑉 (𝒙),并且满足

𝜋1(∥𝒙∥) ⩽ 𝑉 (𝒙) ⩽ 𝜋2(∥𝒙∥),使得如下不等式成立:

�̇� (𝒙) ⩽ −𝜅𝑉 (𝒙) + 𝑐,

则𝒙(𝑡)是一致有界的.其中𝜋1(∗)和𝜋2(∗)为𝑹𝑛 → 𝑅

的𝐾类函数,且有 𝑐 > 0, 𝜅 > 0.

2 RBF神神神经经经网网网络络络和和和干干干扰扰扰观观观测测测器器器设设设计计计
参照文献 [9], 对同步误差系统 (3)进行分析, 显

然式 (3)中与状态相关的非线性项𝑫未知,采用RBF

神经网络对其学习逼近是十分合适的.

RBF神经网络是一种具有单隐层的简单 3层前

馈网络,对𝑫的逼近可表示为

𝑫 = 𝑾 ∗TΦ(𝒁) + 𝜺. (4)

其中: 𝑾 ∗ ∈ 𝑹𝑛×𝑛为RBF神经网络的最优权值向量

矩阵; 𝒁 = [𝒙,𝒚]
T为神经网络的输入, Φ(𝒁) ∈ 𝑹𝑛为

神经网络的径向基函数向量,并且根据神经网络的性

质,有 ∥Φ(𝒁)∥ ⩽ 𝜂, 𝜂为大于零的常数; 𝜺为对𝑫的逼

近误差,且有 ∥𝜺∥ ⩽ 𝜺, 𝜺为最小逼近误差.

𝑫的估计 �̂�可描述如下:

�̂� = �̂�TΦ(𝒁), (5)

�̂�为权值向量𝑫的估计,其更新律选择为
˙̂
𝑾 = Γ (Φ(𝒁)𝒔T − 𝜎�̂� ). (6)

其中: Γ为权值矩阵, 𝜎为正常数.将式 (4)代入 (3),系

统误差方程可改写为

𝐷𝛼𝒆 =

𝑩𝒆+ 𝑭 (𝒙,𝒚) +𝑾 ∗TΦ(𝒁) + 𝜺+ 𝒅+ 𝒖. (7)

接下来设计干扰观测器来逼近复合干扰项𝒅.这

里首先将控制器设计成两部分: 一部分为反馈控制项

𝒖1,另一部分为干扰观测补偿项𝒖2,即

𝒖(𝑡) = 𝒖1(𝑡) + 𝒖2(𝑡), (8)

其中设计𝒖1 = −𝑩𝒆−𝑭 (𝒙,𝒚).将控制器 (8)代入 (7),

误差系统变为

𝐷𝛼𝒆 = 𝑾 ∗TΦ(𝒁) + 𝜺+ 𝒅+ 𝒖2(𝑡). (9)

下面设计干扰观测器.对于同步误差系统 (9),引

入辅助变量如下:

𝜹 = 𝒅−𝑲𝐷𝛼−1𝒆, (10)
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其中𝑲 = 𝑲T > 0为干扰观测器的增益矩阵.对式

(10)两边关于时间求导,并将式 (9)和 (10)代入,可得

�̇� = 𝒅−𝑲𝐷𝛼𝒆 =

𝒅−𝑲(𝑾 ∗TΦ(𝒁) + 𝜺+ 𝜹 +𝑲𝐷𝛼−1𝒆+ 𝒖2). (11)

设计中间变量 𝜹的观测器如下:
˙̂
𝜹 = −𝑲(𝜹 +𝑲𝐷𝛼−1𝒆+ 𝒖2), (12)

其中 𝜹为中间变量 𝜹的估计值.如此设计 𝜹的目的是

为了使
˙̂
𝜹可以实现,并且使后面 ˙̃

𝜹中不出现𝑲𝐷𝛼−1𝒆

和𝒖2项,有利于定理 1的证明.

由式 (10)可以得到干扰估计

𝒅 = 𝜹 +𝑲𝐷𝛼−1𝒆. (13)

定义干扰逼近误差𝒅,考虑式 (10)和 (13),有

𝒅 = 𝒅− 𝒅 = 𝜹 − 𝜹 = 𝜹. (14)

对式 (14)关于时间求导,将式 (11)和 (12)代入,可得
˙̃
𝒅 =

˙̃
𝜹 = �̇� − ˙̂

𝜹 =

𝒅−𝑲(𝑾 ∗TΦ(𝒁) + 𝜺+ 𝜹). (15)

假假假设设设 1 外部扰动𝒅𝑥(𝑡)和𝒅𝑦(𝑡)的变化率有界,

则复合扰动𝒅(𝑡)的变化率也是有界的,令 ∥𝒅(𝑡)∥ ⩽ 𝜔,

其中𝜔为未知正常数.

综合以上分析,可以归纳如下定理来保证干扰观

测器 (12)和 (13)的收敛性.

定定定理理理 1 对于同步误差系统 (9), 设计式 (12)和

(13)所示的干扰观测器.当设计干扰反馈增益矩阵

𝑲 > 1.5𝑰𝑛×𝑛时,估计值𝒅(𝑡)能以有界误差逼近𝒅(𝑡).

证证证明明明 构建Lyapunov函数如下:

𝑉𝐷 =
1

2
𝒅T𝒅 =

1

2
𝜹T𝜹.

对上式两边关于时间求导,并将式 (15)代入,可得

�̇�𝐷 = 𝜹T
˙̃
𝜹 =

𝜹T𝒅− 𝜹T𝑲𝜹 − 𝜹T𝑲𝑾 ∗TΦ(𝒁)− 𝜹T𝑲𝜺.

由式 𝑎2 + 𝑏2 ⩾ ±2𝑎𝑏,可得

�̇�𝐷 ⩽
(1
2
𝜹T𝜹 +

1

2
𝒅T𝒅

)
− 𝜹T𝑲𝜹+[1

2
𝜹T𝜹 +

1

2
(𝜂2∥𝑲∥2∥𝑾 ∗∥2)

]
+[1

2
𝜹T𝜹 +

1

2
(∥𝑲∥2∥𝜺∥2)

]
⩽

− 𝜹𝑇 (𝑲 − 1.5𝑰𝑛×𝑛)𝜹+

1

2
(𝜔2 + 𝜂2∥𝑲∥2∥𝑾 ∗∥2 + ∥𝑲∥2∥𝜺∥2).

由上式结果结合引理 2可知,选取观测器增益𝑲

> 1.5𝑰𝑛×𝑛可使观测误差 �̃�渐近收敛.分析结果可知,

观测器增益𝑲的取值能够影响干扰逼近效果. □

3 同同同步步步控控控制制制器器器设设设计计计

参照文献 [12],选取滑模面如下:

𝒔 = 𝐷𝛼−1𝒆+
w 𝑡

0
𝒆(𝜏)d𝜏 . (16)

对式 (16)两边关于时间求导,可得

�̇� = 𝐷𝛼𝒆+ 𝒆. (17)

当系统发生滑模运动时, 需满足条件 𝒔 = 0和

�̇� = 0,结合式 (17)可得

𝐷𝛼𝒆 = −𝒆. (18)

由引理 1可知, 随着 𝑡 → ∞, 式 (18)是渐近稳定

的.又由滑模运动对干扰的不敏感特性可知, 系统具

有较好的鲁棒性.

由以上的分析可知,所设计的滑模面将分数阶问

题转化为整数阶的稳定性问题,此时运用引理 2是合

理的.为了保证同步误差的收敛性,可归结如下定理.

定定定理理理 2 当控制器设计如下式时:

𝒖(𝑡) = 𝒖1 + 𝒖2 =

− (𝑩 + 1)𝒆− �̂�TΦ(𝒁)−𝑳𝒔− 𝑭 (𝒙,𝒚)− 𝒅, (19)

误差系统 (9)状态将渐近收敛到滑模面 𝒔 = 0,即按预

设条件给定的驱动系统 (1)和响应系统 (2)可以实现

同步,其中𝑳为适当维反馈增益正定矩阵.

证证证明明明 将设计的控制器𝒖(𝑡)代入式 (7),可得

𝐷𝛼𝒆 = −𝒆+ �̃�TΦ(𝒁) + 𝜺−𝑳𝒔+ 𝒅, (20)

其中 �̃� = 𝑾 ∗ − �̂� .

构造Lyapunov函数如下:

𝑉 =
1

2
𝒔T𝒔+

1

2
tr(�̃�TΓ−1�̃� ) +

1

2
𝒅T𝒅.

对上式两边关于时间求导,并考虑式 (17)、(6)和 (20),

可得

�̇� = 𝒔T�̇�+ tr(�̃�TΓ−1 ˙̃𝑾 ) + 𝒅T ˙̃
𝒅 =

𝒔T(−𝒆+ �̃�TΦ(𝒁) + 𝜺−𝑳𝒔+ 𝒅+ 𝒆)−
tr(�̃�TΓ−1Γ (Φ(𝒁)𝒔T − 𝜎�̂� )) + �̇�𝐷 =

− 𝒔T𝑳𝒔+ 𝒔T𝜺+ 𝒔T𝒅+ tr(𝜎�̃�T�̂� )+

𝜹T(𝒅−𝑲(𝜺+ 𝜹 +𝑾 ∗TΦ(𝒁))).

由于

tr(�̃�TΦ(𝒁)𝒔T) =

tr(𝒔T�̃�TΦ(𝒁)) = 𝒔T�̃�TΦ(𝒁),

又依据式 𝑎2 + 𝑏2 ⩾ ±2𝑎𝑏,有

tr(𝜎�̃�T�̂� ) = tr(𝜎�̃�T(𝑾 ∗ − �̃� )) =

tr(𝜎�̃�T𝑾 ∗ − 𝜎�̃�T�̃� ) ⩽

− 1

2
𝜎∥�̃� ∥2 + 1

2
𝜎∥𝑾 ∗∥2,



第 5期 张友安等: 基于自适应神经网络的分数阶混沌系统滑模同步 885

可得

�̇� ⩽

− 𝒔T𝑳𝒔− 1

2
𝜎∥�̃� ∥2+1

2
𝜎∥𝑾 ∗∥2+

(1
2
𝒔T𝒔+

1

2
𝜺T𝜺

)
+(1

2
𝒔T𝒔+

1

2
𝜹T𝜹

)
+ 𝜹T(𝒅−𝑲(𝑾 ∗TΦ(𝒁) + 𝜺+𝜹))⩽

− 𝒔T(𝑳− 𝑰𝑛×𝑛)𝒔− 𝜹T(𝑲 − 2𝑰𝑛×𝑛)𝜹 − 1

2
𝜎∥�̃� ∥2+

1

2
(𝜔2 + 𝜂2∥𝑲∥2∥𝑾 ∗∥2 + ∥𝑲∥2∥𝜺∥2+

∥𝜺∥2 + 𝜎∥𝑾 ∗∥2).
由引理 2可知,当观测器增益𝑲 > 2𝑰𝑛×𝑛以及设

定的反馈增益矩阵𝑳满足𝑳− 𝑰𝑛×𝑛 > 0时,滑模曲面

𝒔和观测误差𝒅是渐近收敛的, 即驱动系统和响应

系统达到同步.为了提高系统的鲁棒性, 可以适当增

大𝑳. □

注注注 1 神经网络逼近误差 𝜺为最优逼近时是一

个当相小的量,根据神经网络逼近原理可使 𝜺尽可能

小, 因此本文考虑到 𝜺不会对系统稳定性造成影响,

未对其进行处理.也可以将其纳入复合误差𝒅中, 利

用干扰观测器进行观测.

4 数数数值值值仿仿仿真真真

为了验证上文所设计的神经网络干扰观测器和

控制策略的有效性,以异结构的分数阶Lorenz系统和

分数阶Chen系统分别作为驱动系统和响应系统为例,

进行数值仿真.带参数摄动和干扰的分数阶Lorenz混

沌系统为

𝐷𝛼𝒙 =⎛⎜⎜⎝
⎡⎢⎢⎣
−10 10 0

28 −1 0

0 0 −8

3

⎤⎥⎥⎦+

⎡⎢⎢⎣
0.02 0.02 0

0.01 0 0

0 0 0.05

⎤⎥⎥⎦
⎞⎟⎟⎠𝒙+

⎡⎢⎢⎣
0

−𝑥1𝑥3

𝑥1𝑥2

⎤⎥⎥⎦+

⎡⎢⎢⎣
0.7 sin(𝑡)

0.5 sin(𝑡)

0.4 sin(𝑡)

⎤⎥⎥⎦ ,

带控制输入的不确定分数阶Chen系统为

𝐷𝛼𝒚 =⎛⎜⎜⎝
⎡⎢⎢⎣
−35 35 0

−7 28 0

0 0 −3

⎤⎥⎥⎦+

⎡⎢⎢⎣
0.05 0.05 0

0.03 0 0

0 0 0.02

⎤⎥⎥⎦
⎞⎟⎟⎠𝒚+

⎡⎢⎢⎣
0

−𝑦1𝑦3

𝑦1𝑦2

⎤⎥⎥⎦+

⎡⎢⎢⎣
0.2 sin(𝑡)

0.4 cos(𝑡)

0.6 sin(𝑡)

⎤⎥⎥⎦+

⎡⎢⎢⎣
𝑢1

𝑢2

𝑢3

⎤⎥⎥⎦ .

驱动系统的初始值选为 (2, 4, 1)T,响应系统的初

始值选为 (4, 3, 2)T,在𝛼 = 0.93时,主、从系统是混沌

的[13].选取控制器参数矩阵

𝑲 =

⎡⎢⎢⎣
3 0 0

0 3 0

0 0 4

⎤⎥⎥⎦ , 𝑳 =

⎡⎢⎢⎣
2 0 0

0 2 0

0 0 2

⎤⎥⎥⎦ , Γ = 𝑰.

为了使驱动系统和响应系统达到同步, 设计滑

模曲面 (16), 并采用RBF神经网络和干扰观测器逼

近不确定项, RBF神经网络权值的自适应律选取式

(6),干扰观测器设计为式 (12)、(13),控制器设计为式

(19),采用预估-校正法进行数值仿真,仿真结果如图 1

∼图 4所示.
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图 1 神经网络权值向量𝑾𝑖的范数
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图 4 干扰观测误差 𝛿𝑖

从图 1可以看出,神经网络权值在有限时间内稳

定在一有限范围内,说明本文对权值的设计是合理的;
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图 2为控制输入沿时间的变化规律,可见该控制为有

界控制,是可以实现的;图 3为同步误差变化曲线,在

有限时间内,同步误差在控制输入𝒖的作用下收敛到

零, 即驱动系统与响应系统达到同步; 图 4为干扰观

测器对干扰的观测误差 𝜹的变化曲线,从图 4可以看

出, 𝜹随时间收敛于一有界范围,表明所设计的干扰观

测器能较好地逼近外部干扰.

就给定的两个不确定分数阶混沌系统的仿真情

况而言,所设计的同步控制器使驱动系统与响应系统

在有限时间内达到同步,且对系统的不确定性具有较

好的抑制能力.

5 结结结 论论论

本文针对现有的分数阶混沌系统同步研究中存

在的不足,研究了在异结构的分数阶混沌系统既存在

参数不确定性、也存在外部时变干扰和非线性不确定

项影响的情况下,如何实现系统同步的问题.首先,对

系统非线性不确定部分采用RBF神经网络方法进行

学习逼近;然后,对外部干扰部分设计了干扰观测器

进行观测;最后,在处理不确定项的基础上,设计了主

动反馈滑模控制器,采用滑模控制对未观测到的部分

干扰进行补偿,从而实现系统的鲁棒同步控制.数值

仿真结果与理论分析的结论一致,表明了所设计的控

制方法的有效性和正确性,该方法既具有重要的理论

意义,也具有广阔的应用前景.
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