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关于分析力学的定义与内容
——分析力学札记之二十五

梅凤翔 1)

(北京理工大学宇航学院，北京 100081)

摘要 学习和研究分析力学多年，回过头来看，还是有不少

问题值得商讨，如分析力学怎样定义，分析力学哪些概念是

不可缺少的，Newton 力学与分析力学的关系等. 该文就分

析力学的这些问题做一归纳并提出一些看法.
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1 分析力学的定义

1.1 3 种观点

甘特马赫 (Gantmaher) 在其《分析力学讲

义》[1] 的序中写道：

“ ‘分析力学’一词，在力学著述中并无统一涵义.

有的作者把分析力学和理论力学看作是等同的. 另

一些人认为，以广义坐标叙述力学理论是分析力学

的主要标志.本书作者所持的第 3种观点则是：分析

力学的特征既表现在叙述的体系方面，也表现在所

探讨的问题的范围方面.

以普遍原理 (微分的或积分的) 为基础，用分析

的方法来导出运动基本微分方程，这就是分析力学

叙述体系的特征. 阐述力学的普遍原理、由这些原

理导出基本运动微分方程，并研究这些方程本身及

其积分方法 —— 所有这些就构成分析力学的基本

内容.”

上述把分析力学与理论力学等同起来的是指甘

特马赫的老师苏斯洛夫 (Suslov) 1911—1912 年

出版的《分析力学基础》，1946 年变成了《理论力

学》[2]. 第 2种观点强调了广义坐标的特征. 第 3种

观点是指分析力学的内容与方法，而不是定义.

1.2 百科全书的条目

《中国大百科全书 ·力学》中的条目 “分析力学”

由汪家訸先生书写，其写道 [3]：“分析力学 一般力

学的分支，以广义坐标为描述质点系的变数，以牛顿

运动定律为基础，运用分析的方法研究宏观现象中

的力学问题. 1788 年出版的拉格朗日 ·JL 的《分析

力学》一书，为这门学科奠定了基础. ”

这是对分析力学的一个定义性的描述. 说到广

义坐标的特征，说到牛顿定律的基础，说到研究对

象，也说到来源与所属. 应该说是一个较全面较准

确的描述.

1.3 力学词典的条目

中国大百科全书出版社于 1990年出版一本《力

学词典》[4]. 在分析力学条目下有如下描述：“分析

力学 一般力学的一个分支，以广义坐标为描述质点

系的变量，以虚位移原理和达朗伯原理为基础，运用

数学分析方法研究宏观现象中的力学问题. 1788 年

出版的拉格朗日的《分析力学》为这门学科奠定了基

础. 1834 年和 1843 年哈密顿建立哈密顿原理和正

则方程，把分析力学推进一步. 1894年赫兹提出将约

束和系统分成完整的和非完整的两大类，从此开始

非完整系统分析力学的研究. 分析力学的基本内容

是阐述力学的普遍原理，由这些原理出发导出基本

运动微分方程，并研究这些方程本身以及它们的积

分方法. 近 20 年来，又发展出用近代微分几何观点

来研究分析力学的原理和方法. 分析力学是经典物

理学的基础之一，也是整个力学的基础之一.它广泛

应用于结构分析，机器动力学与振动，航天力学，多
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刚体和机器人动力学以及各种工程实际，也可推广

应用于连续介质力学和相对论力学.”

以上段落参照了汪家訸先生书写的条目和甘特

马赫书的前言，应该说是更为全面的描述，不仅给出

了定义，还有内容，发展及应用等. 笔者参与了上述

条目的编审.

1.4 Papastavridis 的《分析力学》

Papastavridis 于 2002 年出版的 1 400 页的《分

析力学》[5] 中有如下描述：

“什么是分析力学？

经典力学 —— 即非相对论非量子的力和运动

的精密科学，17世纪已建立 · · · · · · 史上第 1个完全

的动力学理论，即力学的 Newton--Euler方法. · · · · · ·
第 2 个方法称为 d′ Alembert--Lagrange 方法，简称

Lagrange方法，构成了分析力学或 Lagrange力学的

基础. · · · · · · 约束的概念是分析力学的核心. · · · · · ·
在 Newton–Euler 方法中，基本原理是线动

量和角动量原理，以及关于内力的作用反作用原

理. Newton–Euler 方法是基于动量原理的系统力

学. · · · · · · 在 Lagrange方法中，首要公理是对约束反

作用的虚功动力学原理，次者是约束解除原理. La-

grange 方法是基于能量原理的系统力学. · · · · · · 分
析力学构成高等工程动力学的理论基础，广泛应用

于结构动力学，机器动力学，车辆动力学，转子动力

学，机器人动力学，空天动力学，控制理论，系统动

力学，天体力学等.”

以上描述将经典力学分成 Newton--Euler 力学

和 d′Alembert--Lagrange力学，即分析力学，并指出

两者的差别，同时指出分析力学的应用.

1.5 朱照宣，周起钊，殷金生的《理论力学》

朱照宣，周起钊，殷金生的《理论力学》下册 [6]

中有如下文字：

“在此以前，动力学问题基本上建立在牛顿定律

的基础上，简称牛顿力学. · · · · · · 拉格朗日力学和
哈密顿力学 (还有其他一些内容) 可统称为 ‘分析力

学’，以区别于原来的 ‘向量力学’. · · · · · · 牛顿力学
(或向量力学) 和分析力学尽管有各自的特点，但并

非独立无关的，它们具有同样的适用范围，都属于

‘经典力学’ 的范畴. 它们的基本原理以及理论结果

都是相互联系着的. · · · · · · 分析力学的理论内容牵
涉很广，应用方面涉及工程技术、天体力学、理论物

理，· · · · · · 诸方面，形成一个力学的专门分支. ”

以上描述将经典力学分为牛顿力学和分析力

学，并指出两者的区别与联系.

1.6 分析力学与理论力学

理论力学的名著，如苏斯洛夫 [2] 的，Hamel[7]

的，Appell[8] 的，都有分析力学的内容. 文献 [9] 将

苏斯洛夫的和 Appell 的《理论力学》作为分析力学

的 3 本名著之中的 2 本. 近年俄罗斯的，如马尔契

夫 [10] 的《理论力学》也有相当篇幅的分析力学内

容. 因此，认为分析力学是理论力学的一部分. 当

然，在理论力学教材中，分析力学有的是初步，如文

献 [6]，有的更多一些，如文献 [11].

以上各种表述都从各自角度回答了 “什么是分

析力学？”

可归纳如下：

(1) 文献 [6] 指出：“拉格朗日力学和哈密顿力

学 (还有其他一些内容) 可统称为 ‘分析力学’ ”. 这

里 “其他一些内容” 应包括非完整力学，Birkhoff 力

学，几何力学等.

(2) 分析力学属于经典力学 —— 非相对论非量

子的力学.文献 [12]指出，经典力学分为 5个阶段：

Newton力学，Lagrange力学，Hamilton力学，非完

整力学以及 Birkhoff 力学. 后 4 个阶段都是分析力

学.

(3) Newton 力学 (Newton–Euler 力学) 的基本

原理是动量 (线动量和角动量)原理以及关于内力的

作用反作用原理. Lagrange 力学的基本原理是对约

束反作用的虚功的动力学原理以及约束解除原理 [5].

(4)分析力学是一般力学的分支，是理论力学的

一部分.

2 分析力学的基本概念

2.1 约束

约束是分析力学不可缺少的基本概念. Newton

力学和 Euler 力学主要研究无约束系统力学，分析

力学主要研究约束系统力学. 约束可分为完整的和

非完整的，定常的和非定常的，单面的和双面的，理

想的和非理想的，主动的和被动的，等等. 约束的数

学表现为约束方程，约束的物理表现为约束力. 文

献 [13] 对约束的研究很系统，很深入.

2.2 广义坐标

凡是能够确定系统位置的，适当选取的独立变

量称为广义坐标.当约束系统受有约束时，由直角坐

标过渡到广义坐标是特别方便的，而且也是十分必

要的 [14]. 广义坐标是分析力学的基本概念，也是
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分析力学的特色之一. 在 Lagrange 著作中未见 “广

义坐标” 的提法，也未见 q 的记号. 但在 Lagrange

著作的附录Ⅵ提到 “用 q1, q2, · · · , qk 表记 k 个新变

量，使得 3n 个坐标 x1, y1, z1, · · · , xn, yn, zn 可表示

为这些变量和时间 t 的函数”. 这个附录由法国数学

家 Bertrand JLF(1822—1900) 给出. Appell 的著作

将这些坐标称为完整系统的坐标 [8]. Levi–Civita 和

Amaldi 称其为广义坐标，或 Lagrange 坐标 [14].

2.3 虚位移

在给定的固定时刻为加在点上的约束所允许的

所有假想的无限小位移，称为点的虚位移 [14]. 虚位

移是分析力学的基本概念，没有虚位移就没有虚位

移原理，也就没有分析静力学和分析动力学.因此，

有人说，分析力学是建立在 “虚” 上的 [5]. Lagrange

的著作中没有虚位移，但有虚速度. 苏斯洛夫的《理

论力学》引出 3 个彼此不同的术语：实位移，可能

位移和虚位移，并把虚位移定义为两个可能位移之

差. 苏联 30 年代的理论力学教材，有的开始用可能

位移，后来改为虚位移. Lurie认为 “虚的”和 “可能

的”是同义词，因为都来自法文 “virtuel”[15]. 这个词

汉译为 “潜在的”，“有可能的”, “虚的”. 与虚位移相

关的一个重要问题是约束对虚位移的限制条件. 对

完整约束和线性非完整约束都没有问题.但是，对非

线性非完整约束，限制条件是什么？传统的 Hölder

原则已不适用. 于是，出现了 Chetaev 条件. 有些应

用数学家出于对 Chetaev 条件的怀疑，而抛弃虚位

移和约束对虚位移的限制条件，这就导致了 Vacco

动力学，如美国 Edelen DGB，俄罗斯 Kozlov VV，

郭仲衡等. 20世纪 90年代，梅凤翔曾与俄罗斯院士

Rumyantsev VV 讨论过此事，他说 Vacco 动力学不

是力学.

2.4 理想约束

Newton力学主要将力分为内力和外力，而分析

力学主要将力分为主动力和约束力. 专著 [5]指出，

历史上最早将力分为主动力和约束力的做法是法国

学者 Delaunay 在他 1856 年的著作中提出的. 约

束力在虚位移上的功为零或非零. 约束，无论完整

的，还是非完整的，满足约束力在系统点的任何虚位

移上所做元功之和等于零，则称其为理想约束 [15].

理想约束概念的形成有相当一段历史 [14,16]. La-

grange的著作中未见 liaison parfaite(理想约束)的提

法. Appell 的著作中也没有，仅有 “无摩擦约束” 的

提法 [8]. Appell巨著的前两卷俄译本《理论力学》，

第 1 卷第 8 章第 164 节的标题为 “无摩擦约束的一

般定义”，俄译本将其改为 “理想约束的一般定义”.

俄译本第 2 卷第 343 节有一译者注：“无摩擦约束

应理解为不产生运动阻抗的约束，例如，不仅光滑

曲面，而且粗糙曲面，如果沿其发生无滑动地滚动.”

Lurie 的著作 6.2 节中写道 “理想约束或无摩擦约

束”[15]. 理想约束假定的重要性在于虚位移原理和

动力学普遍方程中消除了约束力，使问题变得简单

了. 理想约束假定也有足够的精确度.

3 分析力学的基本原理与运动微分方程

3.1 微分变分原理

(1) d′Alembert--Lagrange 原理

Lagrange 在其著作中给出 “对任何物体系统运

动的动力学普遍公式” 为
∫

m

(
d2x

dt2
δx +

d2y

dt2
δy +

d2z

dt2
δz

)
+

∫
m (Pδp + Qδq + Rδr + · · ·) = 0 (1)

这就是 d′Alembert–Lagrange原理的原型，也叫

动力学普遍方程. 现代形式为

(−mir̈i + F i) · δri = 0 (i = 1, 2, · · · , N) (2)

这儿及以后相同指标表示求和.原理 (2)的前提条件

是：双面理想约束，不论约束是否定常，也不论约束

是否完整.

(2) Jourdain 原理

(−mir̈i + F i) · δṙi = 0 (3)

其中 δṙi 称为速度空间虚位移. 文献 [17] 认为这个

原理是非完整力学的基本原理.

(3) Gauss 原理

原理表示为

(−mir̈i + F i) · δr̈i = 0 (4)

或

δZw = 0 , Zw =
1
2
mi

(
r̈i − F i

mi

)2

(5)

文献 [13]指出，Gauss原理在处理一阶约束系统时是

完备的. 用 Gauss 原理可导出 d′Alembert--Lagrange

原理和 Jourdain 原理.

3.2 积分变分原理

(1) Hamilton 原理
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原理表示为

δS = δ

∫ t1

t0

L (t, q, q̇) dt = 0 (6)

Hamilton 原理 (6) 是力学的基本原理，并且它把力

学原理归结为更一般的形式. 同时，它和坐标选择

无关，因此，更具普遍性并在多方面应用上更为方

便. 原理的前提是：约束是双面理想的，广义力是有

势的.

对受有非势力的完整系统，原理有形式

∫ t1

t0

(δT + Qsδqs) dt = 0 (7)

非完整系统的 Hamilton 原理有苏斯洛夫形式

和 Hölder 形式 [14].

(2) Pfaff–Birkhoff 原理

Hamilton 作用泛函由 Pfaff 作用泛函

A =
∫ t1

t0

[Rν(t,a)ȧν −B(t, a)] dt

(ν = 1, 2, · · · , 2n)

(8)

来推广，得到 Pfaff 作用原理 [18]

δA = 0 (9)

文献 [19] 称其为 Pfaff--Birkhoff 原理.

3.3 由原理导出运动微分方程

(1) 完整和非完整系统的方程

d′Alembert–Lagrange原理 (2)可写成广义坐标

形式，有

Euler–Lagrange 形式
(
− d

dt

∂T

∂q̇s
+

∂T

∂qs
+ Qs

)
δqs = 0 (s = 1, 2, · · · , n)

(10)

Nielsen 形式
(
− ∂

∂q̇s

d
dt

T + 2
∂T

∂qs
+ Qs

)
δqs = 0 (11)

Appell 形式
(
− ∂S

∂q̈s
+ Qs

)
δqs = 0 (12)

由原理 (10) 可导出第 2 类 Lagrange 方程；利

用乘子法可导出第 1类 Lagrange方程；考虑到非完

整约束对 δqs 的限制，如 Chetaev 条件，可导出非

完整系统的方程. 类似地，由原理 (11) 可导出各类

Nielsen 型方程，由原理 (12) 可导出各类 Appell 型

方程.

(2) Birkhoff 方程

展开式 (9) 并利用端点条件，得到

δA =
∫ t1

t0

[(
∂Rν

∂aµ
− ∂Rµ

∂aν

)
ȧν−

∂B

∂aµ
− ∂Rµ

∂t

]
δaµdt = 0 (13)

由此注意到 δaµ 的独立性和积分区间的任意性，便

得 Birkhoff 方程. 由式 (13) 还可得到
[(

∂Rν

∂aµ
− ∂Rµ

∂aν

)
ȧν − ∂B

∂aµ
− ∂Rµ

∂t

]
δaµ = 0 (14)

文献 [19] 称其为 Pfaff–Birkhoff–d′Alembert 原理.

如果 δaµ 不是彼此独立的，可由式 (14) 研究约束

Birkhoff 系统动力学.

(3) Kane 方程

Kane 于 1961 年提出一种列写动力学方程的方

法，称为 Kane方法，导出的那个方程有人称为 Kane

方程. 问题是：那个方程是 Kane 第 1 个得到的

吗？Kane 方程是分析力学的方程吗？Papastavridis

找到了 1912年出版的一本书，书中有一方程与Kane

的一样. 文献 [20]指出，有些过高评价称 “Lagrange

方程是 Kane 方程的特殊情况”，“Kane 方程与动力

学普遍方程完全等效”等是不合理的. 实际上，Kane

方程是由 d′Alembert–Lagrange 原理走向分析力学

方程的一个中间结果. 正如周起钊先生 80 年代末说

的，Kane 走到分析力学的门口就停下来了. 可见，

Kane方程不属于分析力学.当然，Kane方法也有它

的好处.

4 分析力学的积分方法

(1) Lagrange 方程的降阶法

包括: ①利用循环积分的 Routh 降阶法; ②利

用能量积分的 Whittaker 降阶法

在一些限制下，上述方法也可推广应用于某些

非完整系统.

(2) Hamilton 方程的积分方法

包括：①Poisson方法；② Jacobi方法；③正则

变换；④积分不变量；

(3) 通用积分方法

包括：①场积分方法；②势积分方法；③ Jacobi

最终乘子法；④Noether 对称性方法；⑤Lie 对称性

方法；⑥形式不变性方法；⑦Lagrange对称性方法.
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5 分析力学的专题和几何力学

5.1 分析力学的专题

包括：(1)准坐标下完整和非完整系统的方程；

(2) 耗散函数的 Lagrange方程；(3) 初始运动问题；

(4) 打击运动的 Lagrange 方程；(5) 运动稳定性与

小振动理论；(6) 刚体定点转动问题的分析动力学；

(7) 相对运动动力学；(8) 变质量系统动力学；(9) 事

件空间动力学；(10) 可控系统动力学；(11) 机电系

统的 Lagrange 方程；(12) Lagrange 力学逆问题；

(13) 梯度系统与约束力学系统.

5.2 几何力学

(1) 3 本圣经

Abraham等 [21]，Arnold[22] 和 Godbillion[23] 的

3 本著作被称为几何力学的 3 本圣经. Arnold 指

出：“事实上，很多数学方法和概念都在经典力学中

得到应用，如微分方程和相流，光滑映射和流形，李

群和李代数，辛几何和各态历经理论.许多现代数学

理论产生于力学中的问题，只有在后来才达到抽象

的公理形式，并且使得它们难以理解. ”[22]

由于 Lagrange，Hamilton，Jacobi，Poincaré，

Lyapunov 等的工作十分完美，19 世纪末人们普遍

认为，再没有什么更本质的东西可以补充到有限自

由度动力系统中了. 20世纪 60年代以来，由于大范

围微分几何的发展和流形上泛函分析的发展，促成

了分析力学的几何化. 上述 “三本圣经”是几何力学

的代表作.

(2) 我国有关几何力学的工作

由于近代微分几何比较难学，我国有关工作还

较少. 文献 [24] 介绍了分析力学的数学方法，其中

有 Lagrange 力学与 Hamilton 力学的几何框架. 20

世纪 80年代至 90年代，有关工作，如文献 [24-33]，

大多还是初步的.

6 结 语

本文对分析力学的定义和内容做一归纳，并提

出一些看法. 希望能找到既能反映历史又能反映

现状的关于分析力学的定义. 相信分析力学还会发

展，内容也还会扩充.
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