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复杂结构动力模型降阶方法研究
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(河南科技大学土木工程学院力学系，河南洛阳 471023)

摘要 复杂结构动力模型降阶是结构动力分析中的一项关键技术. 总结了复杂结构模型动力分析中常用

到的多种模型降阶方法，分析和比较了各种方法的特点，并对今后的可研究方向提出了一些建议.
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Abstract The dynamic model reduction is an important technology in the structural dynamic analysis. In

this paper, various features of the model reduction methods are discussed and compared, which are commonly

used in dynamic analysis of complicated structures. Some suggestions are made for the future researches.
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大型复杂结构系统的模型降阶一直是结构动

力学研究中的重要课题. 过去的几十年里有限元理

论、方法、软件及其应用取得了巨大的进步，大量的

商业软件如 ANSYS, NASTRAN等被广泛应用于结

构有限元模型的建立和分析. 现代结构分析经常面

临复杂工程结构、机械系统和微电子系统等，且复

杂程度越来越大，为了精细地描述这类结构，利用

当前计算机设计和有限元技术建立的这类结构的有

限元模型通常规模很大，具有几十万甚至上千万个

自由度. 尽管现代的超级计算机有可能处理这么大

规模的工程问题，但是采用全模型的模拟依然是需

要很大计算量和耗时的，计算量在某些问题中依然

是一个瓶颈. 对于结构静力分析，大规模计算模型的

计算效率还可以接受，但是由于结构动力分析的计

算量要比静力分析大几个量阶，几乎不可能采用这

样的模型进行结构动力分析. 此外，动力学性能 (如

频率、振型) 往往是结构总体的性能，这些模型包含

过多的细节，直接采用这些模型进行动力分析，得到

的结果有时反而干扰了我们对总体性能的认识. 因

此，在结构动力学领域，构造适用于动力分析的大型

复杂结构的降阶模型，在大幅度降低计算量的同时

获得有足够精度的动力响应，是结构动力学模型降

阶的基本目的.

随着结构动力学研究的进一步深入，结构动力

学参数识别、载荷反演等反问题，结构动力优化和

振动主动控制等成为研究热点，这些问题不仅仅要
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求减少计算量，而且对降阶得到的降阶模型也提出

了更新的需求. 例如，在结构系统的参数识别问题

中，参数估计过程伴随着参数的不断修改，计算模

型要不断地修改，需要进行有限元分析和优化问题

的求解，原结构模型的自由度数如果过大，这个识别

过程就很难实现. 在大型复杂结构的振动控制问题

中，模型降阶是一个基本问题.由于控制系统设计的

复杂性和造价昂贵，控制模型的规模不能太高，如果

结构系统模型的自由度太大，就会产生控制器及观

测器的 “溢出” 等问题. 如果需要研究大型复杂结构

的动力性能 (如频率) 的多约束多工况的优化，优化

迭代中大量的动力学分析也是非常耗时的. 而且待

优化的结构除了受到多个不同工况的载荷，有些结

构在不同工况时可能改变支撑条件，例如，大型结构

处于运输、吊装和服役的不同条件，希望得到在不同

支撑条件下都可以使用的降阶近似模型.

复杂结构的初步设计和总体设计阶段也需要降

阶模型. 火箭、火车车厢和高层建筑等这类大型复杂

结构的共同特征是：它们的纵向尺度显著大于横向.

在具备大规模计算能力之前，人们经常依靠丰富的

经验，忽略或近似处理大量结构细节，包括对结构上

的开孔、加肋、不同部位可能采用不同材料、不同组

成元件 (杆、梁、板、壳和块体)进行近似处理，采用

各种均匀化近似将这类复杂梁式结构降阶为梁，利

用这一高度降阶的模型，工程师在初步设计阶段估

计结构的静动力性能，确定和分配作用在结构各组

成部分上的载荷，考虑结构方案修改的影响，虽然

这样的计算精度较差，但在初步设计阶段，这样的

结果对进一步的设计仍有重要的参考价值. 现在利

用计算机设计和有限元分析的能力，人们可以建立

这些结构的大规模有限元模型，充分考虑结构的很

多细节. 但是建立这些结构的梁模型仍然是火箭设

计等工业部门在初步设计和总体设计阶段的需求，

对于年轻的设计师们来讲，由于缺乏相关经验，将这

类结构降阶为梁模型是一个很艰巨的任务.

因此基于复杂结构的精细有限元模型，用较少

工作量获得一个能够近似预测结构动力性能，满足

工程初步设计、优化、模拟等任务的降阶计算模型，

在很多设计部门仍然非常有价值. 本文将常用的降

阶模型分为代理模型和物理降阶模型，分别论述了

两种降阶模型中常用的模型降阶方法，分析和比较

了它们各自的特点，为各种模型降阶方法的应用提

供了参考.

1 代理模型

代理模型 (surrogate model) 又称数学模型，是

指用一个小计算量的数学表达式来代替原有复杂结

构，要求其计算结果能够与复杂结构的数值分析或

者实验结果接近. 常用到的代理模型近似方法有响

应面 (response surface) 模型、克里金模型、人工神

经网络 (artificial neural networks) 模型以及支持向

量机 (support vector machine) 模型等. 构造代理模

型主要包括 2 个方面的内容，首先要选取构造模型

的样本点，选取方法与代理模型的取样策略有关；

其次是数据拟合与模型的建立.

应用代理模型方法建立复杂结构的动力学降阶

模型是指在设计变量空间中用试验设计的方法选择

一批样本点，通过实验或动力学分析获得这些样本

点的结构动力学响应，通过数据拟合建立复杂结构

动力学响应的代理模型. 用代理模型替代原有复杂

结构进行动力学数值模拟或者优化，以大大减少计

算量. 在结构动力优化问题中，这些代理模型的近

似函数可能是目标函数或者约束函数.

1.1 响应面模型

1951年 Box等 [1]首先提出了响应面方法，1966

年 Hill等 [2] 回顾了响应面法，并在化学领域进行了

一些初步应用. Myers 等 [3] 和 Khuri 等 [4] 对响应

面方法进行了比较全面的论述，国内的学者在响应

面方法探索方面也做了大量工作 [5-9]. 近年来依赖

于计算机和数值技术的快速发展，响应面方法被广

泛地应用到基于计算机数值模拟的工程结构分析和

优化中，用来构建复杂结构分析和优化的近似函数

模型 [10-20].

响应面方法的数学表达式通常选取二次多项式

的形式，表示如下

f(x) = β0 +
m̄∑

i=1

βixi +
m̄∑

i=1

m̄∑

j>i

βijxixj (1)

式中，m̄ 是设计变量的个数，x = (x1, x2, · · · , xm̄)T

是设计变量，β0, βi, βij 是待定系数，一个完整二次

型多项式响应面模型的待定系数个数为 (m̄+1)(m̄+

2)/2，多项式拟合的关键就是求解这些待定系数. 一

般样本点取样个数通常大于 (m̄+1)(m̄+2)/2，将样

本点及相应的响应值代入式 (1)，通常利用最小二乘

法求解可得到各个待定系数的值.根据式 (1)中各变

量的系数大小，可以判断各个设计变量的变化对结

构响应的影响. 响应面的缺点是处理高度非线性问
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题时的拟合预测效果比较差，而且还要防止出现过

拟合.

1.2 克里金模型

克里金模型最早由南非地质学家 Danie Krige

在 1951 年提出. 它是以已知样本信息的动态构造

为基础，充分考虑设计变量在空间上的相关特征，

建立问题的近似函数，用来模拟某一点的未知信

息 [21]. 目前 MATLAB 软件中设置了克里金模型

工具箱 “DACE”[22].

克里金模型由多项式和随机分布两部分组成，

响应值和设计变量值之间的关系可表示如下

y(x) = f(x) + z(x) (2)

式 (2)中 f(x)是关于 x的多项式，提供了模拟在设

计空间中的全局近似. z(x) 表示随机分布的误差，

主要用来模拟局部的偏差，需要满足统计特性

E[z(x)] = 0

Var[z(x)] = σ2

Cov[z(xi), z(xj)] = σ2[R(c, xi, xj)]





(3)

式 (3) 中 xi 和 xj 表示任意 2 个设计值样本点.

R(c, xi, xj) 表示样本点之间的空间相关性，c 为参

数的相关函数.

克里金模型在过去的几十年中得到了广泛应

用 [23-27]. 克里金模型具有局部统计特性，在拟合

非线性程度较高的问题时的效果比较理想，缺点是

构造模型所用的时间比响应面模型要多.

1.3 人工神经网络模型

建立人工神经网络的目的是通过模拟生物大脑

(主要人类大脑)，实现与大脑相类似的功能. 人工神

经网络具有自适应、非线性处理以及分布式储存信

息等特点，已经广泛应用在智能控制、模式识别、优

化等领域.神经元是神经网络的最基本单位，按照一

定的规则将多个人工神经元组织在一起，就建立了

最基本的人工神经网络 [28]. 常用的神经网络模型是

前向网络，一般由输入层、中间层 (隐含层) 和输出

层 3 部分组成. 定义神经元的输入

I =
n∑

i=1

wixi − θi (4)

相应的神经元输出

y = f(I) = f
( n∑

i=1

wixi − θi

)
(5)

式中，xi(i = 1, 2, · · · , n)是输入信号，wi表示输入信

号 xi 与神经元连接的权值，θi 表示神经元的阈值，

f 是相应的传递函数.

相对于其他代理模型，人工神经网络模型的构

造过程相对简单，网络结构确定以后就能够模仿人

类智能，利用反馈机制在网络模型内部进行隐式推

理，建立相互关联事物之间的关系，提高了模型的

计算速度. 不足之处在于其中间建模过程是不可知

的，无法判断各种输入因素的影响大小. 为改进这

一不足，Varadarajan 等 [29] 提出了混合构造模型的

方法，具体是指将响应面模型和人工神经网络模型

二者结合建立代理模型.

1.4 支持向量机模型

支持向量机 [30] 方法是 Cortex等 [31] 在统计学

理论的基础上于 20 世纪 90 年代提出的. 其基本思

想为：首先通过定义适当的内积函数实现非线性变

换，将输入空间变换到另一个高维空间，然后在这个

新的空间中求取最优线性分类面或回归函数 [32]. 该

方法具有以下几种优点：

(1)只针对有限个样本的情况，其目标是获得已

有信息下的最优解；

(2) 方法实质上是通过二次型寻优问题得到全

局最优点，避免了在人工神经网络方法中出现的局

部极值问题；

(3) 方法通过非线性变换将实际问题转换到一

个高维特征空间，用高维空间中构造的线性判别函

数实现了原实际问题中的非线性判别函数，这一特

殊性质保证了支持向量机具有较好的推广能力，同

时其算法复杂度与样本维数无关.

代理模型的构造需要在一系列试验点上对原复

杂结构进行动力分析，模型的精度除了依赖于试验

点的数量，还依赖于试验设计点的选择.如果设计变

量数量很多，则需要的样本点多，原复杂结构的动力

分析工作量很大；如果设计空间很大，响应量的非线

性程度很高，代理模型也需要多次修改，计算效率就

比较低. 利用代理模型方法建立的复杂结构的近似

模型，失去了原有模型的物理意义，工程师们面对这

类近似模型时往往看到的是一系列没有任何物理意

义的数学表达式，不便于进行原有结构的参数调整.

2 物理降阶模型

不考虑阻尼影响，复杂结构动力分析的有限元
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控制方程可以表示为

MÜ + KU = F (6)

式中，M，K 为 n × n 的方阵，分别是结构的质量

矩阵和刚度矩阵；U，Ü 是 n 维列向量，分别是结

构位移和加速度响应向量；n 维列向量 F 是作用在

结构上的载荷. n 表示原复杂结构模型的自由度数.

模型降阶需要引入位移转换方程

U = TQ (7)

将方程 (7) 代入方程 (6) 中并在方程两边同时左乘

T T，可得到降阶后的动力学方程

MRQ̈ + KRQ = F R (8)

式中，T 是由m个减缩基向量组成的 n×m (m ¿ n)

的减缩基矩阵，Q是 m维列向量，m表示降阶模型

的自由度数. MR = T TMT , KR = T TKT 分别是

降阶模型的质量和刚度矩阵，F R = T TF 为降阶模

型的载荷向量.

从物理上看，为了由原复杂结构模型建立高精

度的降阶模型，最好能充分利用原问题的力学特

征，选择一组合适的减缩基向量，将大型结构的动

力学问题降阶. 文献中已经提出很多不同的物理模

型降阶方法，这些方法的主要区别是它们的减缩基

T 的构造，不同的减缩基会引起不同的计算精度和

效率，效率和精度一般来说是矛盾的，需要根据不同

的问题在精度、效率之间做出抉择.下面分别介绍结

构动力模型降阶常用到的几种物理模型降阶方法.

2.1 Guyan 静力凝聚方法

静力凝聚方法最早由 Guyan[33] 和 Irons[34] 在

1965 年提出. 方法将结构有限元模型的自由度分为

主自由度 (primary degree) 和副自由度 (slave de-

gree)，取主自由度为降阶模型的自由度，副自由度

被凝聚掉. 假设在副自由度上没有载荷作用，式 (6)

可以按照主副自由度写成下面的形式


Mpp Mps

M sp M ss








Üp

Ü s



 +


Kpp Kps

Ksp Kss








Up

U s



 =





F p

0



 (9)

式 (9) 中下标 p, s 分别为主副自由度对应的坐标.

不考虑惯性力对副自由度平衡方程的影响，由

式 (9) 第 2 个方程可得

KspUp + KssU s = 0 (10)

于是可得




Up

U s



 =


 I

−K−1
ss Ksp


Up = TUp (11)

I 是 m×m 的单位阵，因此可以得到静力凝聚方法

的减缩基矩阵为

T =


 I

−K−1
ss Ksp


 (12)

Guyan 静力凝聚法在位移空间中实现了降阶，

保留了原结构的部分物理意义. 但不考虑惯性力对

副自由度平衡方程的影响，如果主自由度的选择能

够较好描写低阶模态，原结构系统的低阶模态计算

结果可以较为精确，求解高阶模态时往往误差很大.

由式 (12) 可知静力凝聚的减缩基 T 与 Kpp 无

关，这一特征在结构优化、修正和重分析中非常有

用 [35]. 在参数优化或者修正中，如果选择受到参数

改变影响的自由度作为主自由度，则不需要重新计

算减缩基 T . 该方法已经广泛应用到许多商业有限

元软件上，如 ANSYS, NASTRAN 等.

2.2 动态凝聚方法

由于静力凝聚法忽略了惯性影响，降阶模型的

精度对动力问题的较高阶特性来讲非常低. 为了

得到较高精度的降阶模型，主自由度的选择需要非

常小心而且数量很多. 为了改进静力凝聚方法的缺

点，在推导降阶方程时部分或者全部考虑副自由度

与主自由度之间的惯性影响，发展了许多动态凝聚

方法. Kuhar 等 [36] 首先提出了动态凝聚方法.

与式 (6) 相对应的结构动力学广义特征值方程

为

(K − λM)ϕ = 0 (13)

同样按照主副自由度将方程 (13) 写作




Kpp Kps

Ksp Kss


− λ


Mpp Mps

M sp M ss











ϕp

ϕs



 =





0

0



 (14)

方程 (14) 可以展开为
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(Kpp − λMpp)ϕp + (Kps − λMps)ϕs = 0 (15)

(Ksp − λM sp)ϕp + (Kss − λM ss)ϕs = 0 (16)

由式 (16) 可得主副自由度之间的关系式为

ϕs = R(λ)ϕp (17)

R(λ) = −(Kss − λM ss)−1(Ksp − λM sp) (18)

则 Kuhar 动态凝聚方法的减缩基矩阵为

T =


 I

−(Kss − λM ss)−1(Ksp − λM sp)


 (19)

I 是 m × m 的单位阵. 由式 (19) 可知，当 λ = 0

时，动态凝聚方法的减缩基 T 与式 (12)一样，因此

静力凝聚方法可以看作是动态凝聚的一个特例. 动

态凝聚方法的减缩基 T 是未知特征值 λ的非线性函

数，不同的特征值 λ 对应一个不同的凝聚矩阵. 求

解特征值时，λ是未知的，确定这一动态减缩基 (19)

需要迭代.

在此基础上又发展了许多改进的动态凝聚方法.

Paz[37-38] 给出了完全基于迭代的动力减缩，使动力

减缩矩阵处于不断的迭代更新中，直到达到指定的

收敛值，减少了由于主、从自由度选择的不同对计算

精度的不良影响. Rothe 等 [39] 和 Kim[40] 提出了新

的加速迭代的动态凝聚方法. 国内学者张德文等 [41]

提出了基于广义逆的计算精度相对较高的模型减缩

技术. 瞿祖清等 [42-43] 提出一种基于广义逆的迭代

算法，给出了反映系统主、副自由度变形关系的动态

凝聚矩阵的迭代求解方法.

针对具有非线性阻尼结构的模型. Kane 等 [44]

在 1991 年首先提出了对于一般非线性阻尼结构的

模态凝聚方法，Rivera 等 [45] 对此类问题提出了一

种迭代的动力减缩方法，在此基础上瞿祖清等 [46-49]

对这类模态凝聚方法做了进一步的发展和总结.

2.3 改进的降阶系统 (improved reduction sys-

tem, IRS) 方法

1989 年 O’Callahan[50] 提出来的 IRS 方法是

将 Guyan 静力凝聚的结果作为惯性项进行改进的

方法，计算结果在低阶频率是吻合的,而且精度要比

Guyan 静力凝聚高.

将式 (18)做 Kidder[51] 展开并代入到式 (17)中

可得

ϕs ≈ −[K−1
ss Ksp + λ(−K−1

ss M sp+

K−1
ss M ssK

−1
ss Ksp)]ϕp (20)

由 Guyan静力凝聚得到的降阶模型的特征值问题可

表示为

KGϕp = λMGφp (21)

由于降阶模型的质量阵是正定的，在式 (21) 两边同

时乘以M−1
G 可得

M−1
G KGφp = λϕp (22)

将式 (22) 代入到式 (20) 的右半边可得

ϕs ≈ [−K−1
ss Ksp+

K−1
ss (M sp −M ssK

−1
ss Ksp)M−1

G KG]ϕp

(23)

因此可得到 IRS 方法的减缩基 T 为

T =

 I

−K−1
ss Ksp +K−1

ss (M sp−M ssK
−1
ss Ksp)M−1

G KG




(24)

式 (21)中 KG, MG 分别是利用 Guyan静力减缩基

计算得到的降阶模型的刚度阵和质量阵. 由式 (24)

可知 IRS 方法的减缩基 T 已不再依赖于原有模型

的特征值 λ. 但这种方法得到的降阶刚度矩阵非常

复杂，而且降阶质量矩阵不满足正交检验. 在此基

础上 Friswell 等 [52] 提出了一种改进的动态 IRS 方

法，并通过算例证明了该方法的收敛性 [53].

上述 3 种物理模型降阶方法的关键在于主自由

度的选择，怎么选择、选择多少自由度作为主自由

度影响到降阶模型的精度. 对于主自由度的选择和

选择多少的问题，依然是研究的热点 [54-59]. 如果关

心的是低阶的振动特性，选择主自由度有以下几个

基本原则：选择主自由度的个数必须是想要得到模

态数的两倍以上；把预计结构要振动的方向的自由

度选为主自由度；在相对较大质量或较大的转动惯

量的位置选择主自由度；在施加力或者非零位移的

位置选择主自由度；从定量的角度出发，选择 m 个

对角元素的比值Kii/M ii最小的位置所对应的自由

度为主自由度.

2.4 里茨 (Ritz) 法

里茨法最早由Wilson等 [60]在 1982年提出，方

法的基本特点是根据外载荷空间分布模式按一定规

律生成一组里茨向量，将这组与载荷相关的基向量
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作为振型叠加的基函数，这样可以避免漏掉外载荷

可能激起的振型和引入不可能激起的振型，所以能

够显著提高计算效率. 里茨向量求解步骤如下 [61]：

(1)计算结构的刚度矩阵K，质量矩阵M 及外

载荷矢量 F

(2) 生成 x1，先求解

x̂1 = K−1F (25)

正则化

x1 = x̂1/(x̂T
1 Mx̂1)1/2 (26)

(3) 生成 xi (i = 2, 3, · · · , r)

求解

x∗i = K−1(Mxi−1) (27)

正交化

x∗∗i = x∗i −
i−1∑

j=1

(x∗Ti Mxj)xj (28)

正则化

xi = x∗∗i /(x∗∗Ti Mx∗∗i )1/2 (29)

(4) 得到结构的前 m 阶里茨向量

x = (x1,x2, · · · ,xm) (30)

式 (30) 就是利用里茨法降阶模型的减缩基，降阶模

型的精度与 Ritz基的选择有关. 在此基础上，Nour-

Omid 等 [62]，Gu 等 [63] 改进了里茨法. 子空间迭代

法 [64] 实现了里茨法基向量的反复使用和逆迭代，

显著提高了计算精度.

2.5 模态综合法 (component mode synthesis,

CMS)

由于实际工程结构越来越复杂，结构的不同部

件常常在不同的地区、不同的部门设计和生产. 即

使在同一地点生产，受动力学实验条件 (例如振动

台的规模) 和计算条件的限制，一般只能进行部件

的实验和分析，因此过去几十年里学者研究和发展

了模态综合法 (CMS).

模态综合法又称动态子结构法，该方法的基本

思想 [64] 是先将一个复杂结构剖分为若干个便于

进行动力分析的子结构，然后对每一个子结构都算

出少数几个固有模态及静变位模态，再将所有这些

子结构的模态集合起来，作为对整个结构进行里茨

法分析的广义坐标基底，按照这些基底进行坐标变

换，建立降阶模型. 根据子结构交界面处理方法的

不同，可以将模态综合法分为固定界面法 [65-66]，自

由界面法 [67-68] 和混合界面法 [69] 等. 在过去的几

十年中广泛研究了许多改进的模态综合法 [70-72]，

Craig[73] 在 1995 年对此做了归纳和总结.

模态综合法的实现可以分以下几个基本步

骤 [74]：

(1)总结构分割为若干子结构. 将整个结构按照

工程结构部件的自然组织情况和几何轮廓分割成若

干子结构，分割的子结构要便于进行独立试验和计

算.

(2) 各子结构的模态分析. 通过数值分析、试验

方法等对各子结构独立地进行模态分析并获得各子

结构的模态信息，保留其主要模态信息，略去高阶模

态，从而达到模型降阶的目标.

(3)各子结构运动方程的集成. 在各个子结构模

态分析的基础上，将各个结构的模态信息按照交界

面的协调条件装配，获得自由度大大降低的整个结

构运动方程. 求解此低阶方程便可获得结构的各阶

固有频率和模态坐标下的主振型.

(4)子结构再现. 实际问题中学者感兴趣的是物

理坐标下的振动特性，因此必须完成由模态坐标返

回到各子结构物理坐标的转换，进一步得到实际结

构的固有振型和位移等动态响应.

国内相关方面的研究工作也有很多. 向树红

等 [75] 归纳和总结了提高固定界面模态综合方法计

算精度的研究进展. 邱吉宝等 [76] 介绍了模态综合

法在运载火箭动力学分析中的应用，并利用实验模

态对子结构进行了修正，实现了航天器复杂结构模

型的修改 [77]. 杜飞平等 [78] 归纳和总结了 2010 年

以前模态综合法在航天结构中的应用. 王建军等 [79]

研究了模态综合法在航空发动机失谐叶盘振动减缩

模型中的应用.

大型通用有限元软件 ANSYS 集成了固定界面

和自由界面的模态综合法，向用户提供了友好的模

态综合法向导，可以方便地定义超单元和交界面，

而且可以对模态综合法分析生成的文件进行管理和

组织 [80].

利用模态综合法可以将大规模的动力计算分

解为若干个小规模的动力计算，有效提高了计算效

率，而且各个子结构可以在不同的时间利用不同的

方法进行分析，甚至可以是一部分子结构采用实验

方法，另一部分子结构采用数值模拟，整体结构中某

一局部子结构修改和优化不影响其他结构部件，使

得结构的动力修改和优化工作变得简单.
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界面位移凝聚法 [81] 将模态综合法与静动力凝

聚方法相结合，将各子结构的刚度矩阵和质量矩阵

特性凝聚到其边界点 (或者称为 “出口点”) 上，避

免了各子结构的特征值分析. 将所有凝聚后的子结

构在其出口点进行连接，按照通常的组装刚度阵和

质量阵的方法建立降阶后的刚度阵和质量阵，就达

到了模型降阶的目的，所有出口点自由度数的和就

是降阶后模型的阶数.

绝大多数的大型特征值问题可以用上述几种物

理模型降阶方法解决，但是在一些方面诸如参数识

别、结构动力优化等方面，这些方法的应用还存在着

不足. 首先大多数降阶方法在模型降阶过程中都在

寻求最优的减缩基，以提高降阶模型的计算精度，

造成了降阶后的模型不再具有物理意义，如 IRS 方

法. 其次当原结构模型的一些参数 (集中质量分布、

边界条件等)改变时，需要重新利用这些降阶方法建

立新的降阶模型. Guyan 凝聚，模态综合法等需要

大量的矩阵操作，占用了模型降阶的大部分时间. 而

且这些降阶模型的成功运用大多依赖于使用者的经

验，例如静动态凝聚中的主自由度的选择等. 在此

基础上，近年来不少学者提出了一些新的物理模型

降阶方法，弥补了上述几点不足.

2.6 局部刚体化动力模型降阶方法

郑淑飞等 [82] 和刘斌等 [83] 提出了局部刚体化

动力模型降阶方法. 该方法以结构精细有限元模型

为基础，将结构分成若干同步性区域并采用刚体位

移模式近似每个区域真实的位移，再通过整体应变

能误差最小修正变形，得到一组减缩基向量,在此基

础上建立精度较高的降阶模型. 王文胜等 [84] 对此

方法做了改进，并成功运用到基于降阶模型的结构

优化及结构振动主动控制上 [85].

局部刚体化动力模型降阶方法的减缩基 T 表达

式为

T = K−1[(RTR)−1RT]TRTKR (31)

式中, K为原结构模型的刚度矩阵，R是模型整体坐

标位移转换矩阵. 将结构划分为 n 个同步性区域，

则 R 可以表示为

R =




R1

R2

. . .

Rn




(32)

Rn 表示每个区域的位移转换矩阵，它是由每个区

域内各个节点的位移转换阵组成. 每个同步性区域

i 内任一点 j 的运动可以用该区域质心处的 6 个基

本准刚体模态进行叠加，式 (33) 给出了这一关系的

具体表达式. 式 (33) 中 uj 表示第 j 点的位移向

量，qi 表示该区域的刚体模态，xcj，ycj，zcj 表示第

j 点坐标与该区域质心坐标的差值，Rij 表示区域 i

内任一点 j 的位移转换矩阵.

uj =





ujx

ujy

ujz

ujθx

ujθy

ujθz





=




1 0 0 0 zcj −ycj

0 1 0 −zcj 0 xcj

0 0 1 ycj −xcj 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1




·





qix

qiy

qiz

qiθx

qiθy

qiθz





= Rijqi (33)

基于变形修正的局部刚体化动力模型降阶方法

计算过程简单，不足之处是经过变形修正后的减缩

基失去了物理意义，由于要对结构刚度矩阵求逆，

除了计算工作量大，该方法对于无约束边界条件的

模型不适用.

2.7 基于局部插值的结构动力模型降阶方法

邓佳东等 [86] 提出了基于局部插值的结构动

力模型降阶方法，该方法以复杂结构有限元模型为

基础，通过非协调元的插值函数作为局部降阶基向

量，以位移插值的形式将复杂结构的有限元模型中

节点位移凝聚，实现了原结构广义特征值问题的降

阶，建立精度较高的降阶模型.

如图 1所示平面问题,细线所示网格为原模型有

限元网格，节点 a 为原有限元模型上任意一节点，

在其周围有 4 个凝聚点 (图示点 1, 2, 3, 4) 构成的

四节点有限大单元，如何将节点 a 的位移用其周围

的凝聚点的位移来表示. 基于局部插值的动力模型

降阶方法假定节点 a的位移仅依赖于图示 4个凝聚

点，即节点 a 的位移由 1, 2, 3, 4 凝聚点的位移插值

得到，插值函数取为 4 个凝聚点 1, 2, 3, 4 所构成的

四节点有限大单元的形函数，则

ua = Na{UT
1 ,UT

2 ,UT
3 ,UT

4 }T (34)
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式中，ua 为节点 a 的位移列向量，Na 为四节点

有限大单元的形函数矩阵在节点 a 处的值矩阵，

U1,U2,U3,U4 分别为 4 个凝聚点的位移列向量，

上标 T 表示转置. 同理有限元模型中的所有节点的

位移均可通过其所依附的凝聚点位移插值得到，将

它们集合起来就得到插值函数组成的动力模型减缩

基矩阵

N =
nn∑

i=1

GT
i N iG

′
i (35)

式中，nn为有限元模型中节点的数目，Gi 为第 i号

节点的波尔矩阵，G′
i 为第 i号节点所依附的凝聚点

的波尔矩阵.

图 1 节点 a 所依附的凝聚点

2.8 基于梁平截面假设的复杂细长结构动力模型

降阶方法

针对纵向尺度显著大于横向的火箭等复杂梁式

结构，王文胜等 [87]提出了基于梁平截面假设的结构

动力模型降阶方法. 该方法基于梁理论中的平截面

假设，将结构每个截面上的有限元节点通过位移转

换矩阵凝聚到该截面的形心，从而快速建立了用于

模型降阶的减缩基向量. 对于具有大开口的结构，

用数值方法得到表示截面翘曲变形的翘曲基向量，

弥补了平截面假定的不足.

该方法节点位移转换矩阵和式 (33) 一样，对于

结构上第 i个截面，截面内的 n̄i 个有限元节点均凝

聚到该截面形心处，则有

U i = T iqi (36)

式中，U i = (ui1,ui2 · · · ,uin̄i
)T 表示这一截面内有

限元节点的位移向量，T i = (Ri1,Ri2, · · · ,Rin̄i
)T表

示这一截面的位移转换矩阵，qi 表示该截面形心处

的准刚体模态.

将具有 s 个有限元节点的整个结构沿长度方向

剖分为 p (p ¿ s)个这样的截面，则整个结构的位移

转换关系式为

U =





U1

U2

...

Up





=




T 1

T 2

. . .

T p








q1

q2

...

qp





= TQ

(37)

式中, U 表示整个结构节点位移向量，是 6s × 1 的

列向量. Up 表示第 p个截面内节点的位移向量，T p

表示第 p 个截面内节点的位移转换矩阵，大小已经

扩展为 6s×6，只在相应节点自由度的位置具有非零

元素行. qp 表示第 p 个截面形心处的刚体模态，Q

表示所有截面形心位移组成的向量，大小为 6p×1，

T 表示 6s× 6p 的总体位移转换矩阵，因为 p ¿ s，

模型降阶后自由度数得到大大降低，降阶模型是只

有 p 个节点 (6p 自由度) 的梁模型，其未知量是轴

线节点的位移、转角和截面翘曲量等，具有明确的物

理意义.

该方法可以充分利用现有大型有限元程序提供

的各种信息，计算量非常低，由于基向量是局部的显

式，逐单元计算它们对降阶模型质量和刚度阵的贡

献，计算量和存贮量可进一步降低. 由于减缩基的

建立过程不涉及刚度阵求逆且减缩基恒定，基于本

方法可以很方便地建立原复杂结构在自由 --自由状

态的降阶模型，在此基础上 Wang 等 [88] 实现了多

种边界条件下结构的频率分析和考虑频率约束的轻

量化设计. 对于非梁式结构或者结构有限元网格剖

分沿轴向不规整的情况，该方法不适用.

与基于梁平截面假设的模型降阶方法相似，

Erasmo 等 [89] 假设结构截面上的位移是高阶展开

的多项式，建立了能够模拟原结构弯扭耦合等情况

下振动模式的降阶梁模型.

2.9 控制理论领域的降阶方法

控制理论中模型降阶是很基本的问题, 因此发

展了大量的模型降阶方法. 最优控制理论中的模

型降阶方法往往强调结构的动力特征得到保留，如

要求降阶模型和原模型具有相同的可观察性和可控

性；构造这些降阶方法时，要求原模型的传递函数

和降阶模型的传递函数的前若干阶矩相等. 多年来

发展起来的方法有平衡截断近似 (balanced trunca-

tion approximation)[90-91]、奇异摄动近似 (singular

perturbation approximation)[92-93]、最优投影法 (op-

timal projection)[94]、模态价值分析法 [95] 和 Krylov



第 2 期 王文胜：复杂结构动力模型降阶方法研究 179

子空间法 [96-98]. 这些方法有它们的优点，但是对于

自由度比较大的有限元模型进行降阶存在困难，并

且由这些方法得到的子空间基底向量没有明确的物

理意义.

其中 Krylov子空间法是在控制和计算数学领域

近年来受到广泛重视的方法，与结构动力学采用的

里茨向量法很接近. 基于 Krylov 子空间，可构造用

于动力模型降阶的基向量 T .

T = (K−1F , (K−1M)K−1F , · · · ,

(K−1M)n−1K−1F ) (38)

式中，M，K 分别为原结构模型的刚度阵和质量

阵，初始向量 F 可以是静力问题中外力向量、动力

问题中的外部激振力幅值，也可以是假定的向量. 不

足之处是需要人工选择合适减缩基的阶数来降低降

阶模型的误差.

3 结论与展望

复杂结构动力模型降阶方法在结构动力学分析

计算中已经得到了广泛的应用，多年来基于不同的

研究领域和出发点，发展出了很多模型降阶的方法.

随着新的研究领域的扩展，对模型降阶方法也提出

了一些新的要求和可研究方向：

(1)有效减缩基的选择，如果选择的基向量与设

计变量无关，则降阶模型的刚度阵和质量阵有可能

可以表示为设计变量的显式函数，因此修改设计变

量时的降价结构的动力分析工作量非常小，可以得

到效率很高的优化方法.

(2) 大型复杂结构的多工况多约束的降阶研究.

有些结构在不同工况时可能改变支撑条件，因此需

要发展新的模型降阶方法，建立的降阶近似模型能

够满足在不同支撑条件下使用.

(3)结构动力学结合控制理论的新减缩技术，如

将静力凝聚法、动力凝聚法和 Krylov子空间法等结

合发展一体化降阶方法.

(4) 基于大型商用有限元程序上的二次开发.

(5)模型降阶方法在新型问题中的应用问题，如

基于降阶模型的结构可靠度分析、局部非线性动力

学问题.
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