
第 2 期 王启智等：用能量图形面积法计算非线性弹性材料任意加载方式的能量释放率 245

用能量图形面积法计算非线性弹性材料任意加载

方式的能量释放率
1)

王启智 2) 张财贵 周 妍 杨井瑞

(四川大学土木工程及应用力学系，成都 610065)

摘要 从能量释放率 G 的定义出发，用图解法，即能量图形

面积法，分别对线弹性材料和非线性弹性材料，以及在固定

位移，或固定载荷，或任意加载方式的情况下，推导出能量

释放率的计算公式. 证明不同加载方式下的非线性弹性材料

的能量释放率，在用能量图形面积法极限求导时，其数值是

一样的.
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引 言

断裂力学教材 [1-4] 讲述平面裂纹构件的能量释

放率时，一般只针对线弹性材料，加载方式或者是

固定位移，或者是固定载荷. 著名的 Irwin--Kies 公

式也是在上述条件下推出的，于是能量释放率可以

通过构件的柔度对裂纹长度的导数求得，与加载方

式无关.但是，如果对既不是固定位移也不是固定载

荷的任意加载方式，或者更进一步，材料又是非线性

弹性的，能量释放率如何计算，以及是否与加载方式

有关，有必要弄清楚. 参考文献 [5] 用解析方法给出

相关的全面的公式推导，以便于进一步的理论推导

使用，但是要求读者有相当的数学基础. 本文从不

同的视角出发，采用比较形象的能量图形面积法加

以推导，理解容易且使用方便，证明即使对非线性弹

性材料，虽然不同加载方式下的能量释放率的计算

公式在形式上有所不同，但在极限求导时它们的数

值大小是一样的，差别只是高阶小量. 参考文献 [5]

中的公式与本文的公式如果取极限写成解析公式，

本质上应该是一致的. 从 2012 年起，为了推进国

际化教学，我们在本科生和研究生的断裂力学的教

学中启用了美国著名的康奈尔大学 (Cornell Univer-

sity) 的最新原版教材 [6]，本文吸纳了该英文教材的

优点，是讲授双语课程的教学体会之一.

1 线弹性材料

能量释放率是势能对裂纹面积的变化率 [6]，如

式 (1) 所示

G =
∆W −∆U

∆A
=

∂ (W − U)
∂A

=
∂ (W − U)

∂a
|B=1

(1)

其中，W 是外力的功，U 是弹性应变能，A是裂纹面

积，A = Ba, a 是裂纹长度，B 是厚度，B = 1 时，

A = a. ∆ 代表增量，很小的增量也可以用 d 代替

∆.

1.1 固定位移加载 (A′ → B′，载荷必随 da 改变)

如图 1 所示，由于位移 δ1 固定，外力不做功，

故 ∆W = 0，∆W −∆U =①. 其中：“初” 表示裂纹

长度是 a的状态，“末”表示裂纹长度是 a+da的状

态. ∆U 为末状态 (裂纹扩展 da后)下弹性应变能与

初状态下弹性应变能的差, 即, ②–(①+ ②)=–①；

符号 ① 和 ② 分别表示对应图形的面积，具有功和

能的量纲，即力乘长度，于是

G =
∂ (W − U)

∂a
= −∂U

∂a
=
①

da
(2)

dP 表示固定位移下，与 da 相对应的 P 的增量.
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图 1 线弹性材料固定位移的加载路径 (A′ → B′)

1.2 固定载荷加载 (A′ → C ′，位移必随 da 改变)

如图 2 所示，加载载荷 P 不变，初末状态如

A′, C ′ 所示.

图 2 线弹性材料固定载荷的加载路径 (A′ → C′)

外力随位移的改变而做功

∆W=③+④=2 (①+④)

∆U=(②+③)–(①+②)=(③–①)=

(③+④)–(①+④)=(③+④)/2=①+④

则：∆W −∆U=①+④=∆U

①，②，③，④分别表示对应图形的面积.于是

G =
∂ (W − U)

∂a
=
①+④

da
(3)

1.3 任意加载 (A′ → D′，位移和载荷都随 da 改变)

如图 3 所示，既不固定位移也不固定载荷

∆W=③+④

∆U=(②+③)–(①+②)=③–①

则有：∆W −∆U=(③+④)–(③–①)=①+④，于

是

G =
∂ (W − U)

∂a
=
①+④

da
(4)

dδ 表示固定载荷或者任意加载下，与 da 相对应

δ 的增量，固定载荷时 dδ = δ2 − δ1，任意加载时

dδ = δ3 − δ1.

图 3 线弹性材料任意加载路径 (A′ → D′)

对于后两种情况都比第一种情况的 ∆W −
∆U=① 多出 ④，但总有面积 ④6 1/2(dP · dδ) ，而

面积①=1/2(dP · δ1),因为 dδ ¿ δ1，故有面积④¿
面积①，故以上 3种情况算出的 G数值上相等，都

是 G= ①/da. 注意到在参考文献 [4] 的第 56 页有

一条译者注：“原文为 ‘这一面积是与加载方式无关

的’，疑有误. ”，此书的中文译者把英文原文的意思

改为：“这一面积的大小是取决于加载方式的. ” 其

实原文并没有原则性的错误.根据上述分析，固定载

荷或者任意加载只比固定位移算的有关面积略大一

点，在极限 (即求导)意义上此微量趋于零 (见式 (1)

的第 3 个等式).

总结以上 3 种加载情况可知，计算能量释放率

G的关键量∆W−∆U 就等于裂纹长度为 a和 a+da

的载荷 --位移曲线与加载路径所围三角形的面积，

在图 1，图 2和图 3中，此三角形的两边是载荷 --位

移曲线，而第 3 边是加载路径. G 为状态量，3 种

加载情况都能得到相同的 G，而按固定位移方式求

解最方便.在极限求导的意义下，G值与加载路径无

关，都等于固定位移下的 G 值.

2 非线性弹性材料

同理可以证明，对非线性材料裂纹构件的载荷 --

位移关系式曲线，但仍可用式 (1)求其能量释放率，

上述结论仍然成立，唯一的区别是相应于线性材料

的直边三角形现在变成了曲边三角形，故面积要用

积分来算.
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2.1 对恒位移加载 (A′ → B′，载荷必随 da 改变)

如图 4 所示，位移 δ 固定，外力不做功，故

∆W = 0，于是

∆U =②–(① + ②)= –①

∆W −∆U =
∫ δ1

0

P (a, δ)dδ −
∫ δ1

0

P (a + da, δ)dδ =

−
∫ δ1

0

∂P

∂a
dadδ

图 4 非线性材料固定位移加载 (A′ → B′)

从而

G =
∂ (W − U)

∂a
= −

∫ δ1

0

∂P

∂a
dδ (5)

其中 P 即为 P (a, δ) 曲线.

2.2 对恒载荷加载 (A′ → C ′，位移必随 da 改变)

如图 5 所示，加载 P 固定. 于是

∆W=③+④

∆U=[②+③] ― [①+②]

则 ∆W −∆U=③+④–[(②+③)-(①+②)]=①+④

即

∆W −∆U =
∫ P1

0

δ (a + da, P ) dp−
∫ P1

0

δ (a, P ) dp =

∫ P1

0

∂δ

∂a
dadp

图 5 非线性材料固定载荷加载 (A′ → C′)

从而

G =
∂ (W − U)

∂a
=

∫ p1

0

∂δ

∂a
dp (6)

其中 δ 即为 δ(a, p) 函数.

2.3 任意加载 (A′ → D′，位移和载荷都随 da 改变)

如图 6所示，任意加载途径下，位移、载荷都将

随裂纹长度改变，此时

∆W=③+④

∆U=(②+③)–(①+②)

则 ∆W −∆U=③+④–[(②+③)–(①+②)] =①+④

即∆W−∆U 是计算能量曲边三角形 OA′D′=①+④

的面积，可有两种算法如下

OA′D′ = OA′B′ + A′B′D′ (算法 1)

OA′D′ = OA′C ′ −A′C ′D′ (算法 2)

相应的能量释放率也有两种算法，即:

(1) 算法 1

图 6 非线性材料任意加载路径 (A′ → D′)
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∆W −∆U = OA′B′ + A′B′D′ =
∫ δ1

0

P (a, δ)dδ −
∫ δ1

0

P (a + da, δ)dδ+

∫ δ3

δ1

[P (δ)− P (a + da)]dδ =

−
∫ δ1

0

∂P

∂a
dadδ +

∫ δ3

δ1

[P (δ)− P (a + da)] · dδ

G =
∂ (W − U)

∂a
=

−
∫ δ1

0

∂P

∂a
dδ +

∂

∂a

∫ δ3

δ1

[P (δ)− P (a + da)]dδ

(7a)

其中 P (δ) 是加载路径.

(2) 算法 2

∆W −∆U =
∫ P1

0

δ (a + da, P )dp−
∫ P1

0

δ (a, P )dp−
∫ P1

P3

[δ (a + da, P )− δ (P )]dp =

∫ P1

0

∂δ

∂a
dadp−

∫ P1

P3

[δ (a + da, P )− δ (P )]dp

G =
∂ (W − U)

∂a
=

∫ P1

0

∂δ

∂a
dp− ∂

∂a

∫ P1

P3

[δ (a + da, P )− δ (P )]dp

(7b)

其中 δ(p) 是加载路径.

分别对 (7a) 和 (7b) 用积分中值定理有：

(1) 算法 1

G = − ∂P

∂a

∣∣∣∣
P0

δ1 +
∂P ′

∂a

∣∣∣∣
P ′0

(δ3 − δ1) (8a)

其中 P ′ = [p (δ)− p (a + da, δ)]，P0 是位于 P1 和 P2

之间的某一个值，P ′0 是位于 P1 和 P3 之间的某一个

值，易知他们都是有限值.

(2) 算法 2

G =
∂δ

∂a

∣∣∣∣
δ0

P1 − ∂δ′

∂a

∣∣∣∣
δ′0

(P1 − P3) (8b)

其中，δ′ = [δ (a + da, p)− δ (p)], δ0 是位于 δ1 和 δ2

之间的某一个值，δ′0 是位于 δ1 和 δ3 之间的某一个

值，易知它们都是有限值.

从图 6 可以看出，由于 (δ3 − δ1) ¿ δ1，式

(8a) 中的第 2 项要比第 1 项小得多；同理由于

(p1 − p3) ¿ p1，式 (8b)中的第 2项也要比第 1项小

得多. 因此，若略去高阶小量，则式 (8a)与式 (5)的

计算值相等. 而式 (8b)与式 (6)的计算值相等. 事实

上，当 da → 0时，相对于三角形 OA′B′ 而言，三角

形 A′B′D′, A′C ′D′ 以及 A′B′C ′ 都是高阶小量. 因

此，对于任意加载路径 (图 6中的 A′ → D′)，由于起

始点 A′ (δ1, P1)是相同的，无论用式 (5)或式 (6)或

式 (7)算出的 G都是一样的，只要知道 P (a)--δ(a)，

也即 P (a, δ) 或 δ(a, p) 曲线关系即可计算出 G.

2.4 退化到 Irwin--Kies 公式

Irwin 的重要贡献之一就是推出 Irwin--Kies 公

式，即 G 与柔度 C 对裂纹长度的导数有关

G =
P 2∂C

2∂a
(厚度 B = 1) (9)

可以证明，对线弹性材料，分别利用式 (5)和式

(6)，以及 P =
δ

C
，δ = PC (其中 C (a)只与 a有关)

就可以推出式 (9)，由于式 (9) 对任意加载路径都适

用，这也表明 G 的计算与加载路径无关.

3 结 论

(1)从能量释放率 G的定义式 (1)出发，用图解

法，即能量图形面积法，推导出能量释放率G的计算

公式. 用于裂纹扩展的能量就是某一个三角形的面

积，此三角形的两边分别是裂纹长度为 a 和 a+da

的载荷 -- 位移曲线，第 3 边则是加载路径. 线性

弹性材料不同于非线性弹性材料之处仅在于，与 a

和 a + da 对应的那两边是直线，而非线性弹性材料

对应 a 和 a+da 的两边是曲线. 见图 1 ∼ 图 3 和

式 (2) ∼ 式 (4).

(2) 对非线性弹性材料，P (a)--δ(a) 曲线下的面

积是非线性弹性应变能，它是能量状态函数，在恒位

移或恒载荷条件下，求出它关于裂纹长度 a 的导数

就可以求出 G.

(3) 对非线性弹性材料在恒位移、恒载荷和任

意加载的能量释放率公式分别是 (5)∼(7)，经证明得

出，在极限求导时 (da →0) 三个公式的计算值相等.

(4) 当式 (5) 和式 (6) 退化到线弹性材料时，就

得到式 (9)，这就是著名的 Irwin--Kies公式，只要对

裂纹体的柔度求导即可得到 G，它可以对任意加载

路径适用 [1-4].

(下转第 244 页)
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其中 D 和 E 为积分常数，可用式 (4)中给出的初始

条件求得为

D = ẏ0 cos2 ϕ + ż0 sinϕ cos ϕ

E = y0 − ẋ0

2ω
sinϕ +

g

4ω2
sinϕ





(10)

再将式 (8) 代入式 (2) 并积分两次，得到

z (t) = −1
2
gt2 sin2 ϕ+

cos ϕ [−B cos(2ωt) + C sin(2ωt)] + Ft + G

(11)

其中积分常数 F 和 G 为可由式 (4) 中给出的初始

条件确定为

F = ż0 + (ẏ0 sinϕ− ż0 cos ϕ) cos ϕ

G = z0 +
ẋ0 cos ϕ

2ω
− g cos2 ϕ

4ω2





(12)

2 落体偏东

考虑从高度 h 处自由下落的质点，则相应的初

始条件为

x0 = 0 , y0 = 0 , z0 = h

ẋ0 = 0 , ẏ0 = 0 , ż0 = 0



 (13)

由式 (8)，式 (10) 和式 (12) 可得到

A = 0 , B = − g

4ω2
cos ϕ , C = 0

D = 0 , E =
g

4ω2
sinϕ , F = 0 ,

G = h− g cos2 ϕ

4ω2





(14)

代入式 (6) 得到向东的坐标为

x (t) =
gt

2ω
cos ϕ

[
1− sin(2ωt)

2ωt

]
(15)

注意到对于任意正数 α 有 α > sinα，取 α = 2ωt，

由式 (14) 可知，x(t) > 0，即下落过程中向东偏.

当 ω 充分小时，式 (14)可以导出以往教材中一

次近似的结果 [1-4]. 事实上，对于地球附近下落的物

体，t 较小，因此可以认为 2ωt 为小量. 从而有

sin(2ωt) = 2ωt− 1
3!

(2ωt)3 +
1
5!

(2ωt)5 + O
[
(2ωt)7

]

(16)

将式 (15) 代入式 (14)，整理并略去 2 次以上的小

量，得到

x (t) =
1
3
gωt3 cos ϕ (17)

这就是用一次近似的结果 [1-4]. 若略去 4 次以上的

小量，可以得到 3 次近似的结果

x (t) =
1
3
gωt3

(
1− 1

5
ω2t2

)
cos ϕ (18)
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