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逐发瞄准火炮的击发频率特性分析
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摇 摇 摘要: 针对逐发瞄准的火炮,在射击诸元误差为均方可导、各态历经的正态过程假定下,给出

了射击诸元误差对椭圆射击门随机穿越周期的分布特性;在火炮存在射击准备(后坐、复进、装填、
瞄准)时间的约束下,导出随机射频的分布特性,给出平均射频的解析表达。 通过仿真示例和实验

数据分析,验证了对平均射频分析的有效性和实用性。 该研究为逐发瞄准武器系统的射击频率的

论证、设计和检测提供了分析工具。
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Analysis on Firing Rate Characteristics of Duplicate鄄aim Artillery
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Abstract: Under the assumption that the firing data error is a normal stochastic process of mean square
differentiability and ergodicity, the distribution characteristics of stochastic passage period when firing
data error passes through the elliptic shot area is given for the duplicate鄄aim artillery. While the preparing
(recoil, counter鄄recoil, filling and aiming) time of artillery is taken into consideration, the distribution
characteristics of random firing rate is deduced, and then the analytic expression for average firing rate is
given. The practicability and effectiveness of average firing rate analysis are verified by the simulation ex鄄
amples and experimental data analysis. This research provides the analysis tool for proving, designing and
detecting the firing rate of duplicate鄄aim weapon system.
Key words: ordnance science and technology; duplicate鄄aim; shot door; stochastic passage characteris鄄
tic; firing rate

0摇 引言

逐发瞄准的火炮射频的均值是火力反应速度的

关键性指标,它已被纳入战术技术指标体系。 然而,

有关这种体制下对随机射频的统计特性分析的文献

却很鲜见,文献[1 - 3]主要研究的是首穿问题和滞

留时间问题,其利用了大偏差理论,要求噪声方差无

限小,因而并不适用于射击过程。 文献[4]分析了
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各态历经的正态序列对具有矩形射击门的随机射

频,它虽然给出了射击诸元误差必须在射击门内滞

留一段时间后才允许射击的约束条件,但却未能引

入两次射击时间必须大于射击准备(后坐、复进、装
填、瞄准)时间这一必要的约束。 文献[5]在相似约

束条件下,将文献[4]的结论扩展到各态历经正态

过程。 文献[6 - 7]利用文献[4 - 5]的成果,讨论了

它们在坦克炮或高炮上的应用。 然而上述文献均未

讨论受射击准备时间限制的火炮随机射频的分布特

性。 本文针对逐发瞄准火炮的射击特点,假定火炮

射击诸元误差为各态历经正态过程,给出了随机射

频(其倒数为随机击发周期)的分布函数及其均值

的数学表达式,以及均值的计算方法,最后通过示

例,还昭示了平均射频与系统的结构参数间的定量

关系,为论证、设计、检测逐发瞄准的武器系统的平

均射频提供了数学分析工具。

1摇 问题的描述

对现代的自动火炮,特别是行进间射击的自动

火炮,不论是车载还是舰载,虽都配置了稳定装置,
也难使其射击过程中的随机振动达到需求的稳定程

度。 为解决这一问题,行进间射击的直瞄火炮均以

其火控解算诸元为中心,而间瞄火炮则以其陀螺装

置构建的复瞄器所保持的火控解算诸元为中心,设
置一个射击门。 如果射击门为椭圆,射击诸元误差

对其随机穿越过程如图 1 所示。

图 1摇 射击诸元误差穿越椭圆射击门示意图

Fig. 1摇 Schematic diagram of firing data error passing
through the elliptic shot area

摇

图 1 中,坐标原点为火控解算射击诸元;以 a、b
为长、短半轴的椭圆为预置的射击门,记为 赘;Z(t) =
[x( t),y( t)] T沂R2 中的 x( t),y( t)分别为火炮方位

角、高低角对应的射击诸元误差;称 t1, t3, t5,…为

Z( t)对于射击门 赘 的正(由外向内)穿越点,t2,t4,
t6,…为 Z( t)对于射击门 赘 的负穿越点。

如果对 Z( t)采用连续的检测装置(如自整角机

或正余弦变压器),再考虑到火炮击发后,还需要上

述的射击准备时间 T啄,为能尽快的自行生成击发指

令,逐发瞄准体制下的火炮击发瞬时的选择准则应

是:第一个正穿越点 t1 是首发击发瞬时;后一击发

瞬时与前一击发瞬时所对应的两个正穿越点间的时

间间隔是大于 T啄 中的最小者。 很显然,这里给出的

逐发瞄准火炮的射频是随机的,它与射频为定值的

高炮、机枪有明显的区别。

2摇 对射击门随机穿越强度

设 Z( t) = [x( t),y( t)] T沂R2 中 x( t),y( t)为
相互独立、各态历经、均方可导、零均值的正态过程。
由随机理论知它们的均方导数 x·( t),y·( t)也为零均

值正态过程,且与其原函数相互独立。 故有它们的

联合密度函数

f(x,y,x·,y·) = 1
(2仔) 2滓x滓y滓 x·滓 y·

·

{exp - [ (1
2

x
滓 )

x

2

(+ y
滓 )

y

2

(+ x·
滓 x

)
·

2

(+ y·
滓 y

)
·

] }
2

,

(1)
式中:滓x、滓y 分别为 x( t)、y( t)的均方差;滓 x·、滓 y·分

别为 x·( t)、y·( t)的均方差。
设射击门为椭圆,如图 1 所示,即

x2

a2 + y2

b2 = 1. (2)

若做如下坐标变换:

x* = x
a ,滓*

x =
滓x

a ,y* = y
b ,滓*

y =
滓y

b ,

x·* = x·
a ,滓*

x· =
滓 x·

a ,y·* = y·
b ,滓*

y· =
滓 y·

b

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(3)

为了表达简洁,下面将删去经(3)式变换后带

“*冶号各量上的“*冶号。 此时,变椭圆射击门成单

位圆,即 x2 + y2 = 1,如图 2 所示。
再做进一步的变换

x = 籽cos渍,
y = 籽sin渍,

x· = 籽·cos渍 - 渍·籽sin渍,

y· = 籽·sin渍 + 渍·籽cos渍

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ,

(4)

式中:籽、渍 分别为直角坐标系转换成极坐标的极径

和极角,则变换后 Z( t)的密度函数为
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图 2摇 变换后单位圆示意图

Fig. 2摇 Unit circle after transformation
摇

f(籽,籽·,渍,渍·) =
籽

(2仔) 2滓x滓y滓 x·滓 y·
{exp - 籽2

(2
cos2渍
滓2

x
+ sin2渍

滓2 )
y

-

籽·2渍·2

(2
cos2渍
滓2
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+ sin2渍
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)
·
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y
)

·
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由(5)式易于发现,籽· 的密度函数与 籽、渍、渍· 均

有关。 如果只考察 Z( t)穿越整个射击门的穿越速

度 籽· 的密度函数,而不是 Z( t)穿越射击门上指定点

的穿越速度的密度函数,则 Z( t)穿越射击门的速度

的密度函数为

f 籽·( 籽
· | 籽 = 1) =

乙2仔
渍 = 0
乙肄
渍·= -肄

f(籽,籽·,渍,渍·)d 渍·d渍 =

1
2仔 乙

2仔

0

1
滓x滓y

{exp - [ (1
2
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x
+ sin2渍
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2仔 滓2
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·

{exp - 1
2

籽·2

滓2
x·cos2渍 + 滓2

y·sin2 }渍
d渍. (6)

由此式易于发现,上述密度函数是 籽· 的偶函

数,也就是说 籽· > 0 与 籽· < 0 的概率各占 1 / 2,且均值

为 0.
记 姿 为 Z( t)在瞬时 t 对射击门单向穿越次数

的均值,为与时间无关的常数,又称随机穿越强度,
则有

姿 = 乙肄
0
f(籽,籽· | 籽 = 1) 籽·d籽· =

滓 x·滓 y·

2仔 仔滓x滓y
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由于 姿 是一个重要参数,下面给出两个特殊条

件下的表达式,即当 滓 x· = 滓 y·时,有

姿 =
滓 x·

滓x滓y
{exp - (1

4
1
滓2

x
+ 1
滓2 ) }

y
·

I {0 [ (1
4

1
滓2

x
- 1
滓2 ) ] }

y
, (8)

式中:I0( z)为虚自变量第一类 Bessel 函数,I0( z) =

移
肄

k = 0

1
(k!) (2

z )2
2k
,其收敛非常快,少许二三项就有

很高的精度,是 I0( z)的常用近似表达。
当 滓x = 滓y,滓 x· = 滓 y·时,有

姿 =
滓 x·

2仔滓2
x

{exp - 1
2滓2 }

x
. (9)

3摇 随机穿越周期

由文献[5]可知均方可导且各态历经的随机过

程对射击域的随机穿越强度 姿 为时不变常数时,
则:

1) 单个滞留时间 Tin = t 服从指数分布

fin( t) = 姿
琢0

(exp - 姿
琢0

)t ; (10)

2) 单个待机时间 Tout = t 服从指数分布

fout( t) = 姿
琢1

(exp - 姿
琢1

)t ; (11)

3) 单个随机周期 Tch = t 服从卷积指数分布

fch( t) = 姿
琢0 - 琢 (

1
(exp - 姿

琢0
)t (- exp - 姿

琢1
) )t ,

(12)
且该随机周期内的滞留时间和待机时间互相独立,
其中

琢0 = 1 - 琢1 = 2 乙1
0
乙仔
0

籽
2仔滓x滓y

·

{exp - 籽2

(2
cos2渍
滓2

x
+ sin2渍

滓2 ) }
y

d籽d渍 =

1
仔滓x滓y

乙1
0
籽· [exp - 籽2

(2
1
滓2

x
+ 1
滓2 ) ]

y
·

I [0
籽2

(2
1
滓2

x
- 1
滓2 ) ]

y
d籽, (13)

为射击诸元[x( t),y( t)]在射击门内的概率,而 琢1

为其在射击门外的概率。
在满足(10)式 ~ (13)式的条件下,n 个随机周
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期 Tch,撞 = 移
n

i = 1
(Tin,i + Tout,i)具有下述密度函数

fch( t,n) (= 姿
琢0 - 琢 )

1

n

移
n-1

i =
[

0

琢0琢1

(琢0 - 琢1)
]姿
i
·

C i
n tn - i [- 1 ( - 1) ie - 姿

琢0
t + ( - 1) ne - 姿

琢1 ]t , (14)

式中:C i
n = (n + i - 1)!

i! (n - 1)! (n - i - 1)! .

由于相互独立的 n 个连续随机变量和的密度函

数等于它们密度函数的 n - 1 次卷积,记*为卷积符

号,考虑到滞留时间与待机时间都是相互独立的,故
有

fch( t,n) =
fin,1( t)*fout,1( t)*…*fin,n( t)*fout,n( t) =

fin,1( t)*…*fin,n( t)*fout,1( t)*…*fout,n( t) =
f1( t)*f2( t), (15)

式中:f1 = fin,1 ( t) *…* fin,n ( t) (= 姿
琢 )

0

n - 1
tn - 1·

(exp - 姿
琢0

)t ;f2 = fout,1( t)*…*fout,n( t) (= 姿
琢 )

1

n -1
·

tn - 1 (exp - 姿
琢1

)t .

将 f1 和 f2 的表达式代入(15)式即为所求。
现对(14)式的含义做如下诠释:当 n 为常数

时,它是 n 个周期长度之和、连续的密度函数;当t =
T滓 为固定值时,它给出的是 t沂(0,T啄]区间内,出现

n 个随机周期的概率,为离散的概率分布函数。 由

于 t = 0埸(0,T啄],故 t = 0 这个正穿越点不属于第一

个穿越周期,若 n = 0 则表示在 t沂(0,T啄]区间内,
不存在正穿越点。

4摇 逐发瞄准火炮的击发时间特性

当火炮射击诸元误差满足(10)式 ~ (13)式的

条件,且依前述之击发准则实施击发时,火炮的随机

击发周期 T j 的密度函数为

fTj(T j = t,T啄) =

移
肄

n = 1
fch(T啄,n - 1) fch( t,n), t 逸 T啄;

0, t < T啄

ì

î

í

ïï

ïï .
(16)

将图 1 中的所有穿越点依时间轴展开,如图 3
所示。

图 3 给出了从 t > 0 点出发的 3 个可能的火炮

射击诸元误差:它们分别表示在射击准备区间

图 3摇 穿越椭圆射击门展开示意图

Fig. 3摇 Elliptic shot area spreading out along the edge
摇

(0,T啄]内出现 n = 0,1,2,3 个正穿越点的 4 种情形,
实际上,它们会依(14)式给出的概率出现更多的正

穿越点。 依前述的逐发瞄准射击准则,如果击发周

期发生于第 n 个随机周期的终端,那么,这 n 个随机

周期之和,即击发周期 Tj,它的分布密度为 fch( t,n),
T j = t逸T啄 . 而上述事件等价于区间 t沂(0,T啄]内,必
有 n - 1 个随机周期,它发生的概率为 fch( t,n - 1) .
显然,如果击发周期 T j = t逸T啄 发生在第 n 个随机周

期的终端,那么,它出现的概率密度应为 fch(T啄,n -1)·
f( t,n),t逸T啄 . 根据全概率公式,对 fch (T啄,n - 1)·
f( t,n)中 n逸0 的所有整数求和,即(16)式。

在满足(16)式的条件下,火炮的平均击发周

期,依均值定义,有

T j = 摇 摇 摇摇

1
酌 j

= 移
肄

n = 1
fch(T啄,n - 1) 乙肄

T啄
tfch( t,n) t =

移
肄

n = 1
fch(T啄,n - 1) n

琢0 - 琢1
移
n-1

i =
[

0

琢0 - 琢1

(琢0 - 琢1)
]姿
2
·

C [i
n ( - 1) i 乙肄

T啄
tn - ie - 姿

琢0
tdt + ( - 1) n 乙肄

T啄
tn - ie - 姿

琢1
td ]t ,

(17)
式中:酌 j 为平均射频;

乙肄
T啄
tn - ie - 姿

琢 tdt = e - 姿
琢 T啄移

n-i

l =
(

0

琢 )姿
l + 1

( - 1) lTn - i - k
啄 Al

n - i,

(18)
A0

n - i = 1,

Al + 1
n - i = (n - i - l)Al

n - i
{ .

(19)

将(18)式、(19)式代入(17)式,即得平均射频

的解析表达式。 显然,(17)式为 n、i、l 三重循环计

算式。 由于在火炮射击准备时间 T啄 内,火炮射击诸

元误差的振动周期超过 4 次的概率极小。 n 通常取

3 ~ 4 之后即可终止计算,故(17)式虽繁,但计算的

开销却可接受。 在已知 姿、琢0、T啄 的条件下,可以由

(16)式给出随机射频的密度函数的数字解,从而依

定义直接计算更为简洁,但分析 姿、琢0、T啄 对平均射
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频的影响却不如(17)式方便。

5摇 示例

5郾 1摇 示例 1
以不相关的两个正态白噪声分别通过传递函数

为

椎( s) = 1
s2 + s + 1

的成型滤波器,以其输出的不相关的各态历经函数

x( t),y( t)作为在两个方向上的射击诸元误差的模

拟量(设单位为 mil),显然有[8]

滓2
x = 滓2

y =
1
仔 乙

肄

0
|椎(j棕) | 2d棕 = 0郾 500 1 mil2,

滓2
x· = 滓2

y· = 1
仔 乙

肄

0
棕2 |椎(j棕) | 2d棕 = 0郾 500 1 mil2 / s2 .

设射击门半径 籽 =1 mil,则由(7)式知,射击诸元

[x(t),y(t)]对射击门的随机穿越强度姿 =0郾 206 7 s -1 .
再由(13)式求得:琢0 = 0郾 135 3,琢1 = 0郾 864 7.
若再设射击准备时间 T啄 = 0郾 8 s,则由(17)式可

计算出平均击发周期和平均射频:

T j = 6郾 263 s,

酌 j = 摇 摇
摇 摇摇

摇

1
T j

= 0郾 160 s - 1 = 9郾 60 min - 1 .

5郾 2摇 示例 2
今有以 40 ms 采样周期的实测火炮射击诸元误

差数据 3 组,分别整合成具有 2 998 个采样点、历时

119郾 88 s 的方位角 x(k)、高低角 y( k)曲线,如图 4
所示。

若取射击准备时间 T啄 = 1郾 9 s,椭圆形射击门:
短轴 a = 1 mil;长轴 b = 1郾 768 mil.

利用 Matlab 中的统计工具箱,使用正态分布拟

合的假设检验,x( k)与 y( k)均以 95% 的置信度服

从正态分布,并统计出相应的方差: 滓x =0郾 625 mil;滓y

= 1郾 105 mil.
再用(13)式,可得:琢0 = 0郾 083 2;琢1 = 0郾 916 8.
利用各态历经正态过程 x( t)的自然频率 姿x(在

单位时间内,x( t)对其均值 x( t) = 0 的正、负穿越点

的个数之和,次 / s)与其方差及导数的关系[8]

姿x =
滓 x·

2仔滓x
=
nx

2T,

式中:T 为采样总历时; nx 为采样总历时内 x( t)的

图 4摇 处理后的火炮射击诸元误差数据

Fig. 4摇 The processed firing data errors
摇

正负穿越点的总数。 根据图 4 中方位角和高低角射

击诸元误差的数据可以分别统计它们穿越零均值的

次数:nx = 61;ny = 63. 代入 姿x 的计算式中可得:
滓 x· = 0郾 506 mil / s ;滓 y· = 0郾 913 mil / s.

利用(7)式与(17)式得到 Z( t)对射击门随机

穿越强度 姿 与平均射频 酌 j:姿 = 1郾 033 1 s - 1;酌 j =
0郾 083 8 s - 1 = 5郾 02 min - 1 .

最后,从第一个正穿越点开始,依次检测并记录

满足击发准则的正穿越点的个数(不含 t = 0 时的正

穿越点)n = 11,故实际的射频

酌0 = n
T = 0郾 092 s - 1 = 5郾 52 min - 1 .

平均射频的理论计算值与实测值之差

| 酌 j - 酌0 | = 0郾 5 min - 1 .

6摇 结论

为满足论证、设计、检验自动火炮平均射频这一

新的战术技术指标的需求,本文以射击诸元误差对

椭圆射击门的随机穿越特征量为工具,给出了随机

射频的密度函数及其均值的解析表达式。 示例 1 从

射击诸元误差成型滤波器的传递函数出发,导出了

相应火炮的平均射频,为论证和设计平均射频提供

了工具;示例 2 从射击诸元误差的实测数据出发,通
过对平均射频的理论计算与实测值之比较,既验证
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了平均射频计算公式的可信性,也为它的检测提供

了方法。
由炮手直接操瞄的非自动火炮,它的瞄准镜不

灵敏区的边界等效于射击门。 坦克炮已有了现成的

射击门,但其主要任务是提高首发命中率。 如果在

后续的射击过程中,要求提高它们的射速,(17)式

将给出它们平均射速的最大值。
从(14)式、(16)式知,随机周期和射频的密度

函数都仅取决于 姿、琢0、T啄 3 个参数,对椭圆形状的

目的域,只要已知上述 3 个参量,即可完成随机射频

的分析,对研究随机射频具有普适意义。
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