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基于最小二乘估计的声矢量阵稳健波束形成
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摇 摇 摘要: 针对存在导向矢量失配和快拍数不足时,声矢量阵标准 Capon 波束形成器性能急剧下

降的问题,提出了一种基于最小二乘估计的声矢量阵稳健波束形成算法。 鉴于声矢量阵声压通道

和振速通道的导向矢量误差来源不同,分别为声矢量阵声压通道和振速通道设计了广义旁瓣对消

器;利用最差性能最优化的思想,将声矢量阵标准 Capon 波束形成器转化为稳健最小二乘估计问

题;利用二阶锥规划求解。 仿真分析表明,该算法在抗导向矢量失配、快拍数不足、阵元姿态误差方

面均有良好的性能。
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Abstract: The performance of Capon beamformer of acoustic vector鄄sensor array degrades sharply in the
presence of array steering vector mismatch. A robust beamforming algorithm based on least squares esti鄄
mation is proposed to solve this problem. Several generalized sidelobe cancellers are designed for acoustic
pressure channel and vibration velocity channel in consideration of the different error sources of their
steering vectors. The Capon beamformer of acoustic vector鄄sensor array is converted to a robust least鄄
squares estimation problem based on the principle of worst鄄case performance optimization. The second鄄or鄄
der cone programing is adopted to obtain the optimal solution. The simulation results show the efficiency
of the proposed algorithm in the cases of steering vector mismatch, snapshot deficiency and sensor attitude
error.
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0摇 引言

矢量传感器可以同点输出声场的声压和振速信

息,相比于标量阵,基于矢量传感器的阵列不仅在目

标方位估计方面有独特的优势,而且能获得更高的

空间增益[1]。 由于矢量传感器在构造和信号处理
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方式上的复杂性,矢量阵的自适应信号处理方法受

导向矢量失配和快拍数不足的影响更为严重[2]。
如矢量阵标准 Capon 波束形成(SCBV)在理想情况

下是最优处理器,但在实际应用中,除了阵元幅相误

差、位置误差、阵元间的互耦等失配外,各阵元的姿

态误差同样会引起 SCBV 性能的下降[3],甚至导致

期望信号自消现象。
对角加载技术是提升自适应波束形成算法稳健

性常用的方法[4 - 6],该方法主要的缺点是最优对角

加载量难以确定。 Zhang 等将基于广义协方差矩阵

拟合(GLCV)方法应用于矢量阵[7],该方法在快拍

数不足时具有较高的稳健性,但并未充分考虑导向

矢量误差的影响。 文献[8]将稳健波束形成方法移

植到矢量阵上,并通过对声压通道和振速通道设定

不同的导向矢量不确定集,提出了矢量阵稳健波束

形成(RCBV),该算法的性能受导向矢量不确定集

估计精度的影响。 文献[9]同样区别对待声压和振

速分量,通过对二者的权向量赋予不同范数约束,提
出了 基 于 双 重 范 数 约 束 的 矢 量 阵 波 束 形 成

(DNCV),该方法能灵活处理声压和振速的稳健性,
但在抗阵元姿态误差方面仍存在不足。

针对存在导向矢量失配和快拍数不足时,声矢

量阵标准 Capon 波束形成器性能下降问题,提出了

一种基于声矢量阵最小二乘(LSV)估计的稳健波束

形成算法。 该算法通过若干个广义旁瓣对消器抵消

声压通道和各振速分量干扰,在抑制干扰的同时,还
能获得足够的稳健性。 如无特殊说明,矩阵的范数

均指 F 范数。

1摇 声矢量阵稳健波束形成

二维声矢量传感器能同时拾取声场中同一点的

振速 xvx、xvy和声压 xp . 对 兹 方向入射的远场平面

波,单矢量传感器的时域输出为

xp(n) = s(n),
xvx(n) = s(n)cos (兹),
xvy(n) = s(n)sin (兹
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式中:s(n)为传感器接收的声压波形,n 为快拍数序

号,为了分析方便假设波阻抗为 1,这并不影响问题

的分析。 考虑一个 M 元二维声矢量阵列,K(K <M)
组独立远场窄带平面波从 兹k(k = 1,…,K)方向入射

到基阵,则矢量阵输出模型可以表示为
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n = 1,…,N, (2)
式中:sk(n)为第 k 组源信号,假设第一组为目标信

号;a(兹k) = [aT
p(兹k)摇 aT

v (兹k)] T,ap(兹k)为标量阵对

第 k 组信号的导向矢量,av(兹k) = u(兹k)茚ap(兹k)为
振速分量导向矢量, 其中 u ( 兹k ) = [ cos ( 兹k );
sin (兹k)];nvx、nvy和 np 分别为振速和声压通道的噪

声;xvx、xvy和 xp 分别为振速通道和声压通道的输

出;N 为快拍数。 SCBV[10]可以表示为

min
w
w拽 Rxw, s. t. w拽 as = 1, (3)

式 中: Rx 为 估 计 数 据 协 方 差 矩 阵; as =
[aT

p(兹1)摇 aT
v (兹1)] T 为预设的导向矢量。 实际应用

中,预设导向矢量和期望信号真实导向矢量总存在

误差,导致 SCBV 性能下降。 文献[9]将约束波束加

权向量的范数可以提高波束形成器稳健性的思想应

用于矢量阵,提出 DNCV,该算法可以描述为

min wH
d Rx wd,

s. t.
wH

d as = 1,
椰wp椰臆孜1, 椰wv椰臆孜2

{ ,
(4)

式中:wd = [wT
p, wT

v ] T,wp 和wv 分别为声压通道和

振速通道的加权向量;孜1 和 孜2 为用户设定值,其值

越小,波束形成器稳健性越高,但阵增益会随之下

降,通过对两参数选取合适的值,可使 DNCV 波束

形成器在高增益和高稳健性之间折中。

2摇 基于 LSV 估计的稳健波束形成算法

2郾 1摇 算法描述

广义旁瓣对消器将波束形成器的权向量分解为

静态权向量和自适应权向量两个部分[11],其中自适

应权向量由阻塞矩阵和对应系数组成。 利用该思想

可为矢量阵各通道设计广义旁瓣对消器,若将矢量

阵常规波束形成器的权值作为静态权值,则(3)式

中的权向量可以表示为

w = wa - B浊 = as / 2M - B浊 , (5)
式中:wa = as / 2M 为静态权值;B 为与之正交的阻塞

矩阵;浊 为待求系数向量。 首先分析声压通道阻塞

矩阵 Q,其需满足QHQ = I 和QH ap(兹1) = 0,因此 Q
可由ap(兹1)的 QR 分解所得正交矩阵的后 M - 1 个

列向量组成。 显然 Q 也可以作为各振速通道的阻

塞矩阵,因此声矢量阵的广义旁瓣对消结构如图 1
所示。

图 1 中,浊p、浊x、浊y 沂CM - 1 分别为声压、x 轴和

y 轴对应阻塞矩阵的系数向量,在此结构下(5)式中

的阻塞矩阵为 B = I3 伊 3 茚 Q, 相应系数为 浊 =

083
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图 1摇 声矢量阵广义旁瓣对消结构

Fig. 1摇 Generalized sidelobe cancellers of vector鄄sensor array
摇

[浊T
p 摇 浊T

x 摇 浊T
y ] T . 将 (5) 式代入 (3) 式,并注意到

wH as = 1 自然满足,则(3)式所述优化问题变为

min
浊

(B浊 - as / 2M)H Rx(B浊 - as / 2M) =

min
浊

椰R1 / 2
x B浊 - R1 / 2

x as / 2M椰2, (6)

式中:R1 / 2
x 为Rx 的正定 Hermitian 平方根。 若令 A =

R1 / 2
x B,b = R1 / 2

x as / 2M,则(6)式等价如下最小二乘估

计:
min
浊

椰A浊 - b椰. (7)

由于利用有限快拍估计的Rx 和实际数据协方

差矩阵Rx 之间存在误差,导致 A 和 b 均存在误差

驻A 和 驻b,则有

驻A = (R1 / 2
x - R1 / 2

x )B, (8)
驻b = (R1 / 2

x - R1 / 2
x )as / 2M. (9)

LSV 估计对上述误差极为敏感,在考虑存在误

差情况下,(7)式更为精确的表达式为

min
浊

椰(A + 驻A)浊 - (b + 驻b)椰. (10)

令 籽 表示最差情况下椰[驻A 摇 驻b]椰的取值,
即椰[驻A摇 驻b]椰臆籽,对每次批处理 籽 为常数,关
于 籽 的取值将在下小节介绍。 由最差性能最优化的

思想,(7)式所述 LSV 估计转化为如下稳健 LSV 估

计:
f(A,b,籽) =

min
浊

max
椰[驻A 驻b]椰臆籽

椰(A + 驻A)浊 - (b + 驻b)椰 =

min
浊

max
椰[驻A忆 驻b忆]椰臆1

籽椰(A忆 + 驻A忆)浊 - (b忆 + 驻b忆)椰,

(11)
式中:A忆 = A / 籽;b忆 = b / 籽;驻A忆 = 驻A / 籽;驻b忆 = 驻b / 籽.
由于 籽 为常数,并不影响(11)式最后一项的解,先
考虑最差情况下,即椰[驻A忆 驻b忆]椰 =1 时的如下问

题:
max

椰[驻A忆 驻b忆]椰 =1
椰(A忆 + 驻A忆)浊 - (b忆 + 驻b忆)椰 =

椰A忆浊 - b忆椰 + 椰浊椰2 + 1. (12)
(12)式成立的条件是两向量 A忆浊 - b忆和 驻A忆浊 -

驻b忆同相,即

[驻A忆 驻b忆] = e
椰浊椰2 + 1

[浊H 1], (13)

式中:e =
A忆浊 - b忆

椰A忆浊 - b忆椰, A忆浊屹b忆;

淄, A忆浊 = b忆,淄 为单位向量
{

。
此时, f ( A忆, b忆, 1 ) = min

浊
椰 A忆 浊 - b忆 椰 +

椰浊椰2 + 1. 该优化问题可以转化为如下二阶锥

规划问题求解:
min

浊
子1,

s. t.
椰A忆浊 - b忆椰臆子1 - 子2,

椰[浊H 摇 1]H椰臆子2
{ .

(14)

(14)式可以通过高效内点法求解[12],求解得 浊
后利用(5)式即可计算最终权值。

w = as / 2M - (I3 伊 3茚Q)浊. (15)
值得注意的是,上述推导过程是利用声矢量

阵常规波束形成权值作为 LSV 算法的静态权值

得出,但这并不妨碍其他一些算法权值作为本文

算法的静态权值,如线性约束最小方差波束形成

器 [13] ( LCMV),只是此时的阻塞矩阵变为和 LC鄄
MV 算法约束子空间正交的正交子空间,除此之

外,其余推导过程一样适用,篇幅所限本文将不

再展开叙述。
2郾 2摇 参数计算

假设实际数据协方差矩阵Rx 和估计数据协方

差矩阵Rx 间存在误差矩阵 驻,且满足

椰驻椰臆酌, (16)
式中:酌 在每次批处理中为常数。 在误差矩阵的范

数约束下,(3)式可以表示为

min
w

max
椰驻椰臆酌

wH(Rx + 驻)w, s. t. wH as = 1. (17)

为了计算最差情况下的数据协方差矩阵,先考

虑如下问题:
max

椰驻椰臆酌
wH(Rx + 驻)w. (18)

利用 Lagrange 乘子法可得(18)式的解[14]

驻 = w wH /椰w椰2 . (19)
将(19)式和(18)式带入(17)式可得

min
w
wH(Rx + 酌I)w, s. t. wH as = 1. (20)

由(20)式可以看出,在误差矩阵的范数约束

下,最差情况下的数据协方差矩阵为Rx + 酌I,利用

(20)式替代Rx 并代入(8)式和(9)式,可得 籽 的取

值:
籽 =椰((Rx + 酌I) 1 / 2 - R1 / 2

x )[B摇 as / 2M]椰.
(21)
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由于 酌 值会随信号和干扰的功率变化而变

化[15 - 16],为了消除这种不确定性,引入参数 酌0,使
其满足

酌 =
tr(Rx)酌0

3M , (22)

式中:tr(·)表示取矩阵的迹;酌0 是本文算法唯一引

入的参数,用于评价数据协方差矩阵的估计误差,一
般选择在 0郾 5 ~ 1 之间即可。 为了提高小快拍时Rx

的估计精度,可利用 GLCV 算法对其预处理。

3摇 计算结果与比较

为验证 LSV 算法的稳健性及求解的正确性,设
计了如下仿真实验。 考虑一个由 5 元声矢量传感器

组成的均匀线阵,阵元间距为半波长。 定义阵列舷

侧方向为 0毅,理想情况下各阵元 y 轴和线阵重合。
3 组平面波分别从 10毅、 - 30毅和 35毅方向入射到基

阵,其中 10毅方向的信号为期望信号,其他两组为干

扰,且干噪比分别为 15 dB 和 20 dB,信号和干扰均

为互不相关的随机窄带过程。 声压通道和矢量各轴

噪声均为 0 dB 空间白噪声。 将本文方法和现存

4 种方法(SCBV、GLCV、RCBV 和 DNCV)进行了比较分

析,其中本文算法中的参数酌0 =0郾 5,DNCV 的参数取文

献[8]的参考值 孜1 =0郾 08 和 孜2 =0郾 06,由于 RCBV 参数

取值和导向矢量不确定集有关,因此根据不同情况取

各通道导向矢量不确定集上限的期望值,所有实验结

果均是 200 次 Monte Carle 实验取平均值的结果,为了

比较分析图中也给出了最优情况下的性能。
3郾 1摇 对随机导向矢量误差稳健性对比

随机导向矢量误差指由各阵元幅相误差和阵元

位置误差引起的导向矢量误差,假设真实导向矢量

as 和预设导向矢量as 存在随机误差,即as = as + e,
其中 e 为服从均值为 0、协方差矩阵为 滓2I 的复高斯

随机变量[17],快拍数取 100. 图 2 显示 滓 = 0郾 1 时,
各算法输出信干噪比 SINR 随输入信噪比 SNR 变化

曲线。 图 3 显示期望信号信噪比为 10 dB 时,各算

法输出信干噪比随导向矢量误差的标准差 滓 变化

曲线,横轴用标准差对数 20lg滓 表示。 从图 2 可以

看出,RCBV 算法性能和 DNCV 算法性能相当,在整

个考虑的输入信噪比范围内,本文算法的性能均高

于其他算法。 从图 3 可以看出,在导向矢量误差标

准差小于 - 18 dB,RCBV 算法、DNCV 算法和本文算

法性能几乎没有变化。 随导向矢量误差标准差继续

增加,各算法性能均出现一定下降,但本文算法的性

能均略高于其他算法。

图 2摇 各算法输出信干噪比随输入信噪比变化曲线

Fig. 2摇 Output SINR versus input SNR
摇

图 3摇 各算法性能随导向矢量误差的标准差变化曲线

Fig. 3摇 Output SINR versus standard deviation of
steering vector error

摇

3郾 2摇 对观测方向误差稳健性对比

考虑精确校准的阵列,即不存在 3郾 1 节中的随

机误差,由于波束扫描间隔的限制,波束预成方向和

期望信号实际入射方向不可避免存在误差,令该方

位误差为 驻兹. 图 4 显示 驻兹 = 1毅时,各算法输出信干

噪比随输入信噪比变化曲线,快拍数取 100. 图 5 显

示期望信号信噪比为 10 dB 时,各算法输出信干噪

比随观测方向误差变化曲线,快拍数取 100. 从图 4
可以看出在输入信噪比小于 15 dB 时,本文算法的

性能均高于其他算法,当输入信噪比继续升高时,
RCBV 算法的性能逐渐和本文算法性能接近,输入

信噪比为 20 dB 时,二者性能相当。 从图 5 可以看

出,SCBV 算法和 GLCV 算法对观测方向误差极为

敏感,在整个误差区间内,本文算法、RCBV 算法和

DNCV 算法表现都比较稳定。 不存在观测方向误差

时,各算法性能较最优值低是由快拍数不足引起的。
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图 4摇 各算法输出信干噪比随输入信噪比变化曲线

Fig. 4摇 Output SINR versus input SNR
摇

图 5摇 各算法性能随观测方向误差变化曲线

Fig. 5摇 Output SINR versus observation direction errors
摇

3郾 3摇 对快拍数不足稳健性对比

分别考察存在随机导向矢量误差和观测方向误

差时,各算法的性能随快拍数变化曲线,其中期望信

号输入信噪比均为 10 dB. 图 6 显示存在实验 1 所

述随机导向矢量误差且 滓 = 0郾 1 时,各算法的性能

随快拍数变化曲线。 图 7 显示存在 1毅观测方向误

差时,各算法性能随快拍数变化曲线。 从图 6 和

图 7可以看出,存在上述导向矢量失配时,相同快拍

数下 DNCV 和 SCBV 算法性能相当,而本文算法输

出信干噪比较二者约高 1 dB. 值得注意的是,GLCV
算法性能随快拍数的增加有下降的趋势,这是因为

随快拍数的增加,GLCV 算法生成的对角加载量减

少,而逐渐丧失了抵抗导向矢量失配的稳健性。
3郾 4摇 对矢量传感器姿态误差稳健性对比

广义欧拉角是描述刚体旋转常用的方法[9]。
单声矢量传感器原始姿态如图 8 中 Oxyz 所示,其他

任意姿态都可由下述三次转动获得:1) 先绕 z 轴转

渍 角;2)然后绕体轴 y(在新位置)转 茁 角;3)最后绕

体轴 x(在新位置)转 琢 角。 新姿态下的矢量阵振速

图 6摇 存在随机导向矢量误差时各算法性能随快拍数

变化曲线

Fig. 6摇 Output SINR versus the number of snapshots in the
presence of array calibration error

摇

图 7摇 存在观测方向误差时各算法性能随快拍

数变化曲线

Fig. 7摇 Output SINR versus the number of snapshots in
the presence of observation direction error

摇

图 8摇 矢量传感器姿态误差模型

Fig. 8摇 Attitude error model of vector鄄sensor array
摇

通道导向矢量可由文献[9]中广义欧拉角表示。 假

设导向矢量误差由姿态误差引起,其中 琢、茁、渍 均服

从均值为 0,标准差为 啄 的高斯分布,期望信号信噪

比为 10 dB,快拍数为 100. 图 9 显示各算法的输出

信干噪比随姿态误差的标准差变化曲线。 从图中可

以看出,本文算法和 DNCV 算法性能受姿态误差影
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响较小,而在相同的姿态误差下,本文算法输出信干

噪比更高。

图 9摇 各算法性能随姿态误差标准差变化曲线

Fig. 9摇 Output SINR versus standard deviation of attitude errors
摇

4摇 结论

相比于标量阵,矢量阵自适应波束形成器更易

受导向矢量误差和快拍数不足的影响,针对上述问

题,提出了一种基于 LSV 估计的稳健波束形成算

法。 首先分别对声矢量阵声压通道和两个振速通道

设计广义旁瓣对消器,利用常规波束形成器权值提

取信号和干扰成分,利用自适应权值提取用于抵消

的干扰成分,从而提高输出信干噪比。 通过求解数

据协方差矩阵范数约束下的最小二乘估计问题,保
证算法的稳健性。 仿真分析表明,该算法在抗随机

导向矢量误差、观察方向误差、快拍数不足和矢量传

感器姿态误差方面均有良好的性能。
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