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Global bifurcation theorem

® P. RABINOWITZ, Some global results for nonlinear eigenvalue
problems, J. Functional Anal. 7 (1971), 487-513

# X Banachspace, L:X — X linear, compact,
R:Rx X — X completely continuous,
R(M\,u) =o(||lu|]|) near 0 unif. on bounded \-sets

® Thm. If u Is areal characteristic value of L  with
odd multiplicity,

S={(\u):u#0, u=Au+ R(\u)} possesses a
maximum subcontinuum C,, > (¢, 0)  which either

() meets infinityin R x X, or
() meets (u*,0), u* # u, characteristic value of L

® Assumption <  ipg|l —(u—¢e)L — R(—¢,-),0]
#irsll — (u+¢e)L — R(e,-),0] forallsmall & >0
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Global bifurcation picture
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Poincareé’s Figures d’équilibre

SUR
L’EQUILIBRE D’UNE MASSE FLUIDE
ANIMEE D'UN MOUVEMENT DE ROTATION )

Acta Mathematica, t. 7, p- 259-380 (16 septembre 1885)
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Poincaré’s topological bifurcation

48 SUR L’EQUILIBRE D'UNE MASSE FLUIDE EN ROTATION.

ou en d’autres termes, de couper les surfaces S et S' par un plan quelconque
paralléle a 'axe des 2.

On arriverait évidemment a un résullat analogue dans le cas ou I'on aurait
P parameétres ¥i, Ya, - .oy ¥p-

Supposons maintenant n = 2; de telle facon que nous ayons deux variables
z, et x, définissant la position du systéme, et un seul paramétre y. Je regar-
derai alors zy, z, el » comme les coordonnées d’un point dans I'espace. Les
équations d’équilibre : :

dF dF

—

dzry

dzy b

représenteront alors denx surfaces Sy et S, dont Uintersection sera une courbe
gauche C. Soient

(4) z1=¢1(y)

deux fonctions finies, continues et réelles de y et supposons que ces ¢quations
(4) représentent une branche B de la courbe C. Soit M un point de cette
branche B; supposons que si I'on suit la branche B dans le sens des y
croissants, on voie A changer de signe au moment ot I'on franchit le point M.
Soient P et Q deux points de B ayant pour ordonnées y = —¢, y = —+¢;
(Pordonnée du point M étant y = f3). Au point P, A sera par exemple positif,
et négatif au point Q.

S'il en est ainsi, je dis qu'il passera par le point M une seconde branche de
la courbe C.

En effet, par les divers points de I'arc de courbe PQ faisons passer des plans
paralléles au plan des z; 2. et dans chacun de ces plans décrivons une circon-
férence de rayon r ayant son cenlre au point correspondant de I'arc PQ. Ces
diverses circonférences engendreront une certaine surface X qui sera double-
ment connexe et limitée par les deux circonférences K et K’ qui ont pour
centres les points P et Q. De plus, d’aprés ce mode de génération aucun point
de la branche B ne peut se trouver sur la surface X.

Pour trouver le nombre des points d’intersection de cette surface ¥ avec la
courbe C, il faut maintenant chercher ce que M. Kronecker appelle (Berliner
Monatsberichte, mars 1869) la caractéristique du systéme des surfaces X, S
el S;. Le nombre des points d'intersection de ces trois surfaces (ou si 1'on
veul de la surface X et de la courbe C) qui satisfont & certaines conditions,
diminué du nombre des points d’intersection qui ne satisfont pas @ ces mémes

conditions, est égal d’aprés le Mémoire cité de M. Kronecker a une cerlaine

SUR L'EQUILIBRE D'UNE MASSE FLUIDE EN ROTATION. 49
intégrale. Celte intégrale est prise le long des limites du domaine X, ¢’est-
a-dire le long des deux circonférences K et K.

L’espace pourra étre regardé comme partagé en quatre régions «, b, ¢, d

3 : . dF 43 s
suivant le signe des deux fonctions 5— et . Dans la région @, par exemple,
dz, dzs

les deux fonctions seront positives: dans la région &, }ﬂt sera positif o
dzy dx,
négatif, etc. A étant positif au point P, on rencontrera en suivant la circon-
férence K les quatre régions dans P'ordre circulaire abed, pourvu toute-
fois que r soit suffisamment petit. Nous supposons qu’on ail parcouru K de
fagon a laisser a sa gauche le domaine X. L'intégrale de M. Kronecker le long
de K est alors égale a 1. A étant négalif au point Q, on rencontrera en suivant
K’ les quatre régions dans l'ordre circulaire adcb, sion décrit cette circon-
férence dans le méme sens que K. Mais si I'on veut laisser le domaine X a sa
gauche, il faut décrire K’ en sens contraire et alors les quatre régions se
succédent dans I'ordre abed. 1'intégrale est donc encore égale a 1 et Iintégrale
totale est égale a 2.
Le nombre des points d'intersection de X et de C est donc au moins égala 2;
et aucun de ces points ne peut appartenir a B. 1l faut donc que par le point M

passe une seconde branche de la courbe C. Cx Qs HEIDS
(Dans le cas ot le théoréme de M. Kronecker s’applique a une multiplicité

4 deux dimensions ct a deux fonctions X et Y, et ou par conséquent son inté-

grale doit étre prise le long d’une courbe fermée, on voit aisément que cette

s
saute de — o

intégrale est égale i la demi-différence du nombre de fois que ¢

a -~ et du nombre de fois que :‘ saute de +ow'a — o )

Le résultat s’étendrait sans peine au cas oi nous aurions un plus grand
nombre de variables. Le théoréme de M. Kronecker serait en effet encore
applicable.

Résumons les résultats de ce paragraphe.

Les formes d’équilibre du systéme considéré sont données par les n équations

Al dF dF
) e 259

¥ TR e Al dz,

Ces n équations auront un certain nombre de solutions réelles et quand y
variera d'une facon continue, ces solutions varieront elles-mémes d’une facon
continue de maniére a former diverses séries linéaires de Jormes d’équilibre.

H. P. — VII. -

Topological bifurcation theory

:0ld and new — p.6/26



Poincaré’s local bifurcation result

® H. POINCARE, Sur I'équilibre d’'une masse fluide animée d’un
mouvement de rotation, Acta Math. 7 (1885), 259-380

® [ eC R R), VAeR: [;()\0,00=0 (j=1,2)

o Thm. If J,,(f1,/2)(A\,0,0) changessignat \=0,
then (0,0,0) 1Is a bifurcation point of
fl(Aaajay):()) fQ()‘axay):O

bifurcation point : belongs to two branches of solutions

°

# what Poincaré’s method proves in our language is
Thm. Consider  fi(\,z,y) =0, fa(A 2,9) =0,
£ €0  £i()0,00=0 (j=1,2).

If VO<e<x1, iglf(—e;--),00#i[f(+e;-,-),0],
then (0,0,0) Is a bifurcation point of  (f1, f2)

#® Poincaré’s proofisvalidfor f:R x R" — R"
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Poincaré’s topological proof — 1

®» =>0,r>0 small

® [H(Ax,y) = filhxy), Fi(\x,y) = fo(N 2,y)
B\, x,y) = a2 +y? —r?, F3(\, 2,y) = 2° +y? + ) 2 —r? —¢?

® F51(0) = cylinder radius r, Fy '(0) =
sphere radius V/r?2 + <2, F; 1 (0) N Fy1(0) = 2 circles
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Poincaré’s topological proof — 2

® L|. KRONECKER, Monatsber. Akad. Wiss. Berlin (1869), 159-193,
688-698

#® Kronecker’s characteristic = ‘algebraic’ number of
intersections of £, 1 (0)n F;H(0)  with  F,1(0) in
F;'(—00,0)] = 2 x Kronecker’s integral
X(Fo, 1, Fo, Fy) 7= 2 X g [ o) (Fg + FE + F5) 737
[F() dF1 N\ dFy — Fy dFy /\ dFy + F2 dFp N dFQ]

® w(p,vy) = winding number of vector field ¢
along curve ~

® \(Fo, 1, 5, F3) = w[(Fo, F1), Fy H(0) N F5 H(0)] =
2wl(f1, f2),0B(r)] =2

®» Vi< rxl
f7H0)N f710) N EyH0) Ny H(—o00,0)] # 0
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Modern version of Poincaré

® Thm. [f
s 0eUCR, 0eV CR" UV open
s feCUXxV,R"), VAXeV:f(A0)=0
2 3e6>0,IR>0: B(We2+R:)cCcUxV
Ve B(R)\{0}: f(&e,z)#0
s ip|f(=¢,-),0] # ip[f(+e,-),0]
then f has a bifurcation pointin (—¢,¢) x {0}
® Proof : (argument of J. |IzE, Memoirs AMS 174 (1976))
sV re(0,R]: F,eCUxV,R"™) F.(\x):=
lzl? = r f\ )], pr = V2 417
» Theorem <« Vre(0,R]: dplF:, B(pr)| =
dp|f(-,—¢),B(r)| —dg|f(-,€), B(r)]
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Proof of degree’s equality

# homotopy (t€]0,1])
Fr(hz,t) = [t(l|z]]? —r?) + (L= 1) (e =A%), fF(\, 2)]
= dp|F, B(pr)] = dB[(82 - )‘27 f)s Blpr))

# excision and additivity = dg[(¢? — )2, f), B(p;)] =
dpl(e* — N, f),C 1+ dpl(e? = A°, f),C]  where
C’;-L = (e —n,+e+n) x B(n), n € (0,min{e/2,r/2}

#» homotopies (t,e 0, 1])

GF(x, M\ 1) = [t(e? =N £2(1—t)e(A—¢), f(x, t)\i(l—t)e)]

= dpl(e® — N*, f),C;] = dp[[£2e(fe — \), f(-, )], O]
# product formula = dB[[:I:Qa‘(ie— \), f(-, £e)], CiF]

= dp[+2e(te — N), (e — n, £e +n)] - dp[f (-, £&), B(n)]

= Fdp|f (-, xe, B(n)] = Fdp|f(:,xe, B(r)] (excision)
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Special case

» Corollary. If
s 0eUCR, 0eV CR" UV open
s feCUXxV,R"), f(Az)=AN)z+7r(\ 2)
with  r(\ x) = o(||x])
unit formly on bounded X\ — intervals
s dJe>0: [—ege]CU, detA(—¢)-detA(+¢) <0
then f  has a bifurcation pointin {0} x (—¢,¢)
& proof :
2 IR>0, Ve B(R)\{0}: f(£e,x)#0
s ip(f(de,-),0] = sgn det A(+e)
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Leray-Schauder’s memoir - 1

J. LERAY, J. SCHAUDER, Topologie et equations fonctionnelles, Ann.
Ecole Norm. Sup. 51 (1934), 45-78

Topological bifurcation theory :old and new — p.13/26



Leray-Schauder’s memoir — 2

TOPOLOGIE ET EQUATIONS FONCTIONNELLES"

Par MM. Jeax LERAY er Jures SCHAUDER

Introduction.

Y=k, o k est un para-

1. Considérons I'équation trés simple P(a)
métre, P un polynome de la variable réelle x; lorsque & varie, le
nombre des solutions peut varier, mais sa parite reste constante;
cette parité est un invariant de 'ensemble des solutions. Un résultat
analogue vaut pour toutes les équations intégrales relevant de la
méthode d’Arzela-Schmidt (*). Nous établirons au cours de ce travail
qu'on peut de méme attacher & I'ensemble des solutions de certaines
équations fonctionnelles non linéaires un entier positif, négatif ou
nul, Uindice total, qui reste invariant quand I'équation varie conti-
nument et que les solutions restent hornées dans leur ensemble; les
équations en question sont du type

(1) r—F(xr)=o,

oit F (&) est compléternent continue (vollstetig); x et 5 apparliennent
a un ensemble abstrait, linéaire, normé et complet (au sens de
M. Banach ).

D'oir résulte un procédé trés genéral permettant d obtentr des théo-
rémes d'existence : soit une dquation du type (1). Supposons qu’on la
modifie continiment sans qu'elle cesse d’appartenir au type (1) et de
telle sorte que I'ensemble de ses solutions reste borné (on ellectuera

(%) Co travail a é1é résumé dans une Nowe parve aux Compies rendus de I° oo émie
e Scieaces, L, 197, 1933, p. 115
(*) Voir Journnl de Matiématigues, 1. 12, 1933, p. 14 7

TOPOLOGIE ET EQUATIONS PONCTIONNELLES, Y

vant que la fonction déterminante de Fredholm, D( 1), est positive on
négative pour . — 1.

III. — Théorie de certaines équations fonctionnelles.

12, Nous nous proposons d'étudier I'équation
0] r—F(x, k ",
les hypothises suivantes étant réalisées -
L'inconnue @ el toutes les valeurs de & appartiennent 4 un
espace lincaire, normé et complet, &,
L'ensemble des valeurs du paramétre & constitue un seg-
menl ('*) K de 'axe des nombres réels ().
Nous désignerans par [& < K| I'espace abstrait qu'engendrent
2 o " rala . :
les couples d'éléments (2, £); nous nommerons distance de
Ide b lé " . LYy o' . - :
(y {deux t‘lf'lll(!nls (x, £) et (2, k') de [& < k] la quantité
o=’ + [k —F].
F (. k) est supposée délinie sur l'ensemble de fermeture Q
’
d’'un ensemble ouvert (*') et borné de [& K| : Q.
F(a, k) doit étre complétement continue (**) sur (2 et de plus
uniformément continue (**y en k.

Nous supposons enfin que la frontiére Q' de Q ne contient
aucune solution (x, k) de I"équation (1).

itant donnée une valeur £ du paramétre, w( k) désignera 'ensemble
des p_mnls @ tels que (&, &) soit intérieur & Q. w( &) ou bien est vide,
ou bien est un ensemble ouvert et borné de l'espace &. Sa fron-

(') Un segment se compose d'un intervalle ob de ses doax exteémilés
(**) Moyeonant quelques légires complications de Pénoned ot du raisonnement
l"“‘"""." suppuser que & est un point d'un aspace abstrait 'K vérifiant las deux ;'undl—
lons suivantes < la distunce de doux éléments de K est définie; K est un continn, Mais
de telles considérations nous paraissent sans grand inléedt S
(*') Un ensemble ouverl de [&

nous

i K] est un ensemble dont chaque point possiéde un
voisinage ne contenanl aueun point de [& < K| Glranger 4 cel ensemble
Findgalité |« | <<« définit un domaine de [&
do [8 5 K| tls que ||=]| =1
(**) Cocl signifie que & (v, &) est continue #n chaque point de O at Jue Fensemble des
valours prises par & sur £ est un sous-ensemble compaet de E
(") Cf.§ 7, p. 54.

. . Par exemple,
K] dont la frontiére s¢ compose des points

&,
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Leray-Schauder’s memoir — 3

(i;{ JEAN LERAY ET JULES SCHAUDER,

n'est vide en ancun point de K. | Nous allons compléter ce théoreme
("existence par des renseignements concernant la continuité des solu-
tions : le résultat obtenu constituera notre théoreme fondamental.

A cel effet supposons encore vérilices les hypothéses (1) et (H').
Considérons dans I'espace | & > K| le plus grand continu de solu-
tions (**) contenant a,, le plus grand continu de solutions con-
tenant a,, ....Soient ¢, co, .. .., les continus distinets (que nous
obtenons ainsi (v<p). 1l existe un nombre 2 tel qu’il est impos-
sible de trouver dans [ & >< &) une suite finie de solutions (x,, &),
(24, ko) ..., qui possedent les deux propriétés suivantes :

Les deux solutions extrémes de cette suite appartiennent i deux
continus ¢; et o, distincts; la distance de deux solutions consicutives
de celte suile reste inférieure a 2.

Soit 4 une grandeur positive queleonque inférieure i ¢ et inférieure
i la plus courte distance de ('d 'ensemble de toutes les solutions que
contient L. Considérons V'ensemble des points de | & > K| qui sont
situés 4 une distance moindre que 2 de 'une au moins des solutions
de (1): c'est un ensemble ouvert qui se compose de domaines. Soit &,
celui de ces domaines qui contient le continu e(/=1, 2, ..., v); les

domaines @, sont distinets: ils sont deux i denx sans point commun ;
ils sont intérieurs i Q: quand 2 tend vers zero chacun d’eux se réduit
au continu ¢, qui lui correspond. Nous avons le droit dappliquer les
lemmes 1, 2, 3 en substituant (0,4 42 : 'indice total des solutions con-
tenues dans @, est le méme en tous les points de K; il est égal a la
somme des indices des points (a,, k) qui font partie de ¢;; e’est donc
un nombre independant de 4. Nous le nommerons Uindice ¢ du
continu ¢ 1l a deux propriétés essentielles :

1" 8i (comme vraisemblablement cela a lieu « en général ») les
points de ¢, correspondant au point & de K sont en nombre fini, alors
la somme de leurs indices est I'indice ¢, de ¢, ;

2° Si 'indice ¢, de ¢, differe de zéro, a tout point de K correspond
au moins un point de ¢,.

(*) Une solution est leasemble d'un point & de & of d'un point & de K qui véri-
fient (1).

TOPOLAMIE ET BYUATIONS PONCTIONNELLES, 63

16. (H") a pour conséquence gque I'un au moins des indices 1.,
fyyo. ., b, différe de zéro. Do :

THEOREME FONDAMENTAL. — Sout I'équation :

(1) x—F(z, k)y=o,

Supposons vérifices les hypothéses H(§ 12, p. 59) et H'(§ 15, p. 61).
Alors 1L eX1STE SUREMENT dans espace | & > K | un continu de solutions le
long duquel k prend toutes les valewrs (**) de K.

N. . — Ce théoréme fondamental n’exprime pas toules les conse-
quences qu'entrainent les deux propriétés des indices ¢,. Citons par
exemple la constquence suivante : la solution (a,, &,), si son indice
diflere de zero, ou bien(*7)appartient a un continu de solutions conte-
nant I'une des autres solutions (wy, &), ..., (a,, &,); ou bien (*7)
appartient a un continu de solutions le long duguel £ prend Loutes les
valeurs de K.

Remarques concernant les /l.‘rpul/u:\n (H). — Signalnns un cas fre-
quent et particulitrement simple ou les conditions (H') sont satis-
faites : celui oit, en un point &, de K, & (2, £,) est identiquement
nulle (**).

Un autre cas important est le suivant : on connait un point £, de K
oi I'équation (1) admet un nombre impair de solutions, au voisinage
desquelles la trans formation ( 2) est biuntivoque.

IV. — Applications.

Signalons en premier lieu que les théorémes dexistence ctablis par
la méthode d'Arzela-Schmidt (*) sont tous des cas particuliers du
théoréme fondamental énonce ci-dessus.

17. Le présent chapitre est consacré i application d’un corollaire
du théoréme fondamental: ce corollaire s’obtient en supposant £

=) Une méme valenr de K peut étre prise plusieors fois,

s denx dventualité

(*7) Rien n’empiehe

a sa présentar simultanément.

(%) Cf 88, p. 55, o« Remarque importante »,
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Leray-Schauder continuation thm

® X Banach space, € C |0,1] x X open bounded
F:Q— X compact

o Y ={(\uweQ:u=F\u)}

® Thm. [/f
s XNON =1
e X9 = finite nonempty set {ai,...,am}

s indrgll — F(0,-),a1] #0

then (0,a1) belongsto acontinuum CC X

such that

s either C contains one of the points (0, as),
oy (0, am)

s or )\ along C takes all the valuesin |0,1]
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Pictures : LS vs Rabinowitz
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Idea of the proof

o o

LS-degree = asolutionexists Ve [0,1]

K c X compactis a continuum

& Vex>0,Vae K,Vbe K, onecan find a finite
number of points  py = a, p1,...,pn-1,pn =0 oOf K
such that Hp@ —pi_|_1H <€ (i: 1,...,71)

largest continuum of solutions (\,u) containing
(0,ax) gives p<m distinctcontinua Cy,...,C,

30 >0 onecannot (A1, u1),...,(Aguqg) N

0,1] x X with (A1, u1) € Ci, (N\g,uq) € Cj, i # 7, and
[(Aks wr) = (At w1 <6

drsll — F(X,-),(25),] constanton n-open
neighborhoods €2; ofthe C; with

n < min{d, dist(S, 0N)
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Bifurcation

®» M.A. KRANOSEL'SKII, On a topological method in the problem of
eigenfunctions of nonlinear operators, Dokl. Akad. Nauk SSSR 74
(1950), 5-7

®» uv=F\u), F:RxX—X completely continuous,
F(A\0)=0 VAeR

# Definition : (0, \*) is a bifurcation point if 3 (\g, )
In R x (X\{0}) convergingto (\*,0)
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Krasnosel’skii’s local bifurcation thm

o Thm. If L:X — X islinear compact,

R:Rx X — X completely continuous and

R\, x) =o(||z|]|) near 0 uniformly on bounded

A-sets, then

s (A\*,0) bifurcation point of x = ALx + R(x, \)
= \* Is areal characteristic value of L

s \* real characteristic value of L  with odd
multiplicity = (\*,0) Is a bifurcation point of
r = ALx + R(x,\)

# Proof : variation of degree around X\* =
bifurcation + Leray-Schauder formula
irs|ll —A,0)=(-1)?, A:X — X linear, compact,
I — A Invertible, ¢ sum of the multiplicities of the
real characteristic valuesof A in (0,1)
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Extensions of Rabinowitz thm - 1

® (o generalized multiplicities or eigenvalues . ALIEV, BARI,
DAVIDSON, ESQUINAS, IZE, KIELHOFER, LALOUX, LOPEZ-GOMEZ,
MAKHMUDOV, MAGNUS, MORA-CORRAL, PRZYBYCIN, RABIER,
RYNNE, SARREITHER, SCHMITT, SMITH, WEISTREICH, WELSH ...

® o more general nonlinear operators . ALEXANDER, BENEVIERI,
BERESTYCKI, BERKOVITS, BODEA, CALAMAI, CANTRELL,
CORTESANI, DANCER, DOMACHOWSKI, EISNER, FITZPATRICK,
FURI, GEBA, GORNIEWICZ, GULKOWSKI, HETZER, HUANG
WENZzAO, KIELHOFER, KIM INSOOK, KIM YUNHO, KWON SUNGUI,
KUCERA, |zE, LALOUX, LE VIKHOI, MA RUYUN, MAGNUS, MAWHIN,
MACBAIN, NITKURA, NUSSBAUM, PEITGEN, PEJSACHOWICZ,
PETRYSHYN, PRUFER, RABIER, RATINER, RECKE, SACCON,
STALLBOHM, SCHMIDT, SCHMITT, STUART, THOMPSON, TOLAND,
WEISTREICH, VATH, WELSH, WEBB, ZHAN HANSHENG, ZVYAGIN ...
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Extensions of Rabinowitz them — 2

® (o nonlinear operators on cones or convex sets . AMANN, DANCER,
LI DONGSHEN, LI KATAI, MA TIAN, NUSSBAUM, STUART, TURNER,
YU QINGYU ...

® (o several parameters . ALEXANDER, ALTMAN, BARTSCH,
CANTRELL, FITZPATRICK, |ZE, LOPEZ-GOMEZ, MASSABO,
PEJSACHOWICZ, RATINER, SHI JUNPING, VIGNOLI, WELSH,
YORKE, ZVYAGIN ...

® (o equivariant bifurcation . BALANOV, BARTSCH, DANCER, GEBA,
KRAWCEWICZ, KUSHKULEY, |1ZYDOREK, |IZE, RYBICKI, STEINLEIN,
ViGNoOLI, Vivi, WERNER, WuU ...
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An invariant integral

®» ECR™ open, DCR"™ open, a<b

® Llemma. G € C%Ja,bl x E,D), we CYD,R),
pw=wdri AN...Ndxy, = OGN, )" ul = d[vG w(N)]
where v .,(\) =[wo G\, )] [Yi (=1 1a\Gi(t, )

AG1 () A AAG(A ) A AdGa(N,-)]

°

simple proof : M., Topol. Meth. Nonlin. Anal. 26 (2005), 17-33
Corollary. If m=n and
VA€ la,b]: suppwnNG(A-)(OF) =10, then

Je GO\ )= [pwlG\ )] Jy G\ y)dy s
independentof X on [a,b]

°
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Topological bifurcation without degree

# Thm. A € C(la,b], LR",R")), Re€C(|la,b] x R" R"):
R\, x) =o(||x|) uniformly on la,b]. If
det A(a) -det A(b) <0, then AMNz+ R\, z)=0
has a bifurcation point in  [a,b] x {0}
# proof (by contradiction) : no bifurcation point =
» Ja1 >0, 3r>0: [|[A(c)xr + pR(c,x)|| > a1
on [0,1] x dB(r) (¢ = a,b)
s Jag>0: ||[AN)z+ R\ 2)|| > a2 on l|a,b] x 0B(r)

® take BcC? ScC?: ||BNx— ANz and

S\, x) — R\, 2)|| < min{a1/3,a2/3} on [a,b] x B(r) :
ge(p, ©)|| := [[B(c)x + pS(e,x)|| = a1/3 on [0, 1] x OB(r)
o h(A, 3?\)] = ||B(AN)x + S\, z)|| > as/3 on |a,b] x 0B(r)




End of the proof

» take
w e CHR™,Ry) : suppw C Blaz), [pnw(z)dr =1

o apply Corollary to h(A-) (M€ [a b)) =

JB(r)

3 = min{oq/?), Ck2/3},

(a,y) Jh(aydy—fB

» apply Corollary to g, (11.-), (1.
(:u < [07 1]) — fB(r) lU[h(CL, y)] Jyh(&a y) dy —

9a(1,y)] Jyga(1,y) dy =
'ga(() Y)| Jy94(0,y) dy = sgn det A(a)

)] Jyh(b,y) dy =
gb(l y)| Jygu(1,y) dy =
96(0,9)] Jygp(0,y) dy = sgn det A(b)

w{h(b,y)] Jyh(ba y) dy
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Many more years to Paul Rabinowitz,
to give us other inspired, beautiful and fruitful results like
the global bifurcation theorem ...

and many thanks to Yiming Long and his colleagues
for the superb organization !
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