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随动推力作用下柔性自旋飞行器横向振动响应
及失稳分析
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摇 摇 摘要: 针对柔性自旋飞行器动力学问题,考虑结构自身旋转作用,建立计入陀螺力矩及随动推

力影响的运动方程,研究系统的动力学响应问题。 将柔性自旋飞行器简化为非均匀转子结构,采用

剪切变形对轴向位移有影响的 Timoshenko 梁模型,计入了陀螺力矩及随动推力的影响,基于有限

元方法建立了运动方程,分析了质量偏心力作用下转速和推力对系统动力响应的影响以及结构失

稳的情况。 分析结果表明:随动推力的增加会减小系统的刚度和临界转速;激振频率等于系统临界

转速频率时系统发生共振;推力达到或超过临界推力将导致系统失稳;转速的增加会降低系统的临

界推力值;结构的非均匀性对系统的临界转速和临界推力造成很大影响。
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Analysis of Transverse Vibration Response and Instability of
Flexible Spinning Flight Vehicles under Follower Thrust
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Abstract: The self鄄rotation of flexible spinning flight vehicles in the dynamic analysis is emphatically
considered. The equations of motion are formulated and the dynamic stability is analyzed by taking into
account gyroscopic moment and follower thrust. The flexible spinning flight vehicle is simplified as a non鄄
uniform rotor structure. Timoshenko beam model, which assumes that the shear deformation influences
axial displacement, is adopted with consideration of the effects of gyroscopic moment and follower thrust.
The equations of motion are established based on the finite element method to analyze the effects of rota鄄
ting speed and follower thrust on the dynamic response and structural instability under the action of mass
eccentric force. The results show that system stiffness and critical spin speed decrease with the increase in
follower thrust; the resonance of system occurs when the excitation frequency equals to the critical spin
speed frequency; the follower thrust equaling to or being greater than the critical thrust results in system
instability; the increase in spin speed will reduce the critical thrust of system; and the structural hetero鄄
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geneity greatly affects the critical spin speed and critical thrust.
Key words: vibration and wave; spinning flight vehicle; follower thrust; Timoshenko beam

0摇 引言

现代火箭或导弹等空间飞行器通常选取较高的

推重比,结构长径比设计也越来越大,其目的是为了

提高飞行速度及增加有效射程。 但这同时也带来不

利影响,导致弹箭结构的弹性效应愈加明显,柔性飞

行器的结构振动特性和动力学稳定性问题逐渐得到

学者们的关注。
Chae 等[1]考虑了多种因素对细长柔性飞行器

进行了动力分析以及气动分析,得到了临界推力作

用下的发散响应结果。 Trikha 等[2]采用两种方法推

导了柔性空间飞行器的一般运动方程,其分析结果

表明速度、加速度、随动推力等因素对结构稳定性产

生重要影响。 文献[3 - 4]提出了大长径比弹箭柔

性弯曲的动力学模型和有限元模型,并研究了弹箭

飞行过程中的共振不稳定性问题,得出柔性变形使

弹箭的飞行稳定性变坏的结论。 许赟等[5] 建立了

随动推力作用下的非均匀梁振动分析数学模型,通
过数值仿真表明随动推力会诱发弹箭飞行器的动力

学失稳,同时影响结构的振动频率和振型特性。 张

雷等[6]引入气动耦合项对有推力的细长导弹的横

向弯曲振动进行了数学建模,其分析结果表明气动

弹性使得结构稳定性降低。 以上这些研究都是针对

非自旋类柔性飞行器的,都没有考虑飞行器自旋的

作用。
何斌等[7] 采用柔体浮动框架和气动弹性小参

数摄动法建立了柔性旋转弹箭飞行力学模型,给出

了被动段时系统临界状态的条件和临界转速。 Zhu
等[8]考察了变推力作用下系统质量偏心因素对自

旋飞行器系统动力特性的影响,其仿真结果表明结

构振动规律与变推力频率密切相关。 目前以柔性自

旋飞行器为对象考虑随动推力作用的研究还较少。
本文在前人工作的基础上,着重考虑飞行器的自身

旋转和随动推力的共同作用,对飞行器横向振动响

应及失稳情况进行分析。
本文采用剪切变形对轴向位移有贡献的 Timo鄄

shenko 梁模型,基于有限元方法建立计入陀螺力矩

及随动推力影响的系统运动方程,通过数值仿真分

析了一定转速时随动推力作用下系统的横向振动响

应及结构失稳情况。

1摇 动能、势能和外力功

1郾 1摇 动能和势能

柔性自旋飞行器的简化模型如图 1 所示,图中

Oxyz 为准弹体坐标系,弹体以角速度 赘 绕 x 轴自

旋;随体坐标系 O忆孜浊灼 固连在轴段微元形心上,跟随

弹体微元一起转动。 如图 2 所示,由两坐标系之间

的转换关系,轴段微元角速度在随体坐标系下的分

量可表示为
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式中:渍· 为弹体的自转角速度,渍· = 赘.

图 1摇 弹体模型

Fig. 1摇 Model of flight vehicle
摇

图 2摇 坐标系转换关系

Fig. 2摇 The transformational relation between the
coordinate systems

摇

忽略弹体的轴向变形,即假设结构无纵向伸缩,
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但是考虑弯曲和剪切作用对轴向变形的影响。 系统

动能为

T = 1
2 乙

l

0
(滋 u·2

y + 滋 u·2
z + jp棕2

孜 + jd棕2
浊 + jd棕2

灼)dx,

(2)
式中:uy、uz分别为梁截面 y 向、z 向的横向位移;滋、jd
和 jp 分别为单位长度的质量密度、直径转动惯量和

极转动惯量;l 为弹体长度。
当弹体弹性变形较小时,可取近似关系 cos 兹浊忆抑1

和 sin 兹浊忆抑兹浊忆抑兹y,略去高阶小量,得到简化动能表

达式

T = 1
2 乙

l

0
(滋 u·2

y + 滋 u·2
z + jp赘2 + jd兹

·2
y +

jd兹
·2

z - 2jp赘 兹
·

z兹y)dx, (3)

式中:兹y、兹z分别为该截面的转角; - 2jp赘兹
·

z兹y 为耦合

项,是由陀螺力矩作用引起的。
考虑剪切变形的影响,系统的弹性势能为

V = 1
2 乙

l

[
0

(EI
鄣兹y

鄣 )x

2

+ (EI
鄣兹z
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2

+

资 (GA
鄣uy

鄣x - 兹 )z

2

+ 资 (GA
鄣uz

鄣x + 兹 )y ]
2

dx, (4)

式中:EI 和 资GA 分别为弯曲刚度和剪切刚度。
1郾 2摇 外力功

考虑剪切变形后,其将与横向弯曲位移共同对

轴向位移产生影响[9],图 3 所示为 Oxy 平面内在剪

切力 Fsy作用下微元的轴向位移示意图,由图中关系

可得 Oxy 平面内的轴向位移

dux1 = dx义 - dx [= 1
2 酌2

z - (1
2

鄣uy

鄣 )x ]
2

dx, (5)

式中:dx义为弯曲变形和剪切变形后的微元轴向长

度;酌z 为微元中心轴线绕 z 轴的剪切角。
同样地,得到 Oyz 平面内的轴向位移

dux2 [= 1
2 酌2

y - (1
2

鄣uz

鄣 )x ]
2

dx, (6)

式中:酌y 为微元中心轴线绕 y 轴的剪切角。
忽略气动力作用,将推力 P 视为定常随动推

力,在推力和惯性力作用下得到轴向力分布表达式

PN(x) = (P 1 -
mx

m )
b

, (7)

式中:mb = 乙l
0
滋dx;mx = 乙x

0
滋dx. 对于均匀梁而言 滋

为常数,此时轴向力是线性分布的。

图 3摇 Timoshenko 梁的轴向位移

Fig. 3摇 Axial displacement of Timoshenko beam
摇

所以随动推力保守部分所做功为

Wc = 乙l
0
P { [N (1

2
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鄣 )x

2

- 1
2 酌2 ]z

[

+

(1
2

鄣uz

鄣 )x

2

- 1
2 酌2 ] }y dx. (8)

在弹体尾部,随动推力非保守部分所做虚功为

啄Wnc = P(兹z啄uy) | x = 0 - P(兹y啄uz) | x = 0 . (9)

2摇 运动方程

按有限元方法的思想,将弹体模型沿轴向进行

离散,整体划分为 n 个梁单元。 为了便于分析,每个

梁单元近似为等截面梁。 将整体坐标系转换到单元

局部坐标系下,采用 Timoshenko 梁单元对其横向位

移和转角进行插值,得
uy =Nu1s,uz =Nu2s,

兹z =Du1s, - 兹y =Du2s
{ ,

(10)

式中:N 和 D 分别为位移和转角插值函数矩阵;u1s和

u2s分别为 y 向和 z 向的广义坐标[10]。
离散化后第 i 个单元的轴向力可表示为

PNi = (P 1 -
mi

m )
b

, (11)

式中:

mi = 移
i -1

j = 1
msj + 滋is, (12)

其中 msj为第 j 个单元的质量,j = 1,2,…,i - 1,滋i 为

第 i 个单元的线密度,s 为单元局部坐标。
非保守系统的 Lagrange 方程表达为

d
d (t

鄣T
鄣q )· - 鄣T

鄣q + 鄣V
鄣q -

鄣Wc

鄣q =Q, (13)

式中:q 和 Q 分别为广义坐标和包括非保守力在内
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的广义力。 取 q 分别为 u1s和 u2s,由此得到单元的

运动方程

Msu
··

1s + 赘Jsu
·

2s + Ksu1s =Q1s,

Msu
··

2s - 赘Jsu
·

1s + Ksu2s =Q2s
{ ,

(14)

式中:Ms、赘Js 和 Ks 分别为单元的质量矩阵、回转矩

阵和刚度矩阵,此时广义力 Q1s和 Q2s为不包括随动

推力在内的广义力。 单元刚度矩阵包含了随动推力

的影响,Ks = Kes - Kcs - Kncs,Kes为单元弹性刚度矩

阵,Kcs为由推力保守部分得到的单元刚度矩阵,Kncs

为由推力非保守部分得到的单元刚度矩阵。 单元矩

阵 Ms、Js 和 Kes的具体表述请参考文献[10],这里

只给出单元矩阵 Kcs和 Kncs的表述:

Kcs = 乙li
0
PNi(N忆TN忆 (- EI

资 )GA
2

N苁TN )苁 ds,

(15)
Kncs = P[N(0)] T[D(0)], (16)

式中:li 为单元长度。 注意, (16)式表述的 Kncs只作

用在随动推力所施加的单元上,在其他单元的刚度

矩阵中 Kncs元素皆为 0.
考虑阻尼影响,利用有限元方法,可以得到柔性

自旋飞行器运动方程的一般形式,即
Mu··+ Cu· +Gu· + Ku =Q, (17)

式中:M、C、G 和 K 分别为系统的质量矩阵、阻尼矩

阵、回转矩阵和刚度矩阵;Q 为作用在弹体上载荷列

阵。 陀螺力矩的作用使得回转矩阵 G 为反对称矩

阵,而随动推力的作用使得刚度矩阵 K 为非对称矩

阵。 最后施加平均弹轴条件[3],对自由边界的弹体

变形进行约束。

3摇 数值仿真及结果分析

根据前文得到的细长自旋飞行器系统的运动方

程,采用 Newmark 方法进行求解,编制了相应的仿

真程序,对在推力和自旋作用下的弹体振动情况进

行仿真分析。
以长径比为 25 的等截面细长回转梁作为弹体

仿真模型,整体分为 4 段,相关参数见表 1. 在不同

条件下对此模型分别进行临界转速[10 - 11] 和临界推

力分析[12],结果分别见表 2 和表 3. 表 2 中:无量纲

推力 P =P / Pcr0,Pcr0为 赘 =0 时系统的临界推力,Pcr0 =
9郾 84 伊 106 N;无量纲临界转速 棕cr = 棕cr / 棕cr0 . 表 3

中:无量纲临界推力 Pcr = Pcr / Pcr0;无量纲转速 赘 =

赘 / 棕cr0,棕cr0为 P = 0 时系统的一阶临界转速,棕cr0 =
97郾 16 rad / s. 可见,不同条件下系统的临界转速和

临界推力是不同的。

表 1摇 梁轴模型参数

Tab. 1摇 Parameters of beam model

参数
梁轴模型

轴段 1 轴段 2 轴段 3 轴段 4

l / m 1郾 0 3郾 0 2郾 5 1郾 0

EI / (107N·m2) 1郾 01 0郾 76 0郾 50 1郾 01

资GA / 108 N 1郾 89 1郾 42 0郾 94 1郾 89

滋 / (kg·m - 1) 100郾 08 63郾 94 142郾 98 114郾 38

jd / (kg·m) 1郾 09 0郾 70 1郾 56 1郾 24

表 2摇 临界转速

Tab. 2摇 Critical speed

P 棕cr

0 1郾 00

0郾 1 0郾 92

表 3摇 临界推力

Tab. 3摇 Critical thrust

赘 Pcr

0 1郾 00

0郾 5 0郾 99

1郾 0 0郾 98

1郾 5 0郾 76

摇 摇 分析由质量偏心因素引起的弹箭结构横向振动

响应问题,把偏心力作为弹体结构的激振力施加于

弹体质心位置处,设偏心距为 e = 1 mm,激振力频率

与自转频率相同,即 棕 = 赘. 计算转速 赘 分别为

0郾 5、1郾 0、1郾 5 时和推力 P 分别为 0、0郾 1 时系统质心

的横向位移响应情况,结果如图 4 所示。
由于随动推力的作用,使得弹体结构的弯曲和

剪切变形对轴向位移产生影响,进而减小了系统刚

度,所以推力的增加会使结构的振动响应幅值增大。
由图 4(a)可见,仿真结果与理论相符。 图 4(b)中
结果显示,曲线 1 和曲线 3 两种情况表明系统发生

共振,结构变形发散,因为它们的转速均达到了各自

状况下的临界转速(见表 2)。 图 4(b)中曲线 2 情

况表明结构产生拍振现象,原因是随动推力的增加

降低了系统的临界转速,使此时的转速避开了本状
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图 4摇 不同条件下系统质心的位移响应

Fig. 4摇 Displacement responses of mass center under
different conditions

摇

况下的临界转速,因此也避免了共振的发生。 对应

于图 4(b)中曲线 1、曲线 3 两种情况,图 5 显示了弹

体质心横向位移在临界转速下的共振发散轨迹。 对

比图 4(a)和图 4(c),在相同推力作用下,转速的增

加使质量偏心力增大,从而使得相应的振动响应幅

值增大。
现考察推力接近或超过临界推力时弹体结构的

响应问题。 图 6 显示了 P = 1郾 00 时在不同转速下系

统的位移响应,明显发现此时不论转速如何系统都

将产生失稳。 因为弹体自旋在一定程度上降低了系

统的临界推力,使得此时的推力 Pcr0 大于任何转速

图 5摇 弹体质心轨迹

Fig. 5摇 Trace of mass center of flight vehicle
摇

下的临界推力(见表 3),所以不论转速如何最终都

将导致系统失稳。 图 7 显示了弹体颤振失稳时质心

的发散轨迹。 事实上,当推力达到临界推力值后,由
于结构振动失稳,图 6 和图 7 中的情况会造成系统

结构的破坏,而实际位移不会如此之大。 取推力

P = 0郾 76,不同转速下的系统质心位移响应如图 8

图 6摇 临界推力作用下系统质心的位移响应

Fig. 6摇 Displacement response of mass center under
critical follower thrust

所示。 对于图 8 中曲线 1、曲线 2 两种情况,推力均

未达到各自状况下的临界推力(见表 3),所以振动

响应曲线稳定;对于曲线 3 情况,由于弹体自旋作用
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使得此时的临界推力值降幅很大(见表 3),推力已

达到临界推力值,所以结构发生颤振失稳。

图 7摇 弹体质心轨迹

Fig. 7摇 Trace of mass center of flight vehicle
摇

图 8摇 不同转速下系统质心的位移响应

Fig. 8摇 Displacement responses of mass center under
different spinning speeds

摇

图 9 为不同梁轴模型的前两阶临界转速随推力

增加而变化的曲线,其变化规律与推力作用下的进

动频率变化规律相似,发生了频率合并的现象。 可

以发现,随着推力的增加,不同模型的一阶无量纲临

图 9摇 临界转速变化曲线

Fig. 9摇 Variation curves of critical spin speed

界转速的差异也逐渐增大。 图 10 为不同梁轴模型

的临界推力随转速增加而变化的曲线。 可见,均匀

梁轴模型的陀螺效应很小,对临界推力的影响可以

忽略;而对于非均匀梁轴模型,轴向力的分布发生改

变,同时陀螺效应随转速的增加而增大,当转速达到

某一值时,使得系统的刚性模态频率与弹性模态频

率产生合并,从而使系统的临界推力突然减小。 此

情况对应于图 10 中的阶跃部分,同时与表 3 数据对

应,图 8 中的振动情况也能得以解释。 所以,结构模

型的非均匀性对系统的临界转速以及临界推力的影

响都非常大。

图 10摇 临界推力变化曲线

Fig. 10摇 Variation curves of critical thrust
摇

4摇 结论

以柔性自旋飞行器为研究对象,考虑了剪切变

形对轴向位移的影响,采用有限元方法对系统进行

了离散,推导出含有陀螺力矩及随动推力影响的系

统运动方程,通过算例仿真对转速和随动力推力作

用下的系统横向振动响应和结构失稳情况进行了分

析,得到以下结论:
1) 随动推力的增加会减小系统刚度,使振动幅

值增大,而且会减小自旋飞行器的临界转速;当激振

频率等于系统临界转速频率时,系统产生共振。
2) 推力达到或超过系统临界推力时,系统发生

失稳;转速的增加会降低系统的临界推力。
3) 模型的非均匀性使结构的惯性、刚度和轴向

力分布等发生变化,从而对系统的临界转速和临界

推力造成很大影响。
综上,弹体自身旋转和随动推力的共同作用使

系统的振动特性发生改变,在飞行器设计时需要引

起关注。
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