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真三轴应力状态下岩石损伤本构模型
1)
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摘要 从岩石微元破坏服从 Weibull 随机分布的特点出发，建立了真三轴应力状态下岩石损伤软化统计

本构关系；根据应力应变关系的几何条件，建立了本构模型参数与岩石变形过程中应力应变曲线特征参量的理

论关系，从而增强了模型的适应性；最后通过试验实测数据验证了模型的合理性.
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Abstract With the assumption that the rock micro-unit failure obeys the Weibull random distribution, the

damage softening statistical constitutive relations are established under the true triaxial confinement state.

Then, according to the geometrical conditions of the stress--strain relationship, the theoretical relationship

between the constitutive model parameters and the stress--strain curve characteristic parameters during the

process of rock softening and deforming is established, which enhances the adaptability of the model. Finally,

the rationality of the model is verified by the measured data.

Key words true triaxial stress state, Weibull random distribution, Drucker--Prager criterion, constitutive

relation

损伤的概念最早是由苏联的力学家 Kachanov

于 1958 年在研究蠕变断裂时提出的. 1963 年，

Rabotnov 引入 “损伤因子” 的概念，奠定了损伤力

学的基础. Dougill 于 1976 年最早提出岩石类材料

损伤力学的研究 [1]. 岩石是一种多孔隙介质，如何

建立能体现岩石在损伤过程中的应力应变关系是岩

石力学研究的热点和难点之一 [2]，近年来取得了一

些令人鼓舞的研究成果. 特别是统计方法的引入，

使岩石损伤软化统计本构关系的研究取得了很大进

展 [3-5]，对基于Weibull分布参数的确定也有一定的

研究.文献 [3]采用实验拟合的方法确定分布参数；

文献 [6] 利用应力应变曲线峰值点信息确定了单向

载荷作用下岩石损伤模型中的参数；文献 [7]探讨了

岩石损伤软化本构统计模型参数的物理意义，建立
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了常规围压条件下岩石损伤软化本构模型参数的确

定方法.

但是上述岩石三轴应力状态下的本构理论模

型，主要集中在等围压条件下，没有考虑中间主应

力的影响，且多数模型参数均基于试验曲线拟合而

来. 事实上，大量岩石真三轴压缩试验结果表明 [8-9],

岩石的强度和破坏不仅与最大和最小主应力有关,

而且受中间主应力的影响. 本文在前人研究的基础

上, 建立了真三轴应力状态下岩石的损伤软化本构

模型，并推导了模型参数的理论表达式，最后通过

试验验证所建公式的正确性.

1 岩石损伤统计本构模型

利用应变等价性假说 [10]，岩石损伤本构模型的

基本关系式为

σ = Cε (1−D) (1)

式中 σ 为名义应力矢量，C 为材料弹性矩阵，ε 为

应变矢量，D 为损伤变量.

基于岩石细观结构的非均质性 [4], 材料内部微

元体力学性质的分布具有概率性，假定服从韦布尔

统计分布规律，其概率密度函数为

P {F} =
m

F0

(
F

F0

)m−1

exp
[
−

(
F

F0

)m]
(2)

式中 m，F0 为韦布尔分布参数，F 为韦布尔分布变

量.

概率密度是岩石微元体损伤率的一种度量. 在

载荷的作用下，微元体破坏的积累导致了损伤程度

由小到大的连续变化，由式 (2) 可将损伤变量表述

为

D = 1− exp [− (F/F0)
m] (3)

因此，由式 (1)和式 (3)可以建立岩石损伤统计

本构模型

σi = Eεi(1−D) + µ (σj + σk) =

Eεi exp [− (F/F0)
m] + µ (σj + σk) (4)

式中 i, j, k 可取 1, 2, 3.

基于考虑中间主应力影响的 Drucker--Prager破

坏准则，以岩石微元强度表示的韦布尔随机分布变

量

F = α0I1 +
√

J2 (5)

式中 I1 为应力张量的第一不变量；J2 为应力偏量的

第二不变量；α0 为与岩石材料性质有关的参数. 其

表达式分别为

α0 = sin ϕ/
√

9 + 3 sin2 ϕ

I1 = σ∗1 + σ∗2 + σ∗3 =
E (σ1 + σ2 + σ3)
σ1 − µσ2 − µσ3

√
J2 =

√
1
6

[
(σ∗1 − σ∗2)2 − (σ∗2 − σ∗3)2 − (σ∗3 − σ∗1)2

]
=

Eε1

√
(σ1 − σ2)

2 + (σ2 − σ3)
2 + (σ3 − σ1)

2

√
6 (σ1 − µσ2 − µσ3)

式中 ϕ 为内摩擦角.

以上依据韦布尔分布函数，从统计的角度描述

了岩石的损伤模型，模型中的韦布尔分布参数 m，

F0 尚未确定.

2 模型参数的确定

典型的岩石三轴试验曲线在极值点处满足以下

几何条件

(1) ε1 = εc, σ1 = σc; (2) εc = ε1,
dσ1

dε1
= 0 (6)

将条件 (1) 代入式 (4) 得到

exp
[
−

(Fc

F0

)m
]

=
Eεc

σc − µσ2 − µσ3
(7)

式中 Fc 为曲线极值点对应的 F，为一定值.

将 σi 视为关于 εi (i = 1, 2, 3) 的函数，σ1 的全

微分可写成如下形式

dσ1 =
∂σ1

∂ε1
dε1 +

∂σ1

∂ε2
dε2 +

∂σ1

∂ε3
dε3 (8)

对式 (4) 中各式分别取微分可得

dσ1 = A1dε1 + A2dF + A3dm+

A4dF0 + µdσ2 + µdσ3

dσ2 = B1dε1 + B2dF + B3dm+

B4dF0 + µdσ3 + µdσ1

dσ3 = C1dε1 + C2dF + C3dm+

C4dF0 + µdσ1 + µdσ2





(9)

式中，A1 =
∂σ1

∂ε1
，A2 =

∂σ1

∂F
，A3 =

∂σ1

∂m
，A4 =

∂σ1

∂F0
，B1 =

∂σ2

∂ε2
，B2 =

∂σ2

∂F
，B3 =

∂σ2

∂m
，B4 =

∂σ2

∂F0
，

C1 =
∂σ3

∂ε3
，C2 =

∂σ3

∂F
，C3 =

∂σ3

∂m
，C4 =

∂σ3

∂F0
.
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上式中 dF 进一步求全微分，化为仅含 dε1(或

dε2，dε3)，dσ1，dσ2 ，dσ3 项的形式

dF = F11dε1 + F12dσ1 + F13dσ2 + F14dσ3

dF = F21dε2 + F22dσ1 + F23dσ2 + F24dσ3

dF = F31dε3 + F32dσ1 + F33dσ2 + F34dσ3





(10)

假定 F0 和 m 仅为应力 σ3 的函数 [7]，则有

dF0 = F3dσ3

dm = m3dσ3



 (11)

式中, F3 =
∂F0

∂σ3
，m3 =

∂m

∂σ3
.

将式 (10) 和式 (11) 代入式 (9)，并化简可得

U1dσ1 + U2dσ2 + U3dσ3 + U4dε1 = 0

V1dσ1 + V2dσ2 + V3dσ3 + V4dε2 = 0

W1dσ1 + W2dσ2 + W3dσ3 + W4dε3 = 0





(12)

式中，U1 = A2F12−1, U2 = A2F13+µ，U3 = A2F14+

A3m3+A4F3+µ，U4 = A1+A2F11，V1 = B2F22+µ，

V2 = B2F23 − 1，V3 = B2F24 + B3m3 + B4F3 + µ，

V4 = B1+B2F21，W1 = C2F32+µ，W2 = C2F33+µ，

W3 = C2F34 + C3m3 + C4F3 − 1，W4 = C1 + C2F31.

令 ∆ =




U1 U2 U3

V1 V2 V3

W1 W2 W3


，∆1 =

(
V2 V3

W2 W3

)
，

∆2 =

(
U2 U3

W2 W3

)
，∆3 =

(
U2 U3

V2 V3

)
，利用克莱姆

法则解方程式 (12)，可得

dσ1 = −U4∆1

∆
dε1 +

V4∆2

∆
dε2 − W4∆3

∆
dε3 (13)

将式 (13) 和式 (8) 相比较得到

∂σ1

∂ε1
= −U4∆1

∆
(14)

式中

A1 = E exp
[
−

(
F

F0

)m]
, U4 = A1 + A2

∂F

∂ε1

A2 =
−Emε1

F

(
F

F0

)m

exp
[
−

(
F

F0

)m]
,

∂F

∂ε1
=

F

ε1

结合几何条件化简得到

(Fc/F0)
m = 1/m (15)

联立式 (7) 和式 (15) 得到

m = 1/ ln [Eεc/ (σc − µσ2 − µσ3)] (16)

F0 = Fc (m)1/m (17)

式 (16) 及式 (17) 即为岩石损伤统计本构模型

参数与岩石宏观物理力学参数的关系式，式中仅包

含岩石弹性模量、峰值应力和应变值，在常规力学特

性试验中极易得到.

当 σ2 = σ3 时，本文模型参数表达式退化为

m = 1/ ln [Eεc/ (σc − 2µσ3)]，F0 = Fc (m)1/m，与文

献 [7] 等围压下表达式一致；当 σ2 = σ3 = 0 时，

m = 1/ ln [Eεc/σc]，F0 = Fc (m)1/m，与文献 [6] 单

轴受力状态下表达式一致.

3 模型的验证

为了验证本文提出的岩石损伤本构模型，利用

文献 [9] 所提供的真三轴压缩试验数据，由式 (4),

(5), (16) 及式 (17) 得到不同中间主应力下的最大主

应力应变理论曲线，并与文献 [9]的试验曲线对比，

如图 1 所示. 岩石弹性模量 E = 4.866GPa, 泊松比

µ = 0.25，内摩擦角 ϕ = 44.70◦. 不同中间主应力下

的峰值点参数如表 1.

表 1 不同中间主应力下的砂岩参数

σ2/MPa σc/MPa εc/‰

1.248 3 10.635 9 19.758 2

2.262 2 11.457 8 14.182 1

图 1 (a) 为 σ3 = 0.78MPa，σ2/σ3 = 1.6 时的

最大主应力应变曲线；图 1(b) 为 σ3 = 0.78MPa，

σ2/σ3 = 2.9 时的最大主应力应变曲线.

(a) σ3 = 0.78MPa, σ2/σ3 = 1.6

图 1 不同围压下真三轴理论模型验证曲线
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(b) σ3 = 0.78MPa, σ2/σ3 = 2.9

图 1 不同围压下真三轴理论模型验证曲线 (续)

由图 1 可以看出，本文所建立的岩石损伤本

构模型理论曲线与试验得到的应力应变关系比较接

近，进一步验证了本构模型的合理性.

4 结 论

(1) 假定岩石微元破坏服从韦布尔统计分布规

律，建立了岩石损伤统计本构模型，从而在理论上

考虑了中间主应力对岩石破坏强度的影响；

(2) 建立了真三轴应力状态下本构模型参数与

岩石软化变形过程中应力应变曲线特征参量的理论

关系，只需利用试验曲线峰值点应力应变的信息及

岩石弹性模量即可确定模型参数；

(3)通过模型验证表明，本文所建立的岩石损伤

统计本构模型在真三轴受力状态下，其理论曲线与

试验数据的吻合度均较好.
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非线性的影响越大，越大则反之.如果壳体剪力大小

参数值 B 很小，意味着边界条件对椭圆化变形没有

影响. 所以 Brazier 非线性的影响很重要.
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