
4. 网络流问题
定义1 设G =(V, E )为有向图,在V中指定一点

 称为发点(记为vs ),和另一点称为收点(记为vt ), 

其余点叫做中间点. 对每一条边vi vj ∈E,对应一个
 非负实数Cij ,称为它的容量. 这样的G称为容量网
 络,简称网络,记作G = (V, E, C ).

定义2 网络G = (V, E, C )中任一条边vi vj 有流
 量 fij ,称集合 f ={

 
fij }为网络G上的一个流.

满足下述条件的流 f 称为可行流：

①
 

(限制条件)对每一边vi vj ,有0≤ fij ≤Cij ;
②

 
(平衡条件)对于中间点vk 有∑fik =∑fkj , 

即中间点vk 的输入量 = 输出量. 



如果 f 是可行流,则对收、发点vt 、vs 有

∑fsi =∑fjt =Wf ,

即从vs 点发出的物质总量 = vt 点输入的量.Wf 称为
 网络流 f 的总流量. 

上述概念可以这样来理解,如G是一个运输网
 络,则发点vs 表示发送站,收点vt 表示接收站,中间

 点vk 表示中间转运站,可行流 fij 表示某条运输线上
 通过的运输量,容量Cij 表示某条运输线能承担的最
 大运输量,Wf 表示运输总量.

可行流总是存在的.比如所有边的流量 fij = 0 
就是一个可行流(称为零流).
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所谓最大流问题就是在容量网络中,寻找流量
 最大的可行流. 求最大可行流的算法

实际问题中,一个网络会出现下面两种情
 况：⑴

 
发点和收点都不止一个.

解决的方法是再虚设一个发点vs 和一个收点
 vt ,发点vs 到所有原发点边的容量都设为无穷大, 

所有原收点到收点vt 边的容量都设为无穷大.

⑵
 

网络中除了边有容量外,点也有容量.

解决的方法是将所有有容量的点分成两个点,
 如点v有容量Cv ,将点v分成两个点v'和v",令

C(v'v" ) = Cv .  



最小费用流问题

这里我们要进一步探讨不仅要使网上的流达
 到最大,或者达到要求的预定值,而且还要使运输
 流的费用是最小的,这就是最小费用流问题. 

最小费用流问题的一般提法：

已知网络G = (V, E, C ),每条边vi vj ∈E 除了已
 给容量Cij 外,还给出了单位流量的费用bij (≥0).

所谓最小费用流问题就是求一个总流量已知
 的可行流 f ={

 
f ij }使得总费用

ij
Evv

ij fbfb
ji

∑
∈

=)(
最小.
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.特别地,当要求 f 为最大流时,此问题即为最小
 

费用最大流问题



5 关键路径问题

一项工程任务,大到建造一座大坝,一座体育
 中心,小至组装一台机床,一架电视机, 都要包括
 许多工序.这些工序相互约束,只有在某些工序完
 成之后, 一个工序才能开始. 即它们之间存在完
 成的先后次序关系,一般认为这些关系是预知的, 

而且也能够预计完成每个工序所需要的时间. 

这时工程领导人员迫切希望了解最少需要多
 少时间才能够完成整个工程项目, 影响工程进度
 的要害工序是哪几个？



• 如下图，某个项目由4个作业（边）完成，每项
 作业需要一定时间（边的权值）完成，并且每项
 作业都需要在一定的状态（顶点）下才能开始，
 即要完成所有先行作业（所有进入该顶点的

 边）。求完成这个项目的最短时间。

• 无回路有向赋权图中的最长路径：关键路径。

1
4

2

3

12

13
7

100



• 关键路径问题图论中已有成熟的算法，具
 体可见数据结构或者图论方面的参考书。

• 数学规划方法，用Lingo解决：
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设xi是作业i的开始时间。

目标：最后一个作业的
 开始时间最小。
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• 为了得到每个作业的最早开工时间和最迟
 开工时间，可更改模型如下：
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全部作业的开始时间最小

当sij>0时，说明对应的作业的开始时间可以推迟
sij，从而得到每个作业i的最迟开工时间。

关键路径还可以看成最长路，用求最短路径的方法
来求解。
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网络最优化模型转化为  
线性规划模型

本节将某些网络最优化问题转化为线性规划
 问题来求解, 但这并不意味着线性规划的方法是
 解决这些网络最优化问题的最有效算法.

事实上, 这些网络最优化问题均各自存在更
 有效的算法. 我们之所以将它们转化为线性规划
 问题, 主要基于以下两个方面的考虑：

⑴
 

我们有现成的功能很强的软件,它可以方
 便地求解线性规划问题.

⑵
 

将某些网络最优化模型,转化为线性规划
 模型,本身就是一种非常好的建模训练,具体的转
 化技巧具有重要的启发意义. 



PT(Potentialtask graph)图
在PT(Potentialtask graph)图中,用结点表示

 工序,如果工序 i 完成之后工序 j 才能启动,则图
 中有一条有向边(i , j ),其长度wi 表示工序 i 所需
 的时间. 

这种图必定不存在有向回路,否则某些工序将
 在自身完成之后才能开始,这显然不符合实际情况.

在PT图中增加两个虚拟结点v0 和vn ,使所有仅
 为始点的结点都直接与v0 联结,v0 为新增边的始点,
 这些新增边的权都设为0; 使所有仅为终点的结点
 都直接与vn 联结,vn 为新增边的终点. 这样得到的
 图G仍然不存在有向回路.



例
 

一项工程由13道工序组成, 所需时间(单
 位：天)及先行工序如下表所示

工序序号
 
A  B  C  D   E   F  G  H   I

所需时间
 
2  6  3  2   4   3  8  4   2

先行工序
 

— A  A  B  C,D  D  D  D  G,H

工序序号
 
J   K   L  M

所需时间
 
3   8   5  6

先行工序
 
G  H,E  J  K 

试问这项工程至少需要多少天才能完成? 那
 些工程不能延误? 那些工程可以延误? 最多可延
 误多少天?



先作出该工程的PT图.由于除了工序A外，均
 有先行工序,因此不必虚设虚拟结点v0 .
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在PT图中,容易看出各工序先后完成的顺序及
 时间.

虚拟结点



关键路径(最长路径)算法
定理

 
若有向图G中不存在有向回路,则可以

 将G 的结点重新编号为u1 , u2 , …, un ,使得对任意的
 边ui uj ∈E(G),都有i＜ j .

各工序最早启动时间算法步骤：

①
 

根据定理对结点重新编号为u1 , u2 , …, un .

②
 

赋初值
 

π(u1 )= 0.
③

 
依次更新

 
π(uj ),j = 2, 3, … , n .

π(uj )= max{π(ui )+  
ω(ui ,uj )|ui uj ∈E(G)}.

④
 

结束.

其中π(uj )表示工序 uj 最早启动时间,而π(un )即  π(vn )是整个工程完工所需的最短时间.
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此例不
 必重新
 编号，
 只要按
 字母顺
 序即可.π(A)=0,

π(B)=π(C)=2,
π(D)=8,
π(E)=max{2+3,8+2}=10,
π(F)=π(G)=π(H)=π(D)+2=10,
π(I)=max{π(G)+8,π(H)+4}=18,

π(J)=π(G)+8=18,

π(K)=max{π(E)+4,π(H)+4}=14,
π(L)=π(J)+3=21,
π(M)=π(K)+8=22,

π(N)=max{π(F)+3,π(I)+2,π(L)+5,π(M)+6}=28.

关键路径?
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这项工程至

 少需要多少天才
 能完成?

就是要求A到N的最长路,此路径称为关键路径.
那些工程不能延误? 那些工程可以延误? 最

 多可延误多少天?
关键路径上的那些工程不能延误.



通过以上计算表明：

这项工程至少需要28天才能完成.

关键路径(最长路径):

A→B→D→E→K→M→N

A→B→D→H→K→M→N
工序A,B,D,E,H,K,M不能延误,否则将影响工

 程的完成.

但是对于不在关键路径上的工序, 是否允许
 延误？如果允许, 最多能够延误多长时间呢？

各工序允许延误时间t(uj )等于各工序最晚启
 动时间τ(uj )减去各工序最早启动时间π(uj ).

即
 

t(uj )=τ(uj )-π(uj ).
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