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4 结束语

在本文中，作者在总结归纳前人和作者本人研

究成果的基础上提出了一个新的弹性力学问题，即

“被轴对称扭转载荷扭转的轴对称弹性体的弹性力学

空间问题”，该问题可看成是弹性力学空间问题的另

一个特例.

应当指出，该问题目前还仅仅是作者提出的一

个猜想，它需要经受严格的证明或者像 “弹性力学

空间轴对称问题”那样，成为一个公理. 在经典的弹

性力学专著和先前的学术研究中，对于这一类问题

是采用半逆解法或其他数学力学方法求解的，求解

过程比较麻烦. 如果本文中作者提出的这一猜想随

着时间的流逝，最终被学术界所认可和接受，则今

后再求解这一类问题时，即可直接利用本文中所叙

述的求解该问题的弹性力学基本方程式 (即式 (5)∼
式 (8))以及该问题中轴对称弹性体内应力和位移分

量的规律 (正如我们现在求解 “弹性力学空间轴对称

问题” 那样)，这将大大简化问题的求解过程. 上述

分析实例是一个很好的佐证.

作者对东南大学丁汉山教授的指教和帮助谨表

示衷心的感谢.
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考虑轴向均布载荷时压杆的稳定性计算
1)

黄开志 2) 陈小亮

(重庆科技学院数理学院，重庆 401331)

摘要 为了求得压杆同时承受轴向均布载荷和集中载荷时，

临界载荷的计算公式，首先对仅承受轴向均布载荷的压杆，

用初参数法，导出了临界载荷特征方程，由软件分析特征方

程发现，“固支 --定向”、“固支 --自由”、“铰支 --定向” 支承

的压杆，轴向均布载荷对其稳定性有明显影响，并求得了临

界载荷的近似解；其次采用载荷换算与叠加的方法，求得了

压杆同时承受轴向均布载荷和集中载荷时，临界载荷计算的

经验公式；最后就 “固支 --自由” 支承的压杆，与其他一些研

究结果进行了比较，本文结果与 “平均结果” 较吻合.

关键词 材料力学, 压杆, 稳定性, 临界载荷, 经验公式, 欧拉

公式
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对同时承受轴向均布载荷和集中载荷的压杆稳

定性问题，文献 [1]指出，难以求得临界载荷的精确

解，该文作者采用摄动法得到了临界载荷的特征方

程，给出了临界载荷的一些数值解；文献 [2]首先假

设了压杆挠曲线近似为正弦函数，然后用能量原理

得到了临界载荷的解答；文献 [3]用幂级数法求得了

临界载荷的解答.

在这些近似方法中，较详细研究了 “固支 --自
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由” 支承的情况, 对其他支承情况，没有提供详实的

临界载荷公式.

本文拟先导出压杆仅承受轴向均布载荷 q 时，

其临界载荷的近似解，并根据不同的支承情况作载

荷换算，再与压杆轴向集中载荷叠加，以求得压杆同

时承受轴向均布载荷和集中载荷时，其临界载荷计

算的经验公式.

1 q 单独作用时临界载荷近似解

设长为 l、抗弯刚度为 EI 的压杆，仅承受轴向

均布载荷 q 时处于微弯曲平衡状态，其受力和变形

情况可简化为图 1 所示模型.

图 1 整体微弯曲平衡状态

1.1 变形方程

在微弯曲平衡状态的压杆中取 dx 微段，因小

变形，可视 dx段为直线，按材料力学习惯设内力为

正，其受力情况如图 2 所示，则静力平衡方程为

dFS(x)− qdx · sinw′(x) = 0

dM(x)− FS(x)dx− qdx · sinw′(x) · dx

2
= 0

图 2 dx 段平衡状态

因小变形，故 sinw′(x) ≈ w′(x)，并略去二阶微

量，上述二式简化为

F ′S(x) = qw′(x) (1)

M ′(x) = FS(x) (2)

对式 (2) 求一阶导数并考虑到式 (1) 得

M ′′(x) = qw′(x) (3)

挠曲线近似微分方程

M(x)
EI

= w′′(x) (4)

对式 (4) 求一阶导数并考虑到式 (2) 得

FS(x)
EI

= w′′′(x) (5)

对式 (5) 求一阶导数并考虑到式 (1) 得

w(4)(x) =
qw′(x)

EI

令 k3 =
q

EI
，上式变为

w(4)(x)− k3w′(x) = 0 (6)

求解式 (6) 得挠曲线方程

w(x) = C1 + C2ekx + C3e−
1
2kx sin

(√
3

2
kx

)
+

C4e
−

1
2

kx
cos

(√
3

2
kx

)
(7)

对式 (7) 求一阶导数得转角 w′(x) 满足方程

w′(x)
k

= C2ekx + C3e−
1
2kx cos

(
π

6
+
√

3
2

kx

)
−

C4e−
1
2kx sin

(
π

6
+
√

3
2

kx

)
(8)

1.2 变形边界条件

在式 (7) ∼ 式 (8) 中令 x = 0，得到 A 端的变

形满足

w(0) = C1 + C2 + C4 (9)

w′(0)
k

= C2 + C3 cos
π

6
− C4 sin

π

6
(10)

在式 (7) ∼式 (8)中令 x = l，得到 B 端的变形

满足

w(l) = C1 + C2ekl + C3e−
1
2kl sin

(√
3

2
kl

)
+

C4e−
1
2kl cos

(√
3

2
kl

)
(11)
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w′(l)
k

= C2ekl + C3e−
1
2kl cos

(
π

6
+
√

3
2

kl

)
−

C4e−
1
2kl sin

(
π

6
+
√

3
2

kl

)
(12)

1.3 内力边界条件

对式 (8) 求一阶导数并考虑到式 (4)，得

M(x)
k2EI

= C2ekx − C3e−
1
2kx cos

(
π

6
−
√

3
2

kx

)
−

C4e−
1
2kx sin

(
π

6
−
√

3
2

kx

)
(13)

对式 (13) 求一阶导数并考虑到式 (2)，得

FS(x)
k3EI

= C2ekx + C3e−
kx
2 sin

(√
3

2
kx

)
+

C4e−
kx
2 cos

(√
3

2
kx

)
(14)

在式 (13) ∼式 (14)中令 x = 0，得到 A端的内力满

足

M(0)
k2EI

= C2 − C3 cos
π

6
− C4 sin

π

6
(15)

FS(0)
k3EI

= C2 + C4 (16)

在式 (13) ∼式 (14)中令 x = l，得到 B 端的内力满

足

M(l)
k2EI

= C2ekl − C3e−
1
2kl cos

(
π

6
−
√

3
2

kl

)
−

C4e−
1
2kl sin

(
π

6
−
√

3
2

kl

)
(17)

FS(l)
k3EI

= C2ekl + C3e−
kl
2 sin

(√
3

2
kl

)
+

C4e−
kl
2 cos

(√
3

2
kl

)
(18)

1.4 特征方程

根据表 1 所述不同支承情况的压杆，由变形和

内力为零的边界条件，选用式 (9) ∼式 (12),式 (15)

∼ 式 (18) 中的 4 个，构成关于初参数 C1, C2, C3,

C4 的齐次线性方程组. 因初参数 C1, C2, C3, C4 不

全为 0，则方程组的系数行列式必为 0，由此得到临

界载荷 qcr 的特征方程.

表 1 边界条件

支承情况 变形边界条件 内力边界条件

A--B A B A B

固支 --固支
w(0) = 0

w′(0) = 0

w(l) = 0

w′(l) = 0

M(0) =?

FS(0) =?

M(l) =?

FS(l) =?

固支 --铰支
w(0) = 0

w′(0) = 0

w(l) = 0

w′(l) =?

M(0) =?

FS(0) =?

M(l) = 0

FS(l) =?

固支 --定向
w(0) = 0

w′(0) = 0

w(l) =?

w′(l) = 0

M(0) =?

FS(0) =?

M(l) =?

FS(l) = 0

固支 --自由
w(0) = 0

w′(0) = 0

w(l) =?

w′(l) =?

M(0) =?

FS(0) =?

M(l) = 0

FS(l) = 0

铰支 --铰支
w(0) = 0

w′(0) =?

w(l) = 0

w′(l) =?

M(0) = 0

FS(0) =?

M(l) = 0

FS(l) =?

铰支 --定向
w(0) = 0

w′(0) =?

w(l) =?

w′(l) = 0

M(0) = 0

FS(0) =?

M(l) =?

FS(l) = 0

1.4.1 固支 --固支

由式 (9) ∼式 (12)及表 1所述该支承情况下为

零的边界条件，得特征方程为

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 1

0 1 cos
π

6
− sin

π

6

1 ekl e−
1
2kl sin

(√
3

2
kl

)
e−

1
2kl cos

(√
3

2
kl

)

0 ekl e−
1
2kl cos

(
π

6
+
√

3
2

kl

)
−e−

1
2kl sin

(
π

6
+
√

3
2

kl

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0

1.4.2 固支 --铰支

由式 (9) ∼ 式 (11) 和式 (17) 及表 1 所述该支承情况下为零的边界条件，得特征方程为
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 1

0 1 cos
π

6
− sin

π

6

1 ekl e−
1
2kl sin

(√
3

2
kl

)
e−

1
2kl cos

(√
3

2
kl

)

0 ekl −e−
1
2kl cos

(
π

6
−
√

3
2

kl

)
−e−

1
2kl sin

(
π

6
−
√

3
2

kl

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0

1.4.3 固支 --定向

定向支承是指仅对压杆的转角作刚性约束，即

该处压杆的转角为 0，而不限制其挠度，即该处压杆

的剪力为 0. 由式 (9), 式 (10), 式 (12), 式 (18) 及表

1 所述该支承情况下为 0 的边界条件，得特征方程

为

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 1

0 1 cos
π

6
− sin

π

6

0 ekl e−
1
2kl cos

(
π

6
+
√

3
2

kl

)
−e−

1
2kl sin

(
π

6
+
√

3
2

kl

)

0 ekl e−
1
2kl sin

(√
3

2
kl

)
e−

1
2kl cos

(√
3

2
kl

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0

1.4.4 固支 --自由

由式 (9), 式 (10), 式 (17), 式 (18) 及表 1 所述该支承情况下为零的边界条件，得特征方程为∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 1

0 1 cos
π

6
− sin

π

6

0 ekl −e−
1
2kl cos

(
π

6
−
√

3
2

kl

)
−e−

1
2kl sin

(
π

6
−
√

3
2

kl

)

0 ekl e−
1
2kl sin

(√
3

2
kl

)
e−

1
2kl cos

(√
3

2
kl

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0

1.4.5 铰支 --铰支

由式 (9), 式 (11), 式 (15), 式 (17) 及表 1 所述该支承情况下为零的边界条件，得特征方程为∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 1

1 ekl e−
1
2kl sin

√
3

2
kl e−

1
2kl cos

√
3

2
kl

0 1 − cos
π

6
− sin

π

6

0 ekl −e−
1
2kl cos

(
π

6
−
√

3
2

kl

)
−e−

1
2kl sin

(
π

6
−
√

3
2

kl

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0

1.4.6 铰支 --定向

由式 (9)，式 (12)，式 (15)，式 (18) 及表 1 所述该支承情况下为零的边界条件，得特征方程为
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 1

0 ekl e−
1
2kl cos

(
π

6
+
√

3
2

kl

)
−e−

1
2kl sin

(
π

6
+
√

3
2

kl

)

0 1 − cos
π

6
− sin

π

6

0 ekl e−
1
2kl sin

(√
3

2
kl

)
e−

1
2kl cos

(√
3

2
kl

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0

1.5 临界载荷近似解

对 1.4.1∼1.4.6 所述的特征方程求解，若其有最

小正数解 (kl)cr，则由 k3 =
q

EI
得临界载荷 qcr =

[
(kl)cr

l

]3

EI.

用软件如《Maple》等绘制 1.4.1∼1.4.6所述的 6

种压杆的临界载荷特征方程曲线, 见图 3，每条曲线

在 kl 轴上的所有截距均为相应的特征方程的解，取

第一截距即最小正数值 (kl)cr计算临界载荷.软件分

析表明，易失稳的压杆为图中虚线表示的情况.

图 3 特征方程曲线

(1) 1.4.3 所述固支 --定向支承压杆

第一截距 (kl)cr ≈ 3.02，则

qcr =
(

3.02
l

)3

EI (19)

将式 (19) 换算为欧拉公式形式，即

0.358 33qcrl =
π2EI

l2
(20)

该式表明，将大小为 qcrl 且沿压杆轴向均布施

加的载荷，换算成大小为 0.358 33qcrl 的集中载荷施

加在压杆端部时，二者对压杆的稳定性影响是等效

的.

(2) 1.4.4 所述固支 --自由支承和 1.4.6 所述 “铰

支 --定向” 支承压杆

二者特征方程曲线重合，第一截距 (kl)cr ≈
1.85，则

qcr =
(

1.85
l

)3

EI (21)

将式 (21) 换算为欧拉公式形式，即

0.389 69qcrl =
π2EI

(2l)2
(22)

该式表明，将大小为 qcrl 且沿压杆轴向均布施

加的载荷，换算成大小为 0.389 69qcrl 的集中载荷施

加在压杆端部时，二者对压杆的稳定性影响是等效

的.

2 q 和 F 同时作用时临界载荷经验公式

设压杆处于临界状态时，轴向均布载荷为 q，

轴向集中载荷为 F；设 Fcr 为未考虑轴向均布载

荷 q 时，按欧拉公式计算的临界载荷. 不妨令 F =

KcrFcr，且称 Kcr 为 Fcr 的修正因子.

(1) 对 1.4.3 所述固支 --定向支承压杆

采用载荷换算与叠加的方法，结合式 (20) 得 q

和 F 同时作用时，临界载荷经验公式为

0.358 33ql + F = Fcr (23)

即 F =
(

1− 0.358 33
ql

Fcr

)
Fcr, 得

Kcr = 1− 0.358 33
ql

Fcr
(24)

其中 Fcr =
π2EI

l2

(2) 对 1.4.4 所述固支 --自由支承和 1.4.6 所述

铰支 --定向支承压杆

采用载荷换算与叠加的方法，结合式 (22) 得 q

和 F 同时作用时，临界载荷经验公式为

0.389 69ql + F = Fcr (25)
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即 F =
(

1− 0.38969
ql

Fcr

)
Fcr, 得

Kcr = 1− 0.38969
ql

Fcr
(26)

其中 Fcr =
π2EI

(2l)2

3 结果比较

由于文献 [1-3] 及 Bessel 函数法 (源于文献 [1])

仅研究了本文所述固支 --自由支承的压杆，且研究

范围是 ql/Fcr 介于 0 与 0.5 之间，故这里仅就该可

比情况进行比较.

先分别按文献 [1-3]、Bessel 函数法及本文方法

得到的公式或数据计算出 Fcr 的修正因子 Kcr(本

文应按式 (26) 计算 Kcr)，再计算出 Kcr 的平均值

Kcr，最后计算出各 Kcr 与 Kcr 的偏差 δcr(%)，结果

见表 2. 表 2 中带下划线及粗体数字表明：

表 2 结果比较

ql/Fcr 0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.50

Fcr 的修正

因子 Kcr

文献 [1] 1 0.987 6 0.938 9 0.915 6 0.893 5 0.871 8 0.742 1

文献 [2] 1 0.984 3 0.968 6 0.953 0 0.937 3 0.921 6 0.843 2

文献 [3] 1 0.984 3 0.968 5 0.952 8 0.937 0 0.921 3 0.842 6

Bessel 函数法 1 0.988 1 0.947 2 0.932 8 0.925 2 0.924 0 0.843 0

本文方法 1 0.980 5 0.961 0 0.941 5 0.922 1 0.902 6 0.805 2

Kcr 的平均值 Kcr 1 0.985 0 0.956 8 0.939 1 0.923 0 0.908 3 0.815 2

Kcr 与 Kcr

的偏差 δcr/%

文献 [1] 0 +0.26 −1.87 −2.50 −3.20 −4.02 −8.97

文献 [2] 0 −0.07 +1.23 +1.48 +1.32 +1.46 +3.43

文献 [3] 0 −0.07 +1.22 +1.46 +1.52 +1.43 +3.36

Bessel 函数法 0 +0.31 −1.00 −0.67 +0.24 +1.73 +3.41

本文方法 0 −0.46 +0.44 +0.26 −0.10 −0.63 −1.23

(1) 当 ql/Fcr = 0 时，5 种方法研究结果一致；

(2)当 ql/Fcr 在 0.05左右时，文献 [2-3]的研究

结果与平均结果较吻合，文献 [1] 次之；

(3)当 ql/Fcr 介于 0.10∼0.20时，本文研究结果

与平均结果较吻合，Bessel 函数法次之；

(4) 当 ql/Fcr 介于 0.25∼0.5 时，本文研究结果

与平均结果较吻合，文献 [3] 次之.

由文献 [1] 知，工程中一般 0.1 6 ql/Fcr 6 0.25.

由表 2 知，当 0.1 6 ql/Fcr 6 0.5 时，本文研究结果

与平均结果较吻合.

4 结束语

对固支 --定向、固支 --自由和铰支 --定向支承的

压杆，q 对其稳定性有明显影响. 压杆处于临界状态

时，q 和 F 依次满足经验式 (23)和式 (25). 当 F 计

算结果为负时，表示需要施加拉力，才可能避免压杆

失稳. 其他支承的压杆，q 对其稳定性无明显影响.

显然，对于完全理想支承的压杆，参照经验公

式 0.389 69ql +F =
π2EI

(ul)2
计算临界载荷是比较安全

的，其中 u 为压杆的长度因数，其值取决于压杆的

支承情况.
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