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基于 ICM 方法的层合板结构 
流固耦合频率约束拓扑优化 

叶红玲，李耀明，陈  宁 
(北京工业大学机械工程与应用电子技术学院，北京 100124) 

摘  要：该文基于独立、连续、映射(independent continuous mapping, ICM)的拓扑优化方法，针对层合板结构频率

约束下流固耦合的拓扑优化问题进行了建模与求解。利用格林公式与瑞利商，进行了优化模型频率约束的显式化，

并基于泰勒线性近似的方法推导了设计灵敏公式，同时采用对偶序列二次规划求解了该模型。另外，通过引入修

正的 Heaviside 函数对拓扑变量进行了离散化处理。利用 PCL(Patran Command Language)二次开发平台对现有

MSC.Patran 软件进行二次开发，并通过 MSC.Nastran 软件求解器，实现了优化算法。数值算例证明了该文程序与

算法的有效性与可行性。 
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TOPOLOGICAL OPTIMIZATION OF LAMINATED PLATE SUBJECT TO 
FLUID-STRUCTURE INTERACTION WITH FREQUENCY CONSTRAINT 

BASED ON ICM METHOD 

YE Hong-ling , LI Yao-ming , CHEN Ning 

(College of Mechanical Engineering and Applied Electronics Technology, Beijing University of Technology, Beijing 100124, China) 

Abstract:  A topology optimization model for a laminated plate subjected to fluid-structure interactions with 

frequency constraints is established and solved based on ICM (Independent Continuous Mapping) method. An 

explicit expression of the frequency-constraint(s) with respect to the topological variables is obtained by using 

Green formula and Rayleigh quotient. The design sensitivity formula is deduced by taking the advantage of Taylor 

linear approximation. The mathematical model of this optimization is solved by dual sequential quadratic 

programming. In addition, a modified Heaviside function is introduced to deal with the discretization of topology 

variables. The optimal model and its algorithm have been implemented by using the development language of 

MSC. Patran and MSC. Nastran software. Numerical examples show the reliability and validity of the program 

and algorithm.  
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流固耦合下频率约束拓扑优化问题是目前结

构拓扑优化领域研究的一个难点所在。对于大多数

储液容器来说，结构的功能限制是制约拓扑优化在

流固耦合领域中应用的一个因素，而利用复合材料

模型，对板壳结构进行加强筋或增强材料设计，是

将拓扑优化引入到流固耦合拓扑优化的一个方向。 
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对于频率特征值拓扑优化问题的研究，目前有

学者利用均匀化方法[1]、变密度法[2]、渐近结合优

化(evolutionary structure optimization, ESO)法[3]、水

平集方法[4]、ICM 方法[5]等，实现了基频最大或频

率间隔最大等优化问题。主要的研究有 Pedersen[6]

等采用 SIMP 法进行了最大化结构基频的研究，  

运用分段惩罚函数处理了局部模态现象。Jianbin D

等[7]研究了以结构固有频率及相邻固有频率间的间

隔最大化为目标的拓扑优化问题。杨振兴等[8]采用

进化方法策略，推导了 ESO 的最大频率间隔为目标

的三维连续体拓扑优化问题的研究，薛开等[9]研究

了结构阻尼频率的拓扑优化过程和进化结构优化

中棋盘格式的抑制方法。叶红玲、邱海等[10―11]采用

ICM 方法对连续体结构的频率约束拓扑优化问题

进行了研究。 

研究流固耦合下液体对固体的特征值影响属

于湿模态求解问题。目前，中外学者对于该问题已

进行了相关研究工作，常见的方法为附加质量法，

如佀晓辉[12]等对比了湿模态和干模态的差异，其采

用格林函数对流体单元进行边界元积分，导出流体

的附加质量，再利用 Rayleigh-Ritz 求解湿模态特征

值问题。另外还有 Amabili M[13]、Zhou Ding[14]等势

函数分解法求解了液体表面有微幅波动的湿模态

问题。 

在实际的工程应用中，对有限元软件进行二次

开发，通过借助其精确度较高的求解器来实现软件

本身没有的功能，是一个省时且可靠性高的方法。

本文基于 ICM 拓扑优化方法，通过调用 MSC.Patran

的层合材料建模与 MSC.Nastran 的复合材料求解模

块，利用 PCL (Patran Command Language)语言，开

发出了流固耦合频率优化的拓扑优化的软件，并通

过数值算例验证了该方法的可行性与平台的适  

用性。 

1  基本理论方法 

1.1  ICM 方法概述 

ICM(Independent Continuous and Mapping)方

法即独立、连续、映射的拓扑优化方法[5]，以一种

独立于单元具体物理参数的拓扑变量 t 来表征单元

的有与无，然后利用过滤函数将 0-1 离散变量映射

为[0,1]区间的连续变量。其通过“磨光函数”与“过

滤函数”完成从“离散-光滑”的映射和从“光滑-

离散”的逆映射。在建立优化模型时，过滤函数对

相应的单元的物理量起到了识别作用。在连续体结

构动力拓扑优化中，引入了单元重量、单元质量阵

及单元刚度阵的过滤函数，其表达式为： 

w m k( ) , ( ) , ( )i i iw wf t f t f t  M M K K   (1) 

式中：w、M 、 K 为单元的初始重量、初始质量

矩阵、初始刚度矩阵；w、M、K为 i 单元所对应的

单元重量、质量矩阵及刚度矩阵； w ( )if t 为重量过

滤函数； k ( )if t 为刚度阵过滤函数； m ( )if t 为质量

阵过滤  函数。 

本文选取幂函数[5]作为过滤函数： 
w k m

w k m( ) , ( ) , ( )i i i i i if t t f t t f t t        (2) 

其中，w、k、m分别为上述各过滤函数的给定参

数。为避免局部模态的发生，通过数值实验验证，

本文给定刚度阵与质量阵过滤函数的参数相等，为

k=m=4。 

1.2  流体接触下结构频率的求解 
若无外界激振力，流固耦合的振动形式为结构

受液体压力作用的强迫振动： 
u u f M K                (3) 

式中：K为刚度矩阵；M为质量矩阵；f 为液体压力。 

本文讨论液体表面无晃动，不可压缩的牛顿流

体，引入格林函数来求解流固交界面上的速度势，

设界面上有 P、Q 两点，则由流体力学方程和拉普

拉斯方程知格林方程 G 为： 

1

1 1 1
( , )

4π ( , ) ( , )
G P Q

r P Q r P Q

 
    

    (4) 

式中，r 为 P、Q 两点距离。由格林积分可知速度

势为： 

1( , , ) ( , , ) ( , , , , , )d
I

s s s

S

x y z x y z G x y z x y z s     (5) 

式中为压力，因此流固交界面上法向速度为： 

d
I

I

S

G S
 
 

  n
n

            (6) 

式中 n为法向单位向量。则 P 点的方向速度为： 

1
( ) ( ) ( , )d

2
I

I

S

P P Q G P Q S
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  n    (7) 

式中 S 为作用面积，将式(7)离散为： 

( ) ( )r r
n i iP P
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式中 ( )r
n 为法向速度。设矩阵为： 

( , )d   

1
                             

2

I

i i i j

S
ij

n G P Q S j i

C

j i

  
 
 

 ，

，

      (9) 

则 
( )r
n C                (10) 

那么 P 点的速度势可表示为： 

( ) ( ) ( , )d
I

M

i j j i i j
j i S

P Q G P Q S 


       (11) 

设 

( , )d
j

ij j j

S

G P Q S

 





D

D =            (12) 

由流体力学压强公式，有： 
( )

1 1
r

u
t t

   
  

 
f DC DC         (13) 

由虚功原理，将压强转化为节点矢量 f： 
1f u   SCD              (14) 

式中 S为面积矩阵，代入流固耦合振动方程，有： 
1   Mu Ku SCD u           (15) 

将式(15)移项，为： 
1( ) 0   M SCD u Ku        (16) 

式(16)和结构在真空中的自由振动相似，可将其等

效为流体给了结构一个附加质量。将 aM M 记作

sM ，因此有： 

( ) 0s K M φ             (17) 

式中：为求解频率问题的特征向量，其与位移 u

的关系为 sin= tu φ ；为特征值，定义为 2  。 

2  优化模型的建立与求解 

2.1  约束方程显式化处理 

求解拓扑优化问题需要导出式(17)与设计变量

的关系，由能量原理，可以得到瑞利商为： 
T

T
i i

j
i s i

 
u Ku

u M u
              (18) 

对式(18)求导，可得到耦合特征值对设计变量

的导数： 

T Tj s
j j j j j

i i ix x x




 
 

  
MK

φ φ φ φ     (19) 

采用刚度过滤函数的倒变量作为设计变量，即： 

k ( ) 1 /i if t x  ， 1
k

1
i

i

t f
x

  
  

 
     (20) 

引入幂函数过滤函数可得到： 

0

1 1

0

1 1

1

1

N N

i i
i i i

N N

i i
i i i

x

x

 

 


 



  

 

 

K k k

M m m

           (21) 

于是可得到约束敏度值： 

T Tj
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     (22) 

其中： 为特征向量；Uij为结构的应变能；Vij 为动

能；x 为设计变量。 

对特征值进行线性近似，可得到特征值对设计

变量的显式表达式为： 

0

0 0( ) ( ) j
j i

i

x
x

x


 


   



x

x x      (23) 

定义： 

0 0
0
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        (24) 

由式(23)，可得到： 

1

( )
N

j ij i j
i

c x d


 x                  (25) 

2.2  目标函数的建立 

取结构重量作为目标函数[5]，根据式(2)，则幂

函数型单元重量过滤函数为： 

1
w w k

1
( ) ( )i i

i

f t f f F x
x

  
   

   
      (26) 

将式(26)进行二次泰勒展开，则有： 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) 2

( ) ( ) ( )( )

1
( )( )

2

i i i i i

i i i

F x F x F x x x

F x x x

  

 

   

   
 

( ) 2 ( ) ( ) ( )1
( ) [ ( ) ( )]

2 i i i i i iF x x F x x F x x       (27) 

式(27)中 表示优化迭代次数。略去常数项，结构

重量可以表示为： 

0 2

1 1
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令 /w k   ，则： 

0
2

0
1

( 1)

2

( 2)

i i
i

i i
i

a w
x

b w
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          (29) 

2.3  优化模型的建立与求解 

基于约束方程的显式化处理和目标函数的建

立，利用式(25)、式(28)，关于流固耦合下频率约束

的拓扑优化模型可以简化为标准模型： 

2

1

1

( ) min

s.t. 0 1,2, ,

1 1,2, ,

N

N

i i i i
i

N

ij i j
i

i i

E

w b x a x

c x d j J

x x i N





 

   

  








x





≤

≤ ≤

求

使

，

，

  (30) 

为了防止棋盘格式等数值不稳定现象发生，对

拓扑变量进行加权过滤[15]。 

式(30)的设计变量数目随单元的增多而增加，

较大的模型会严重制约优化问题的求解效率，因此

上述优化模型的求解采用对偶序列二次规划的方

法进行求解[5]。原模型的对偶模型为： 

( ) min

s.t. 0 1,2, ,

J

j j J


 


 
 

z E

z

z ≥

求

使

，

      (31) 

式中 z为对偶模型中设计变量向量，对偶模型中的

目标函数为： 

1
( ) min ( ( , ))

it x
L z x z

≤ ≤
          (32) 

其中 Lagrange 增广函数为： 

2

1 1 1

( , ) ( )
N J N

i i i i j ij i j
i j i

L a x b x z c x d
  

  
        
  x z  

利用对偶序列二次规划进行模型求解的收敛

准则为： 
( 1) ( ) ( 1)( ) /W W W W       ≤     (33) 

式中为收敛精度，取=0.001。 

3  拓扑变量的离散化处理 

ICM 方法经典的反演过程是将独立连续拓扑

变量应用在整个优化迭代过程中，直到迭代过程结

束后将连续拓扑变量离散为 0 或 1。这个过程中仍

存在着离散误差，如何精确地消除中间变量是 ICM

方法一个有待解决的问题。本文的思路是将磨光函

数[5]引入到反演过程中，通过逐步调高磨光函数的

参数，使得连续的拓扑变量逐步向 0 或 1 靠拢，并

最终达到精确、完全地消除中间变量的目的。 

对于中间变量离散及过滤的方法，Guest 提出

了将所谓的修正的 Heaviside 函数[16]引入到图形过

滤中去，其函数形式为： 

( ) 1 e exH x x 


            (34) 

式中：H(x)为 Heaviside 函数；是参数。 

实际上，Heaviside 函数就是阶跃函数的另一种

形式，而修正的意义就在于将阶跃函数连续化，与

ICM 方法的磨光函数意义一致。因此本文以式(34)

作为磨光函数，以作为变参数，值越大 Heaviside

函数值就越接近于 0 或 1，在整个的迭代过程中，

采用分歩改变值的办法，其流程是： 

1) 优化开始时，设0=1，将相关材料值通过式

(34)映射成新的材料值。 

2) 将新的材料值代入到 Nastran 计算，反馈到

优化模块中求解优化模型。 

3) 收敛判断，当收敛条件 =0.001 时，置1=2，

修改优化模型，进行第二回合迭代，若迭代再次收

敛后( =0.001)，置 1 2n n    。 

4) 重复上面的步骤，直到达到最大值或完全

消除中间变量时迭代停止。 

不同的变参数磨光函数图线如图 2 所示。 
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图 2  变参数磨光函数曲线 

Fig.2  Smoothing functions with variable parameter curves 

上述过程只能让设计变量最大限度靠近0或1，

为了使最优拓扑能够完全离散，我们还需对目标函

数进行修正，将式(34)引入式(28)中，有： 
0

1 ( ( ))

N

i i

w
w

H x 


             (35) 

式中 H(x)为变参数磨光函数。 

将式(35)求一阶和二阶偏导，得： 
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由此，将式(36)代入到式(30)可得到修正的优化

模型。 

上述方法在优化过程中进行，通过式(36)得到

的修正模型求解出了最优拓扑变量，再经磨光函数

式(34)映射得到最终拓扑变量值，并返回 Nastran 进

行有限元计算，从而消除反演误差。 

4  优化模块二次开发及程序流程 

本文优化模块程序的核心为：数学模型的建立

与求解、有限元信息的对接与拓扑优化的软件实

现。在优化模型求解中，本文采用 Fortran 语言编

写的对偶序列二次规划数学算法[5]，数据对接与模

块实现遵循以下思路： 

1) 提取前处理信息。提取单元和节点的信息，

如节点总数、节点坐标、单元总数、单元的节点编

号、单元的材料属性等；提取材料信息，如弹性模

量、泊松比、密度、厚度等；提取载荷信息，如工

况、荷载(集中力、面力、体力、位移载荷和位移约

束等)。 

2) 运用 PCL 程序设计语言实现优化模型的建

立与求解。将优化模型的初始化模块和拓扑优化求

解模块及后处理模块等封装成不同的子函数，进行

程序的调用和优化流程的实现。 

3) 优化模型参数修改的实现。运用软件的库函

数或直接引用 PCL 命令根据优化求解模块反馈信

息进行模型参数修改或有限元网格的修改。 

4) 进行有限元结果的后处理。将计算结果进行

可视化显示查看。根据所需的研究结果进行编辑导

入，如结点位移、结点应力、单元应力、单元位移

等常见结果，还可定义新的结果，如拓扑云图显  

示等。 

5) 利用 PCL 提供的一系列界面函数设计用户

界面，使用户界面操作简单，美观大方。 

对于层合材料而言，MSC.Patran 提供了完善的

建模方法，如图 3 所示。 

 
图 3  MSC.Patran 的层合材料建模 

Fig.3  MSC.Patran for laminated material modeling  

本文通过 mat_create_lam3 命令关联 material. 

create 所建立的材料，而后通过修改 material.create

所建立的材料值，更新 mat_create_lam3 建立的层合

材料属性，通过每轮迭代修改材料属性值来达到拓

扑优化的目的。 

整个优化程序的流程如下： 

步骤1. 提取有限元模型数据；DB路径及名称；

单元数及 ID 号；材料属性等。 

步骤 2. 初始化数据；包括拓扑变量，设计灵

敏度加权矩阵等。 

步骤 3. 将有限元模型提交 Nastran 分析。 

步骤 4. 提取分析有限元结果，得到单元应变能

及单元动能等。 

步骤 5. 进行准有效约束的初选。 

步骤 6. 形成优化模型数据，提交 Fotran 子程

序计算对偶二次规划模型。 

步骤 7. 计算拓扑变量，输出拓扑图形。 

步骤 8. 依据式(33)判断结果是否收敛。若不收

敛，更改拓扑变量值，修改有限元模型，返回步骤

3，若收敛，则程序结束。 

5  数值算例与讨论 

算例 1：基结构由两种材料组成(如图 4 所示)，材料

1 弹性模量为 150 GPa，泊松比为 0.28，密度为

7.8 kg/cm3，材料 2 弹性模量为 70 GPa，泊松比为

0.3，密度为 2.5 kg/cm3。结构中心有一集中质量，

为基结构重量的十分之一。四边固定支撑，设流体

为水，密度为 1.0×103 kg/m3，液面高度为 3 mm，

液体作用于材料二的整个区域。结构划分 900 个网

格。Natran 求解的基频为 53500 Hz，设频率约束为

40000 Hz，水面与结构距离 100 mm，对材料 1 进

行拓扑优化。 

采用近似反演的方式，将上述模型代入到优化

模块中求解，设反演阈值为 0.5，得到反演前后的

拓扑图形如图 5 所示。 
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图 4  基结构 

Fig 4  Base structure 

    
(a) 反演前最优拓扑图     (b) 反演后最优拓扑图 

图 5  拓扑优化结果 

Fig.5  The topology optimization 

本文优化模块只对层合板的上层材料进行拓

扑优化，因此最优拓扑结果并不是常见的连通结

构。下面我们对反演结果的有效性进行讨论。 

将灰色区域进行统计，本算例共有 900 个拓扑

单元，统计结果如图6所示。其中拓扑变量在0.5~1.0

的单元共计 65 个，所以对单元质量阵和刚度阵有

影响的单元在 7.2%以内。我们认为拓扑变量在

0.5~1.0 的拓扑变量会产生离散误差，这是因为根 

据式(1)和图 1 可知，当拓扑变量小于 0.5 时，相应

式(1)中的各物理量变化将在 0.05 以下，因此我们选

择反演阈值为 0.5。 

0~0.1 0.1~0.2 0.2~0.3 0.3~0.4 0.4~0.5 0.5~0.6 0.6~0.7 0.7~0.8 0.8~0.9 0.9~1
0

100

200

300

400

拓扑变量值

单
元

个
数

 
图 6  灰色区域统计 

Fig.6  Grey area statistics 

若以变参数磨光函数进行精确离散，将图 4 模

型代入到求解模块中计算，得到的迭代状态如表 1

所示。 

本算例总共迭代 172 次，收敛时的拓扑图已经

完全离散，不含有中间变量。每次 改变时的拓扑

图形如图 7 所示。统计近似反演和精确滤波的数据

如表 2 所示。 

表 1  拓扑优化中间过程 

Table 1  The topology optimization process 

总迭代步 n  

n=1~46 1 

n=47~94 2 

n=95~142 4 

n=143~162 8 

n=163~168 16 

n=169~170 32 

n=171~172 64 
 

  

(a) =2, n=47 (b) =4, n=95 

  

(c) =8, n=143 (d) =16, n=163 

  

(e) =32, n=169 (f) =64, n=171 

图 7  离散过程中的拓扑图收敛图像 

Fig.7  Topology graph in discrete process 

表 2  近似反演与精确离散技术对比 

Table 2  Comparison of the precise discrete approximation 

and inversion 

 近似反演 精确离散技术 

目标函数/g 219 152 

约束频率/Hz 40071 40251 

迭代步 47 172 

从表 2 和图 8 可以看出，精确离散技术不仅消

除了中间变量，其目标函数比近似反演要减少很

多，结果也消除了反演误差。但是总的迭代步却比

近似反演有所增加，其求解效率还有待提高，因此，

实际工程应用中，需要根据需求的不同综合考虑选

取离散技术。 

材料 1， 
优化区域 

材料 2， 
与液体接触 
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图 8  完全离散的拓扑图 

Fig.8  The fully discrete topology 

需要指出的是，过滤函数与磨光函数的选择并

不局限于幂函数的形式，文献[5]也列举了 3 种不同

形式的函数供选择，且指出高精度 ICM 方法的过滤

函数与磨光函数可以不是严格的互为反函数的关

系，因此通过过滤函数与磨光函数的分析与建立，

改善图形离散技术的效率，也是下一步研究的重点。 
算例 2：基结构为 100 mm×150 mm，材料属性与算

例 1 类似，有两个集中质量在结构的中心，如图 9(a)

所示，液体为水，其与结构的接触范围为 y 轴向

38 mm~62 mm 处，面积范围为 24 mm×150 mm，如

图 9(b)所示。 

 
(a) 平面示意 

 

(b) 液体作用范围示意 

图 9  基结构 

Fig.9  Base structure 

若无液体作用，结构的基频为 5921 Hz，其振

型(特征向量)云图与应变能的分布如图 10 所示。设

液体表面到结构的距离为 30 mm，应用本文的附加

质量方法得到流固耦合结构作用下的基频为

3909 Hz，其振型(特征向量)云图与应变能的分布如

图 11 所示。 

对比图 10 与图 11，流体对结构的附加质量极

大地改变了结构的基频与单元应变能，其各自的最

优拓扑势必会有两种不同的形态，因此对于与液体

有接触的板壳类结构优化，引入流固耦合条件是非

常必要的。 

  
(a) 单元应变能分布 (b) 振型云图 

图 10  无液体的频率分析 

Fig.10  Frequency analysis with no liquid 

  

(a) 单元应变能分布 (b) 振型云图 

图 11  流固耦合频率分析 

Fig.11  Frequency analysis with FSI 

设本算例频率的约束值为 2700 Hz，经拓扑优

化分析，得到的最优频率为 2723 Hz，最优质量为

9127 g，优化后的应变能、振型云图与最优拓扑如

图 12 所示。 

  

(a) 单元应变能分布 (b) 振型云图 

 

(c) 最优拓扑 

图 12  最优拓扑结构 

Fig.12  The optimal topology 

本算例共迭代 230 步，提取=1 收敛时 75 步迭

代数据绘制迭代历程曲线图(如图 13~图 14 所示)。 

 

图 13  目标函数迭代曲线 

Fig.13  Objective function iterative curve 

集中质量 

m×2 

水
e

y 

x 
z 
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图 14  频率迭代曲线 

Fig.14  Frequency iterative curve 

由迭代的历程曲线可知，本算例在迭代过程中未产

生目标函数或约束值的震荡，得到了有效的收敛。 

6  结论 

本文应用附加质量法求解了受到流固耦合影

响的结构湿模态问题，基于 ICM 方法，建立了层合

材料流固耦合频率约束拓扑优化优化模型，采用泰

勒近似的方法，引入瑞利商对隐式约束方程进行了

显式化处理，然后对拓扑优化模型进行了求解。此

外，本文还对 ICM 方法图形离散技术做了改进。另

一方面，利用 PCL 语言平台，开发了流固耦合下层

合频率约束的拓扑优化软件模块，数值算例证明了

本文程序平台的有效性与可行性。 
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