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考虑剪切变形时薄壁箱梁的挠曲分析 
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摘  要：为分析剪切效应对薄壁箱梁受力特性的影响，利用微板的面内剪切及平衡微分方程，分别推导出不考虑

和考虑薄壁箱梁各板面内剪切效应的弯曲位移函数。选取剪切效应引起的附加挠度作为广义位移，通过定义的剪

切广义力矩及剪切翘曲位移函数，将剪切变形状态从全梁挠曲变形状态中分离出来，作为独立的变形状态进行分

析。为满足全截面翘曲应力的自平衡条件，引入两个截面特性参数对广义剪切翘曲位移函数进行了修正。数值算

例表明，按该文推导的薄壁箱梁剪切弯曲位移函数计算的两跨连续梁跨中截面应力与实测值及有限元值吻合良

好。挠度计算表明：剪切效应使得该箱梁在集中和均布荷载作用下跨中挠度分别增大 27%和 24%。 
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FLEXURAL ANALYSIS OF THIN-WALLED BOX GIRDERS  
WITH SHEAR DEFORMATION 

ZHOU Mao-ding1,2 , LI Li-yuan1 , ZHANG Yuan-hai1 

(1. School of Civil Engineering, Lanzhou Jiaotong University, Lanzhou 730070, China; 

2. Anhui Transport Consulting & Design Institute Co., Ltd, Hefei, 230088, China) 

Abstract:  In order to analyze the influence of shear effect on mechanical characteristics of thin-walled box 

girders, the paper uses the shear equilibrium differential equation of microplate to derive the bending 

displacement function for thin-walled box girders, which accounts for the in-plane shear effect of girder plates. 

The additional deflection induced by shear effect is adopted as the generalized displacement of a thin-walled box 

girder. By defining the generalized moment and warping displacement function, the shear deformation state is 

separated from the whole flexural deformation state and treated as a fundamental deformation state. Considering 

the self-equilibrium of shear warping stress, the paper introduces two sectional characteristic parameters in the 

generalized warping displacement function. The numerical example of a two-span continuous box girder shows 

that the stresses at the mid-span cross section calculated by applying the shearing and bending displacement 

function are in a good agreement with test results and those by finite element method. The shear effect increases 

the mid-span deflection of the box girder under concentrated and uniformly distributed loads by 27% and 24%, 

respectively. 

Key words:  bridge engineering; thin-walled box girder; initial parameter method; bending displacement; 

additional deflection; warping displacement function 

 

在现代桥梁建设中，薄壁箱梁有着重要的应用，

对其弯曲力学性能研究的文献已有很多[1―3]。研究

表明：薄壁箱梁在弯曲荷载下，上、下翼板的剪切

效应会使截面有较大的翘曲应力，称之为剪力滞效
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应。 Reissner 首先引入能量变分法求解无悬臂板矩

形薄壁箱梁的剪力滞效应[4]，后被各学者推广至带

悬臂板的一般箱梁。对于剪力滞翘曲位移函数的形

式，不同学者的假设也各不相同，有抛物线[4―6]、

余弦函数[2]及悬链线[7]等多种形式。对于不同宽度

翼缘板的剪力滞翘曲位移函数的修正方式，各学者

也是观点各异[2,8－9]。对于薄壁箱梁腹板，许多文献

仍采用平截面假定研究，而不考虑其剪切效应。有

少量文献采用给予腹板有一均匀的剪切转角的方式

来考虑腹板的剪切效应[10－11]，但这种假设方式却不

能明确腹板纵向位移模式。 

显然，已有文献中将薄壁箱梁腹板和翼板的面

内剪切变形分别提出不同的概念来分析，不便于理

解。在弯曲荷载下，对于薄壁箱梁各板的纵向位移

模式仍采取人为假定方法，缺乏理论依据。本文将

在已有文献的基础上，通过对薄壁箱梁微元的分析，

推导出系统考虑薄壁箱梁各板面内剪切变形的弯曲

纵向位移函数。通过算例及 ANSYS 有限元对比分

析，得出按此位移函数计算的应力和挠度的计算精

度均有提高。 

1  不考虑面内剪切效应的位移函数 

图 1 为薄壁箱梁在任意竖向分布荷载 ( )p z 作

用下的受力简图，图中采用正交笛卡尔坐标系，坐

标原点 O 位于截面形心处。 

 
(a) 坐标系及荷载 
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(b) 横截面 

图 1  梯形截面箱梁示意图 

Fig.1  Box girder with trapezoidal cross section 

对如图 1 所示的薄壁箱梁截面，在纯弯荷载下，

1 点、2 点、3 点处的剪应变 γ必然为零，且对图 2

所示的组成箱梁的各块板元有如下微分关系[1,3,12]： 
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式中：q 为各板面内剪力流；σz 为纵向正应力；s 为

沿梁周边的横向坐标；t 为板厚；γ为各板的面内剪

应变；u 为纵向位移；v 为横向位移。 
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图 2  薄壁单元中剪力流 

Fig.2  Shear flow of thin-walled element 

若不考虑各板面内剪切效应(即 γ =0)时，则式

(2)变为： 
u v

s z

 
 

 
 

两边对 s 积分后可得： 

( , ) ( )i

v
u s z s u z
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式中，ui (z)表示沿 s 积分起点 i 处纵向位移。 

对于薄壁箱梁的上翼板(顶板和悬臂板)、下翼

板(底板)，沿周线横向位移 v(z)很小可忽略[1,13]，则

式(3)等号右边第一项即为零，因而上(下)翼板沿周

线的纵向位移均相同；通常忽略薄壁箱梁截面沿周

边的挤压变形，对于箱梁的腹板因不考虑挤压变形，

则同一截面沿周线位移 v(z)为定值，若令： 

( )
v

w z
z

 


 

w(z)为箱梁竖向位移，由式(3)可知，腹板沿周线的

纵向位移 u(s,z)为 w′(z)的一次函数，此时薄壁箱梁

的纵向位移函数为： 
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       (4) 

观察式(4)便可知，其与初等梁理论下的纵向位

移函数相同，因而我们可认为，当不考虑薄壁箱梁

各板的面内剪切变形的弯曲位移函数即为初等梁的

弯曲位移函数。 

2  考虑面内剪切效应的位移函数 

将上述初等梁理论下的弯曲位移函数所求的薄

壁箱梁的弯曲正应力表达式代入式(1)，并结合弯矩
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与剪力的关系以及薄壁箱梁的弯曲理论[3,12]可得图

1 所示截面弯曲剪力流的一般计算公式为： 

0
0

( ) 1
( ) ( ) d d

q s
q s q s s s

t t
            (5) 

式中，q0(s)为相应开口截面剪力流。若将图 1 截面

的开口选在顶板中心 1 点处时，式(5)等号右边第 2

项为 0，可得其剪力流计算式如下(逆时针为正)： 
( )

( ) d
x

Q z
q s yt s

I
              (6) 

式中，Q(z)为剪力，按式(6)计算的剪力流分布模式

如图 3 所示。 

 
图 3  弯曲剪力流分布 

Fig.3  Bending shear flow distribution  

若以顶板为例进行分析，其弯曲剪力流为： 
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仍忽略顶板沿周线的位移 v(z)，由式(2)可得： 
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s
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式中，G 为剪切弹性模量。式(8)两边关于 s 积分后

可得： 
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式中，u1(z)为顶板中心(s 坐标起始点)的纵向位移。

由式(9)可得，箱梁顶板与腹板交界处 4 点的纵向位

移为： 
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若令： 
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并采用 x 坐标表示顶板任一点横向位置，式(10)

可化为： 
2
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同样，对底板积分起点取截面左右对称中心点 

 

 

2 处，对悬臂板积分起点取悬臂边缘 3 点处，可得

底板和悬臂板的纵向位移分别为： 
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式中： 2
2 2

( )
( )

2
x

x

Q z y
f z b

GI
  ； 2

3 3

( )
( )

2
s

x

Q z y
f z b

GI
 。 

此时薄壁箱梁截面的各翼板的纵向位移可用

u4(z)和 u5(z)表示。 

薄壁箱梁腹板剪力流分布为二次函数，若设点

6(x 轴与腹板交点)处剪力流大小为 q6(z)，则腹板任

意一点剪力流为： 

2
6
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( , ) ( )
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式中，θ为腹板中线与 y 轴的夹角，而 6 点剪力为： 

6
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式中，At、As 分别表示半上翼板的面积和 x 轴以上

一个腹板面积。 

由式(14)及式(4)可得： 
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仍假设腹板纤维无横向挤压，则同一断面的腹板竖

向位移相同，即 ( )z v z    ，同样将式(16)关于 s

积分并转换坐标轴化简后可得： 

36
62

( )( ) ( )
( ) ( )

cos cos 6 cosx

q zz Q z
u y,z y y y u z

Gt GI


  

   

      (17) 

式(17)可表示箱梁截面腹板任意一点纵向位移

函数。于是 u4(z)和 u5(z)的位移必然可由 u6(z)表示，

结合式(11)~式(13)，可求得由 u6(z)表示的箱梁全截

面的纵向位移。若令： 
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此时箱梁截面的各板元纵向位移可统一表示为： 
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式中，t4 为腹板厚。 

对比式(18)与式(4)可知，式(18)第 2 个等号右端

第 1项即为式(4)所表示的不考虑截面各板面内剪切

效应的弯曲函数，而后面两项则为考虑剪切变形引

起的翘曲位移函数。现定义 w(z)为相应不考虑各板

剪切效应的初等梁挠度，f(z)为各板剪切效应引起的

附加挠度，ω(x,y)相应于附加挠曲转角f (z)的剪切

广义翘曲位移函数。 

若求得式(18)中 6 点处的纵向位移便可得考虑

箱梁剪切效应的完整弯曲位移函数。由胡克定律知

箱梁截面上任一点的正应力 σ(x,y,z)可表示为： 

( , , )
u

x y z E
z

 
 


     

6( ) ( , ) ( ) ( )Eyw z E x y f z Eu z       (21) 

显然，式(21)右端第 1 项为初等梁的弯曲应力，

第 2、3 项则为剪切翘曲应力 σω。对于箱梁截面上

的弯矩只有相应初等梁弯曲应力合成，而剪切翘曲

应力 σω在箱梁横截面上应满足自平衡条件(σω应不

合成轴力和弯矩)，即： 

d 0ωA
A                 (22) 

d 0ωA
y A                 (23) 

将式(21)右端后两项代入式(22)，并结合式(20)可得 
3

6 1 2( ) ( ) d ( ) d
A A

u z A f z y A f z y A        

( ) ( , )d
A

f z x y A                (24) 

由截面对称性可知，式(24)右端第 1、2 项为 0，

若令第 3 项积分后的结果为 D×f ′′(z)，其中： 
2 2
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3 s d s c x b

b b
D y A y A y A

b b

               
  (25) 

式中，Ad、Ac、Ab、A 分别为箱梁顶板、两侧悬臂

板、底板和箱梁全截面面积，则由式(24)可得： 

6 ( ) ( ) ( )
D

u z f z C d f z C
A

           (26) 

箱梁截面不会有全截面的刚性位移，即式(26)中的C

为 0。将式(26)代入式(18)后可知，对于剪切翘曲位

移函数中的 ωζ (x,y)会增加全截面的附加项 d。 

同样将式(21)代入式(23)并结合式(20)可得： 
4

1 2( , ) d ( d d )xA A A
f x y y A I y A y A f         

         1 2 4 1( )xI I I f     (27) 

显然式(27)括号内各项和不为 0，因而还需给

ωζ (x,y)乘以修正系数 η使式(27)为 0，则 ω(x,y)表达

式为： 
3

1 2( , ) ( , )x y y y x y            (28) 

式中， 1 2 4

1

xI I

I 

 



 。 

至此，便推倒出考虑薄壁箱梁全截面各板面内

剪切效应的弯曲位移函数。 

3  控制微分方程的建立及其求解 

定义与剪切翘曲应力 σω相对应的广义力矩 Mω

如下： 

d
A

M A                (29) 

由式(28)及式(29)可得： 
M EI f                (30) 

式中： 2d
A

I A   ，Iω 可称为剪切广义翘曲惯   

性矩。 

于是，在考虑箱梁全截面各板的面内剪切效应

后的总的正应力为初等梁弯曲应力与剪切翘曲应力

之和，即： 

x

MM
y

I I




               (31) 

对图 1 所示受任意竖向分布荷载 p(z)作用的薄

壁箱梁，其总势能可表达如下： 
2 2
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2 2 2
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1
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1
[ ( ) ]d
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p w f z                          (32) 

式中：
2

dx A
A A

x

     ；

2

dy A
A A

y

     ，显然

Ax及 Ay均为相应截面的特征参数。 

对总势能表达式(32)进行一阶变分运算，可得： 

0 0
Π ( ) d [

l l

xEI w p w z EI f        
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0[ ( ) ] l
x yG A A f EI f f            (33) 

根据最小势能原理，总势能的一阶变分应为 0，

即 δ Π=0，则由式(33)可得控制微分方程如下： 
0xEI w p                      (34) 

( ) 0x yEI f G A A f p           (35) 

式(34)即为孰知的初等梁挠曲微分方程，而式

(35)则为剪切控制微分方程，两个微分方程均只含

一个位移。由式(35)解出附加挠度 f 后，即可由式(30)

计算广义力矩 Mω，并由式(31)求得考虑箱梁截面各

板剪切效应的翘曲正应力。由上可知，剪切翘曲应

力的求解完全独立于初等梁理论。 

剪切控制微分方程式(35)可化为： 

2 p
f k f

EI
               (36) 

式中：k 可称为剪切参数，即： 

( )x yG A A
k

EI


             (37) 

求解微分方程式(36)时的边界条件为： 
对于固定端： 0    0 f f  ， ；  

对于简支端： 0    0 f f  ， ；  

对于自由端： 20   0f f k f    ， 。 

与微分方程式(36)相应的其次方程的通解为： 

1 2 3 4sinh coshf C C z C kz C kz        (38) 

根据相应边界条件，必然可求得式(38)中的参

数 Ci (i=1~4)，解出 Ci 后回代入式(38)，并根据箱梁

跨内荷载情况，可求得式(36)的特解，便可求得剪

切附加挠度 f 的表达式。于是可由式(30)、式(31)可

求得相应广义力矩及截面各点总的正应力。关于此

部分求解文献[14]有较为详细叙述，在此不再赘述。 

4  数值算例 

有机玻璃制作的两跨连续箱梁模型简图如图 4

所示[11,14]。按两种方式加载：在各跨中截面梁顶腹

板位置作用对称集中荷载 P=20 N；全梁受均布荷载

q=0.2 kN/m。材料弹性模量为 2.8 GPa，泊松比为

0.37。 

 
(a) 跨度及荷载 

 
(b) 横截面尺寸及计算点号 

图 4 两跨连续箱梁模型  /mm 

Fig.4  Two-span continuous box girder model 

按本文方法计算剪切附加挠度和截面各点应力

时，需现求出箱梁截面的剪切翘曲几何参数及剪切

参数 k 等，然后计算广义力矩 Mω，最后便可由式(31)

求出截面各点正应力。本文所定义的剪切翘曲几何

参数表达式如下： 
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按照本文建立的考虑剪切效应的薄壁箱梁弯曲

翘曲位移函数求得跨中截面顶板与腹板交接处的应

力(最大应力)计算值连同文献[11]中给出的计算值

及实测值一并列于表 1 中，以便比较。 
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 表 1  两跨连续箱梁跨中截面顶板最大应力 /MPa 

Table 1  Maximum stresses of top plate at mid-span cross 

section of the two-span continuous box girder  

荷载类型 本文计算值 计算值[11] ANSYS 实测值 

均布荷载 0.11971 0.12286  0.12210  0.12073 

集中荷载 0.05495 0.04951  0.05183  0.05095 

由表 1 可以看出，本文计算值与文献[11]提供

计算值和实测值吻合良好。为进一步验证本文推得

的翘曲位移函数正确性，用本文方法对均布荷载作

用时跨中截面翼缘板不同位置处应力进行计算，计

算点编号如图 4(b)所示。将本文计算值及文献[11]

提供值列于表 2。 

 表 2 两跨连续箱梁跨中截面应力对比 /MPa 

Table 2  Comparison of stresses at mid-span cross section of 

the two-span continuous box girder  

测点 本文计算值 文献[11]计算值 ANSYS 计算值 

1 0.10448 0.10408 0.09300 

2 0.10801 0.10643 0.10336 

3 0.11971 0.12286 0.12210 

4 0.11971 0.12286 0.12153 

5 0.10801 0.10643 0.10934 

6 0.10448 0.10408 0.10539 

7 0.19212 0.21828 0.20332 

8 0.17303 0.18884 0.17817 

9 0.16727 0.18463 0.17153 

由表 2 可以得出，按本文推导的弯曲翘曲位移

函数计算值与文献[11]给出的计算值及 ANSYS 计

算值吻合良好。由于本文所假定面内剪切效应研究

时假定箱梁各板沿横向位移应变为零，因而个别点

的计算数值会与实测值及有限元值有一定差距。 

图 5 为集中荷载作用下该两跨连续箱梁剪切广

义力矩 Mω分布图，图 6、图 7 分别为集中及均布荷

载作用下该梁的翘曲附加位移分布图。 

剪
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矩
/(

N
·

m
m

)

 
图 5  集中荷载作用下两跨连续箱梁的广义力矩图 

Fig.5  Generalized moment for shear effect in two-span 

continuous box girder under concentrated loads 

图 5 可以看出，剪切广义力矩在集中荷载作用

的截面及中支撑截面均比较大(绝对值)，但其沿纵

向衰减很快。 

挠
度

m
m

 
图 6  集中荷载作用下的挠度曲线 

Fig.6  Deflection curve under concentrated load 

 
图 7  均布荷载作用下的挠度曲线 

Fig.7  Deflection curve under uniformly distributed load 

从图 6、图 7 可知，在集中和均布荷载下，考

虑箱梁各板的面内剪切效应，箱梁挠度均会增加；

挠度计算结果表明，集中荷载作用时，跨中截面附

加挠度为 0.00571 mm，剪切效应使其挠度增加了

27% ；均布荷载作用下跨中截面附加挠度为

0.2348 mm，剪切效应使其挠度增加了 24%。 

5  结论 

与已有文献不同，本文将薄壁箱梁的弯曲理论

分为考虑和不考虑各板面内剪切效应来研究。对于

薄壁箱梁的弯曲纵向位移函数，本文以微板的剪切

及平衡微分方程为基础，通过分析薄壁箱梁弯曲剪

力流与纵向位移的积分关系，从理论推导出合理的

弯曲纵向位移函数。选取剪切效应引起的附加挠度

作为广义位移，通过分析新定义的广义位移函数及

内力所对应的翘曲应力的自平衡条件，简化并修正

所推得的弯曲位移函数。运用能量变分法建立了相

应的控制微分方程及边界条件，使推得的弯曲位移

函数有更广的适用性。 

按照本文建立的考虑薄壁箱梁各板剪切效应的

弯曲位移函数求得的应力值与实测值和有限元值吻

合良好；挠度计算表明，剪切效应使薄壁箱梁挠度

有较大增加。 
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