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基于拉格朗日方法的非定常空化流动研究 

赵  宇，王国玉，黄  彪，吴  钦，王复峰 
(北京理工大学机械与车辆学院，北京 100081) 

摘  要：采用基于拉格朗日体系的有限时间李雅普诺夫指数、拉格朗日拟序结构和粒子追踪方法对绕水翼典型非

定常云状空化流场进行研究。采用计算流体动力学方法获得空化流场数据数值，湍流模型采用经典大涡模拟方法，

空化相变过程采用基于相间质量传输的 Zwart 模型进行处理。根据有限时间李雅普诺夫指数分布在空化核心区域

定义了前缘拟序结构和尾缘拟序结构。在不同的空化发展阶段，两种拟序结构相互作用并呈现不同的分布规律，

揭示不同空化发展阶段的典型流场结构。 
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LAGRANGIAN-BASED INVESTIGATIONS ON UNSTEADY 
 CAVITATING FLOWS 

ZHAO Yu , WANG Guo-yu , HUANG Biao , WU Qin , WANG Fu-feng 

(School of Mechanical Engineering, Beijing Institute of Technology, Beijing 100081, China) 

Abstract:  Lagrangian-based methods are applied in this paper to get an insight into the transient sheet/cloud 

cavitating flows, including finite-time Lyapunov exponent (FTLE), Lagrangian coherent structures (LCS) and 

particle trajectory. Computational Fluid Dynamics (CFD) is used to obtain the cavitation flow structures. The 

turbulence model utilizes the Large Eddy Simulation (LES) approach and the interface mass transformation is 

modeled using Zwart cavitation model. Detailed analysis of cavitating structures with the LCS defined by the 

ridges of the FTLE show two main LCSs in sheet/cloud cavitation region，which are defined as leading edge 

(LE-LCS) and trailing edge LCSs (TE-LCS) respectively. Different interactions between the two LCSs indicate 

different flow structures in different cavitating developing stages. 

Key words:  cavitation; unsteadiness; finite-time Lyapunov exponents; Lagrangian coherent structures; particle 

trajectory 
 

空化是水力机械内部常见现象，空化的非定常

特性是引起水泵、水轮机、水下推进器以及复杂管

路系统内压力脉动、载荷突变，振动、噪声以及空

蚀的主要原因[1―3]。绕水翼空化是一种重要的空化

形式，对于空化现象的研究具有重要意义[4]。在绕

水翼空化中，随着空化数的降低，空化逐渐由初生

空化演变为片状空化、云状空化和超空化[5]。云状

空化具有显著的非定常特性，由于大尺度空化云的

发展脱落而导致的具有多重时间和空间尺度的复

杂流场结构一直是研究的热点问题[6]。 

国内外学者对云状空化做了大量研究。Gopalan

和 Katz[7]采用粒子图像测速系统结合高速摄像观测

技术，测量了喷口处附着型空穴后部的流场，发现

空穴尺寸的变化会导致湍流强度以及下游边界层
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厚度的剧烈变化。Arndt 和 Qin[8]研究了水翼空化尾

迹流动中的涡旋结构，提出了不同类型的涡旋结构

脱落方式。Huang 等[9―10]研究了空化云的发展断裂

和脱落现象，结果表明空化云的非定常运动会导致

空化区域以及尾迹流动中湍流结构的显著变化。Ji

等[11―12]研究了绕扭转水翼的云状空化结构，分析了

空化云的 U 型脱落规律和马蹄涡的产生和发展机

理。此外 Wang[13]、Luo[14]、时素果[15]等也对云状

空化的流场结构进行分析讨论。 

上述研究多数采用基于欧拉体系的流动分析

方法对非定常云状空化流场结构进行研究，近年

来，基于拉格朗日体系的分析方法逐渐应用到流场

结构的研究中 [16 ― 17]，其中拉格朗日拟序结构

(Lagrangian Coherent Structures, LCS)越来越受到广

泛的应用。Franco 等[18]研究了低雷诺数下的圆柱绕

流流场结构，上述研究结果表明拉格朗日拟序结构

可以清晰地描述通过传统的基于欧拉体系方法很

难定义的非定常涡旋区域。Green 等[19]将上述方法

应用到三维流动中，结果表明拉格朗日拟序结构可

以准确定义漩涡结构边界并且能显示更为直观的

流动细节，同时避免了对速度求导等复杂的处理过

程。Tang 和 Tseng 等[20]采用拉格朗日拟序结构研究

了典型多相流动的流场结构，验证了该方法对于绕

水翼非定常云状空化流场结构的可行性，捕捉到反

向射流的边界，但没有对附着空化的发展，脱落空

泡云的形成等过程进行分析。 

受到上述工作的启发，本文采用基于拉格朗日

体系的流场结构分析方法对计算结果进行处理，采

用有限时间李雅普诺夫指数(Finite-Time Lyapunov 

Exponent, FTLE)和拉格朗日拟序结构对非定常空化

流动进行描述，并采用粒子追踪方法对特征流动结

构进行分析，揭示了非定常云状空化的流动机理。 

1  拉格朗日拟序结构 

一般动力系统可表示为： 
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其中，自变量 t 代表时间，因变量 X 代表系统状态。

对任意空间点 X0，利用空间梯度求解柯西格林应变

张量： 
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其中：( )T
表示空间变形梯度的转置矩阵；Δ为 X、

t0 和 TLE 的函数。 LE

0 0( )T
t X 的最大特征值定义为

LE

0max 0( ( ))T
t X  ，它代表粒子的最大延展程度，对

应的特征向量则表征变形的方向。在有限时间 TLE

内，FTLE 定义为： 
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FTLE 场是一个标量场，它反映了流体的特性。

当相邻粒子以不同运动特性运动时，会导致 FTLE

场中出现突出的“脊线”结构，这种结构称之为拉

格朗日拟序结构。通常 FTLE 和 LCS 一起被认为是

研究流场结构的后处理技术，利用 LCS 可以分割不

同运动特性的流场，从而捕捉潜在流场的非定常力

学和几何学特性。在本次研究中，基于 Fortran 程

序对计算所得速度场进行处理，获得 FTLE 结果，

最后通过 Tecplot 软件对计算结果进行显示。 

2  数值方法 

2.1  控制方程 

在空化流动中，水汽两相被认为是均相流体介

质，具有共同的速度和压力场，其连续性方程和动

量方程如下： 
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式中： m 是水汽混合相密度， m 1 1 v v      ； 

m 是混合相的黏性系数， m 1 1 v v      ； 1 是

液相密度， v 是汽相密度， v 是汽相体积分数， 1
是液相体积分数； 1 和 v 分别是液相和汽相的黏

性系数；m 、m 分别表示凝结和蒸发源项。 

2.2  大涡模拟 

由式(5)推导的大涡模拟控制方程如下：  
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式中亚格子应力 τij 定义如下 τij： 

ij i j i ju u u u                (8) 

本文采用 Smagorinsky 模型[21]对亚格子应力进

行处理。 

SGS SGS2 i i
ij ij

j i

u u
v S v

x x


  
          

   (9) 

式中，亚格子黏性 νSGS通过以下方法处理。 
2

SGS S( )v C S             (10) 

式中：
1/2(2 )ij ijS S S ；Smagorinsky 参数 CS=0.18。

是当地网格尺度，定义如下：Δgrid,3D=(Δx·Δy·Δz)1/2
。

Δx、Δy 和 Δz 分别表示 x、y、z 方向网格尺度。 

2.3  空化模型 

本文采用 Zwart 空化模型[22―23]封闭控制方程： 
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式中：αnuc是空化核子的体积分数；RB是空泡直径；

pv 是饱和蒸汽压；p 是当地压力；Cdest 和 Cprod 是凝

结和蒸发系数。本文中，上述参数取值如下：

nuc=5×104，RB=1×106 m，Cdest=50，Cprod=0.01。 

2.4  边界条件设置 

本文对绕 Clark-Y 水翼的空化流动进行计算，

由于三维计算成本较高，而且本文着重研究水翼动

力特性和展向涡旋结构之间的关系，对于三维空穴

发展规律不做重点研究，所以本次计算中采用二维

计算。二维几何模型如图 1 所示，水翼攻角设置为

8°，几何模型、计算域的尺寸与实验[9]保持一致，

弦长 C=0.07 m，计算区域的入口距翼型前缘约为

4C，出口距翼型尾缘的距离为 5C，上下壁面距离

为 2.7C。 

 
图 1  几何模型及边界条件设置 

Fig.1  Geometry model and boundary conditions used in the 

CFD computations 

计算采用全流域结构化网格，翼型前端的区域

采用 O 型网格划分，可以较好的匹配翼型头部的形

状。在翼型周围近壁区域及尾缘区域进行了网格加

密，计算 Yplus 取值约为 1。沿翼展向网格节点数为

2，流场网格节点总数为 957000。  

流动介质参数与 25 ℃的水和水蒸气保持一致。

水相密度和运动粘度分别设置为 1 =999.19 kg/m3 

和 1 1 1v  =1.139×103 Pa·s；汽相设置为 v = 

0.02308 kg/m3
和 μv=9.8626×106 Pa·s。汽化压力设

置为 pv=3169 Pa。边界条件与实验保持一致，如图 1

所示，入口处速度大小为 10 m/s，Re=U∞C/νl= 7×105
。

出口处采用压力边界条件，根据调节不同压力来控

制流场空化数( =(p -p∞)/( 2
10.5 U  ))的大小，环境压

力设置为 43.169 kPa，从而保证空化数为 0.8，即云

状空化工况。水翼表面和流场顶部和底部均设置为

无滑移壁面边界条件。沿展向的对称面设置为

symmetry 边界条件，用来模拟二维流动。采用商业

软件 CFX 进行计算，非定常时间步长取值为

2×104 s，计算科朗特数(Courant Number)取值在 10

以内，以保证数值计算的稳定性。有关该计算结果

和实验结果的详细对比验证工作请参考文献[24]。 

3  结果分析 

图 2 给出了计算得到的云状空穴流动形态随时

间的准周期性变化过程，并和实验结果[9]的对比情

况。从图中可以看出，数值计算结果和实验结果相

吻合，准确地描述了附着空穴的生长—反向射流的

发展—空穴的断裂的准周期变化过程。根据文献[10]

可知，该工况下的云状空化的发展周期约为

Tref=40 ms。在 t=5%Tref时刻，在水翼前缘处形成透

明状附着型空穴，并处于持续增长状态。当附着空

穴覆盖整个吸力面时，在空穴尾部产生逆时针的空

化旋涡，进而在紧贴壁面的区域内诱导了一股指向

上游的反向射流，并持续向上游运动，如 t=63%Tref

时刻所示。当反向射流到达空穴前缘附近时，与主

流相遇，导致附着空穴的断裂；断裂部分沿顺时针

方向旋转并向下游运动，逐渐发展成为脱落的空泡

云，如 t=81%Tref时刻所示。 

   
(I) t=t0+5%Tref 

无滑移壁面 

无滑移壁面 

入口 出口
水翼 

(无滑移壁面) 
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(II) t=t0+63%Tref 

   
(III) t=t0+81%Tref 

(a) 实验空泡形态图 

 
(b) 计算汽相体积分数图 

图 2  计算和实验结果比较 

Fig.2  Comparisons of experimentally observed and 

numerically predicted results 

由于上述附着空穴的生长—反向射流的发展—

空穴的断裂过程较为复杂，为了更准确地分析云状

空化流场结构演变规律，将上述过程分为三个阶

段：I. 附着空穴发展阶段(0~28%Tref)；II. 反向射流

向前运动阶段(28%Tref~75%Tref)；III. 脱落空化云的

形成阶段(75%Tref~100%Tref)。在不同阶段，空化发

展具有不同的特点，为了进一步分析云状空化流动

机理，下面采用基于拉格朗日体系的方法对每个阶

段内的非定常流场结构进行描述。 

I. 附着空穴发展阶段 

在附着空穴发展阶段，上个空化发展周期内的

大尺度脱落空泡脱离水翼表面，前缘的附着型空穴

逐渐发展并覆盖整个吸力面。 

图 3 给出了附着空穴发展阶段的 FTLE 云图，

积分时间为附着空穴 TLE_I=28%Tref，图中 FTLE 取

值根据最大值进行量纲一化处理。从图中可以看

出，在远离水翼表面的主流区域，FTLE 取值为零；

这是由于在均匀来流的作用下，该区域内部流体质

点具有相同的运动状态，相邻流体质点的距离不随

时间的变化而发生改变。从图中还可以看出，在水

翼吸力面附近的空化核心区域(cavitation region)，

FTLE 分布和主流区域相差较大；这是由于附着空

穴的发展，导致空穴内部流体质点的运动规律与主

流具有显著不同。 

FTLE 场的最大值被称为 LCS，其“脊”特性

可以更清晰地展现流动细节。图 4 给出了基于附着

空穴发展阶段 FTLE 分布得到的 LCS 分布情况。从

图中可以看到，空化核心区域存在两条主要 LCS(图

中深色曲线所示)，两条 LCS 从上游开始，在水翼

前缘发生分离，沿水翼吸力面发展的 LCS 在吸力面

中部附近与水翼表面发生分离，定义为前缘拉格朗

日拟序结构 (Leading edge Lagrangian coherent 

structure, LE_LCS)；沿水翼压力面发展的 LCS 绕过

水翼尾缘并沿着吸力面向前缘延伸，在水翼尾缘附

近发生分离，定义为尾缘拉格朗日拟序结构

(Trailing edge Lagrangian coherent structure, TE_ 

LCS)。 

 
图 3  I 阶段 FTLE 和 LCS 分布 

Fig.3  FTLE contours and LCS for stage I 

 
图 4  I 阶段 LCS 分布和粒子轨迹 

Fig.4  Locations of LCS and Lagrangian tracers for stage I 

在附着空穴发展阶段，LE_LCS 表示前缘分离

涡的边界，这是由于前缘分离涡内部流体质点无法

越过旋涡边界，从而在旋涡边界处形成“脊”结构。

从图 4 可以看出，LE_LCS 延伸到水翼尾缘附近，

表明前缘分离涡延伸到水翼尾缘附近，与附着空穴

相对应。TE_LCS 表示水翼尾缘旋涡结构的边界，

从图中可以看出，TE_LCS 和 LE_LCS 在水翼尾缘

附近汇合并共同向下游延伸，这和该阶段内水翼尾

缘附近存在未完全脱离水翼尾缘的大尺度空泡云，

有关该空泡云的形成和演变规律将在脱落空化云

的形成阶段进行详细论述。 

考虑到 FTLE和LCS方法是对整个附着空穴发

展阶段阶段进行积分，具有历史效应，为了进一步

突出瞬态时间点的流动细节，引入基于拉格朗日体

系的粒子追踪方法对附着空穴的发展进行描述。为

了分析附着空穴的发展过程，在水翼吸力面距离前

缘 20%弦长位置处，沿法向布置示踪粒子，黑色表

示粒子初始位置，不同颜色表示不同时刻示踪粒子

LE-LCS TE-LCS  

t0 t0+10 t

空化核心区域 

t0 t0+10t

t0+10Δt 
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的位置，如图 4 所示，Δt=2%Tref。从图中可以看出，

远离水翼表面的示踪粒子在均匀主流的作用下向

下游运动，运动规律基本一致；靠近水翼表面的示

踪粒子，在附着空穴的影响下，向下游的运动明显

滞后于均匀主流作用下的示踪粒子；在近壁面位

置，位于 TE_LCS 附近的示踪粒子被卷入附着空穴

内部，其运动规律和主流作用下的示踪粒子具有显

著不同：该部分示踪粒子运动轨迹指向水翼尾缘，

反映了附着空穴的持续增长并覆盖水翼吸力面的

发展过程，如图 4 所示。 

II. 反向射流向前运动阶段 

在反向射流向前运动阶段，水翼尾部附近产生

了液相的反向射流，并沿水翼表面逐渐向前缘   

推进。 

图 5 给出了反向射流向前运动阶段的 FTLE 云

图，积分时间为附着空穴 TLE_II=47%Tref，图中 FTLE

取值根据最大值进行量纲一化处理。从图中可以看

出，空化核心区域的 FTLE 分布和附着空穴发展阶

段有所不同，较大取值 FTLE 边界更为光滑。图 5

中深色曲线是该阶段的 LCS 分布情况。从图中可以

看出，在反向射流向前运动阶段，LE_LCS 和

TE_LCS 均延伸至水翼吸力面中部附近，较好地描

述了附着空穴较为光滑的边界。从图中还可以看出

水翼吸力面中部附近存在 LE_LCS 和 TE_LCS 的混

合区域(Mixing region)，该混合区域对应于反向射流

和附着空穴的相互作用位置。为了进一步分析反向

射流和附着空穴的作用机理，下面采用粒子追踪方

法对流场结构进行分析。 

 
图 5  II 阶段 FTLE 和 LCS 分布 

Fig.5  FTLE contours and LCS for stage II 

 
图 6  II 阶段 LCS 分布和粒子轨迹 

Fig.6  Locations of LCS and Lagrangian tracers for stage II 

根据上述混合区域的位置，在水翼吸力面距离

前缘 70%弦长位置处，沿法向布置示踪粒子，图 6

给出了不同时刻下的示踪粒子位置，黑色表示初始

位置。图 6 还给出了该阶段内的 LCS 分布情况。从

图中可以看出，初始时刻，示踪粒子位于 TE_LCS

内部，表明示踪粒子全部位于附着空穴内部，运动

规律不受主流的影响。从图中可以看出，远离水翼

表面的示踪粒子向下游运动，而靠近水翼表面的示

踪粒子首先向上游运动，两种相反的运动方向反映

了附着空穴内部的顺时针旋涡结构。靠近水翼表面

粒子首先向上游运动，这和反向射流相对应，当粒

子抵达水翼前部附近时被卷入附着空穴内部的旋

涡结构：逐渐远离水翼表面并向下游运动。 

III. 脱落空化云形成阶段 

在脱落空化云形成阶段，附着空穴在反向射流

的作用下发生断裂，附着空穴断裂部分逐渐向下游

运动，发展成云状空泡。 

图7给出了脱落空化云形成阶段的FTLE云图，

积分时间为附着空穴 TLE_III=25%Tref，图中 FTLE 取

值根据最大值进行量纲一化处理。从图中可以看

出，空化核心区域的 FTLE 分布和反向射流向前运

动阶段基本一致，但水翼吸力面中部附近不存在

LCS 的混合区域。这表明，在脱落空化云形成阶段，

水翼近壁面附近的反向流动和附着空穴没有发生

相互作用，这和附着空穴的断裂相一致。为了进一

步分析空化云的形成机理，下面采用粒子追踪方法

对流场结构进行分析。 

 
图 7  III 阶段 FTLE 和 LCS 分布 

Fig.7  FTLE contours and LCS for phase III 

为了捕捉附着空穴的断裂以及空化云的形成

过程，在水翼吸力面距离前缘 20%弦长位置处，沿

法向布置示踪粒子，图 8 给出了不同时刻下的示踪

粒子位置，黑色表示初始位置，图 8 还给出了该阶

段内的 LCS 分布情况，从图中可以看出远离水翼表

面的示踪粒子首先在主流的作用下保持相同的运

动状态，粒子相对位置保持不变，但随后该部分示

LE-LCS  TE-LCS  

t0 t0+17tt0+17Δt 

混合区域 

0

FTEL

1
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踪粒子相对位置产生显著变化，这是由于附着空穴

的脱落部分在其内部旋涡结构的作用下逐渐发展

成为空化云，从而对周围的流场产生影响，导致示

踪粒子相对位置的变化。从图中还可以看出，靠近

水翼表面的示踪粒子则迅速被卷入附着空穴断裂

部分，运动轨迹反映了空化云的形成过程。 

 
图 8  III 阶段 LCS 分布和粒子轨迹 

Fig.8  Locations of LCS and Lagrangian tracers for stage III 

4  结论 

本文采用基于拉格朗日体系的有限时间李雅

普 诺 夫 指 数 (Finite-Time Lyapunov Exponent, 

FTLE)、拉格朗日拟序结构 (Lagrangian Coherent 

Structures, LCS)和粒子追踪方法对绕水翼典型非定

常云状空化流场结构进行研究；定义了前缘拟序结

构和尾缘拟序结构，在不同的空化发展阶段，两种

拟序结构相互作用并呈现不同的分布规律： 

(1) 在附着空穴发展阶段，LE_LCS 延伸到水

翼尾缘附近，与附着空穴相对应。TE_LCS 和 LE_ 

LCS 在水翼尾缘附近汇合并共同向下游延伸，与脱

落空化云对应。 

(2) 在反向射流向前运动阶段，水翼吸力面中

部附近存在 LE_LCS 和 TE_LCS 的混合区域，该混

合区域对应于反向射流和附着空穴的相互作用位

置。粒子追踪方法反映了反向射流以及附着空穴内

部的旋涡结构。 

(3) 在脱落空化云形成阶段，水翼吸力面中部

附近不存在 LCS 的混合区域，反映了附着空穴的断

裂，粒子追踪方法反映了附着空穴在内部旋涡结构

作用下逐渐发展成脱落空化云的过程。 
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