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对有限覆盖无网格法中悬挂节点的研究 

刘  丰，李春光，郑  宏，王志芬 
(岩土力学与工程国家重点实验室，中国科学院武汉岩土力学研究所，武汉 430071) 

摘  要：当前基于Galerkin法的无网格法都只在域内和边界上布置节点。基于无网格方法背景网格独立于节点布

置这一性质，该文探讨了无网格域外布置悬挂节点的可行性，提出了一种统一的、均匀的无网格节点布置方案，

并设计了相应的背景网格方案，称为有限覆盖无网格法。通过数值算例讨论了悬挂节点对精度的影响，在此基础

上讨论了悬挂节点的数目、节点影响域的形状、尺寸以及背景积分方案等对求解精度的影响，并给出了推荐的做

法。算例结果表明，悬挂节点能够显著提高求解精度，尤其是边界附近的应力精度。 
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STUDY ON THE HAINGING NODES IN THE FINITE-COVER-BASED 
MESHFREE METHOD 

LIU Feng , LI Chun-guang , ZHENG Hong , WANG Zhi-fen 

(State Key Laboratory of Geomechanics and Geotechnical Engineering, Institute of Rock and Soil Mechanics,  

Chinese Academy of Sciences, Wuhan 430071, China) 

Abstract:  For the meshfree methods based on the Galerkin method, all nodes are distributed in the 

computational domain or on domain boundaries. This study explores the feasibility of using hanging nodes for 

meshfree methods as the nodal arrangement is independent of background cells. A unified and uniform strategy of 

the nodal arrangement is proposed, along with a corresponding scheme for the distribution of background cells. 

Numerical examples are employed to discuss the following influential factors: the necessity of using hanging 

nodes, the number of hanging nodes, the shape and size of nodal influential domain, and the background integral 

scheme. Results show that the proposed method can greatly improve the accuracy of meshfree methods, especially 

in the calculation of stresses near domain boundaries. 
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20 世纪 90 年代以来，国际计算力学界里兴起

了无网格方法的研究热潮。比较有代表性的无网格

方法有区域型无网格法如光滑粒子流体动力学

(SPH)[1]，无网格伽辽金法(EFG)[2]，再生核质点法

(RKPM)[3]，无网格局部 Petrov-Galerkin 法(MLPG)[4]

等，以及边界型的无网格法如奇异边界元法[5]，边

界粒子法[6]等。其中 EFG 是使用最为广泛的无网格

法，已被用于很多领域。关于无网格的综述可参考

文献[7―8]。 

理论上，由于无网格方法只需要一系列的离散

点来求解问题域，不需要网格对其进行连接，因此

其前处理相比于有限元大为简化了。然而大部分的

需要背景积分的无网格都采用有限元的方式来布

置节点和背景积分网格。这种做法固然简单，但却
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没有摆脱有限元的束缚，并没有真正地简化前处理

过程，从求解精度上讲也不是最佳选择。除了与无

网格自适应相关的研究[9―12]以外，很少有人专门研

究适合无网格的节点布置方案。在流形元[13]中，节

点可以存在于求解区域外，即所谓的悬挂节点。田

荣[14]将流形元的思想用于 EFG 中，形成了有限覆

盖无单元方法，并指出节点可以布置在求解域之

外。樊成[15]将流形元的覆盖思想同 Kriging 插值结

合起来，形成了有限覆盖 Kriging 插值无网格法，

并将其用于岩体断裂。然而他们均没有分析悬挂节

点对求解精度的影响。在纯粹的无网格法中，域外

存在节点的做法很少，更没有系统的研究。Tiago

等[16]提到节点可以落在求解域的外面，只要它的影

响域够大，并提到这是一种非常规的做法；Rabczuk

等[11]提出了一种规则网格布点方案并设计了相应

的自适应措施，然而文中的做法不能确保域外有足

够的点，也没有探讨域外点的存在对精度的影响。

Dolbow 等[17]指出背景积分网格和节点影响域边界

相一致时，能够最大限度的保证积分精度，显然如

果采取圆形影响域的话，这一条件不可能满足。因

此我们尝试提出一种新的无网格布点方案-统一、均

匀地布置能够完全覆盖求解域的节点，这些结点能

够存在于求解域外。这里将这种做法称为有限覆盖

无网格法。在此基础上本文探讨了这些域外悬挂节

点对精度的提高作用，讨论了悬挂节点的数目以及

影响域形状、尺寸对求解精度的影响，并验证了该

方法的收敛性。最后发展了相应的背景积分方案，

在方便处理复杂区域的同时，尽量保证求解精度。

最后得到了一些有益的结论。 

1  统一均匀的布点方案 

在无网格方法中，节点负责插值，背景积分网

格仅用于积分，节点布置和背景网格可以是相互独

立的。这一性质给了我们布置节点很大的自由度，

为布置悬挂节点提供了可能性。另一方面，如果仅

在域内布置节点，则域内节点数较多而使得位于域

内积分点的插值精度高于靠近边界的积分点，这显

然是有失偏颇的。 

基于这些，我们认为，统一、均匀且覆盖全域

的节点布置方案是一个很好的选择，边界附近的悬

挂节点同样参与插值。这样处理会带来一些好处。

首先，布置节点时不考虑区域边界可以大大简化布

置节点的难度；其次，悬挂节点的存在可以避免选

点时的偏颇，理论上可以提高边界处的插值精度。

另外，均匀的节点能够最好的逼近场函数，对求解

是大有裨益的。事实上，如果可以选择规则的点来

逼近场函数，我们没有理由去使用一系列杂乱无章

的点，而且规则点的生成比杂乱无章的点的生成更

容易。 

这种节点布置方案的基本思路：首先，统一布

置节点，覆盖整个求解域；然后将多余的点进行剔

除，剩下就是有效的参与插值的节点，称为有效节

点。对于一般问题，统一均匀的节点布置详细流程

如图 1 所述。 

1、确定求解域的范围 
2、将范围适当扩大，并均匀地布满节点，使得外部能有一定的节点

3、对节点循环，找出与材料边界的距离 cD d 的点和材料边界内

部的点的并集 U 
4、如果材料内部没有孔洞，U 即为有效点集合，转到 6，否则转到 5

5、找出各孔洞内部且与边界距离 cD d 的点的并集 I，那么 U-I

即为有效点集合 
6、结束 

图 1  统一均匀的节点布置流程图 

Fig.1  Flow chart of unified and uniform nodal arrangement 

理论上，影响域同求解域 有交集的节点我们

都应该保留参与插值。然而值得注意的是，如果域

外一点的影响域同 的交集非常小，这会导致方程

病态，影响求解精度。笔者的方案是使用结点到
的距离来判断节点是否为有效节点，而不同于文献

[11]中使用的方法。若不考虑孔洞，假设节点间距

为 cd ，域外节点 i 与 边界的最近距离 iD ，当

ciD d 时，节点 i 为有效节点，否则无效。其中 

为无量纲的量，具体取值在 2.2 节中探讨。这种选

点方案跟文献[9]中的作法相比，区别在于域外能够

有更多的点，而且能保证这些点不会导致奇异，这

样能最大限度的利用到域外点为插值带来的好处。 

以图 2 所示的带椭圆孔的不规则区域为例，最

终的有效点为加圆圈的点。 

 
图 2  统一均匀的布点方案 

Fig.2  Unified and uniform nodal arrangement 
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2  有限覆盖无网格法精度研究 

有限覆盖无网格法从插值的角度看，同 EFG 一

样采用移动最小二乘构造形函数。本文统一使用线

性基函数，并使用拉格朗日乘子法施加本质边界条

件，具体的细节参见文献[2，18]。 

为了选出精度最佳的方案，本文接下来将分别

探讨悬挂节点的存在与否、悬挂节点的数目、节点

影响域形状和尺寸，以及背景积分方案等对精度的

影响。 

2.1  悬挂节点及节点影响域形状对精度的影响 

为了验证悬挂节点以及节点影响域形状对求

解精度的影响，我们以悬臂梁为例进行分析，按照

平面应力进行计算。模型如图 3 所示，参数选取为：

P=1000；弹性模量 E=1×105；泊松比=0.3；D=12；

L=48。该问题的解析解可以参考文献[19]。 

 
图 3  悬臂梁模型 

Fig.3  Computation model of cantilever beam 

考虑两种域外增加悬挂节点的方式：方案 1 为

边界与节点布置吻合，方案 2 则不吻合，分别如图

图 4(a)和图 4(b)所示。为了对照，我们同样计算了

常规 EFG 的结果和有限元中四边形等参元的结果，

这两者均采用规则的节点。对于方案 1、常规 EFG

和有限元方法，背景积分均为在域内点组成的规则

网格上采用 4×4 的高斯积分。对于方案 2，同边界

相交的背景网格先用边界切割出处于内部的有效

部分，再采用 4×4 的高斯积分。本文权函数均选择

三次样条权函数，分别使用圆形影响域和矩形影响

域两种方式计算。对于圆形影响域权函数为： 
2 3

2 3

2 / 3 4 4 1 / 2

( ) 4 / 3 4 4 4 / 3 1/ 2 1

0 1
I

r r r

w r r r r r

r

  
    
 

≤

≤

，

，

，

 

其中 w/Ir d r ， Id 为节点与采样点的距离， wr 为

影响域尺寸。 

对于矩形影响域权函数为： 
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其中：
Ixd 、

Iyd 为 x、y 方向的影响域尺寸；w 同

圆形影响域一样采用三次样条权函数。由于本文节

点布置不用考虑边界影响，可取 =
I Ix yd d 。假设节

点间距为 cd ，则圆形影响域尺寸为 wr = s cd ，矩形

影响域尺寸 s cI Ix yd d d  ，其中 s 为无量纲影响

域尺寸。本节取 s =2。 

 

 
(a) 方案 1 

 

 
(b) 方案 2 

图 4 悬臂梁节点布置 

Fig.4  Nodal arrangement of cantilever beam 

为了便于观察，对比 x=L/2 处剪应力的误差(数

值解减去解析解)，如图 5 所示，图例后括号内的数

字为节点数(或有效节点数)，节点数相对接近，其

中不同影响域形状的方案 2 节点数不同，原因是几

个角处的节点按圆形影响域计算时影响不到计算

区域。此时常规 EFG 和四边形等参元在 x=L/2 上均

有 7 个节点，因而这里方案 1、方案 2 选取相同位

置的 7 个点比较。其中有限元的节点应力通过高斯

点外推平均得到[20]。可以看出常规 EFG 和四边形

有限元在边界附近的精度都不高，四边形有限元表

现最差，而增加悬挂节点的两种方案的误差明显小

很多。同时可以看到，矩形影响域的结果均要比圆

形影响域的结果要略好，这也验证了背景积分网格

和节点影响域边界相一致时，能够最大的保证积分  

精度。 

 
图 5  悬臂梁 x=L/2 处剪应力误差对比 

Fig.5  The comparison of shear stress error at  

x=L/2 of cantilever beam 
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2.2  域外增加悬挂节点数量的探讨 

从 2.1 节可以看出，域外增加节点确实能够提

高求解精度，那么应该增加多少节点最佳呢？首先

增加的节点必须能够影响到材料区域，而这显然跟

节点的影响域有关。比如前述增加节点的方案一中

无量纲影响域尺寸 s =2，如果外层再增加一圈节

点，那么这些节点刚好不能影响到材料区域，这些

节点也就无效。如果 s 增大，外层能够影响到材料

区域的节点会更多。一般情况下 s 的取值范围在

1.5~4.5。为了便于对比，按照方案一布置节点，即

边界与节点布置吻合，分别计算不同的 s 下增加不

同圈数的节点对精度影响。比较 y=0 边上的竖向位

移和 x=L/2 边上的剪应力的精度情况。考虑到部分

点上解析解为零，因此取平均绝对误差作为误差指

标，即： 
num exact

1

ErrorUy
N

yI yI

I

u u

N


  

num exact

1

ErrorTau
N

I I

I N

 




  

其中：N 为考察点的个数； num
yIu 、 num

I 分别竖向位

移和剪力的数值解； exact
yIu exact

I 为相应的解析解。 

考察同一算例，域内的节点均为 6×24，权函数

均采用矩形影响域，使用前述背景积分方式。最终

位移和剪力的误差结果如图 6、图 7 所示，其中图

例中 EFG 表示常规 EFG，不增加节点，EFG+1 表

示增加一圈节点，其它同理。首先从 s 的角度来看，

s 太小或太大时都不利于提高精度，太小时参与插

值的点不够，太大时失去了插值的局部特性。另一

方面，当 s <3 时，域外增加节点的做法对精度的

提高较为明显，而当 s 太大时，增加节点的做法甚

至可能减低精度。不难看出， s =2 时并增加一圈

节点的求解精度最高，此时背景积分网格和节点影

响域边界正好一致，是最佳的选择。另外 s =4 并

增加三圈结点时精度也很高，但此时计算量明显偏

高。其次增加两圈精度也较为理想。值得注意的是，

若求解域不规则，节点布置与边界不重合，增加点

的圈数不是整数，如图 4(b)所示。按照 2 节的选点

方案，若想增加一到两圈的节点， ciD d 中的 
应满足1 2  ，本文建议  =1.5，这样既能保证

靠近边界的积分点具有与域内积分点大致相同的

节点数参与插值，又能保证悬挂节点影响足够多的

积分点。 
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图 6  不同影响域大小及增加节点的圈数对应的位移误差 

Fig.6  Displacement error for different support 

 size and different adding nodes 

 
图 7  不同影响域大小及增加节点的圈数对应的剪力误差 

Fig.7  Shear stress error for different support size  

and different adding nodes 

2.3  存在悬挂节点方案的收敛性 

本节基于同一算例探讨存在悬挂节点方案的

收敛性。按照前面的结论，本节统一取 s =2，权函

数采用矩形影响域，分别计算了 2.1 节中增加悬挂

节点的两种方案、常规 EFG 和有限元四节点等参元

四种情况，其位移和应力的平均误差随节点数增多

的收敛情况分别如图 8 和图 9 所示，显然这几种方

法都能够收敛。其中常规 EFG 的位移和应力的误差

均小于有限元四边形单元的结果，其中位移更为明

显。增加节点的两种方案，无论应力精度还是位移

精度都明显的优于常规 EFG 的精度，其中应力精度

相比常规 EFG 提高了好几个量级。另一方面，边界

与节点布置不吻合的方案 2 同吻合的方案 1 相比，

精度略低，依然保持着相当可观的精度。这说明即

便边界与节点布置不吻合，域外布置节点的做法依

然能大大提高求解精度。这对域外布置悬挂节点的

做法适用于非规则区域有重要意义。 
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图 8  悬臂梁 y=0 处竖向位移收敛图 

Fig.8  Convergence of vertical displacement at  

y=0 of cantilever beam 
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图 9  悬臂梁 x=L/2 处剪应力收敛图 

Fig.9  Convergence of shear stress at x=L/2 of cantilever beam 

2.4  背景积分方案 

背景积分是 EFG 重要的一环，很大程度地影响

其求解精度，对有限覆盖无网格的影响也是一样。

对于规则区域，四边形的背景网格积分是最佳的选

择，然而当求解域非规则时，四边形背景网格的布

置难度很大。文献[2]中使用了一种简单的背景积分

方式：均匀的布置高斯点覆盖整个求解域，只有域

内的高斯点参与积分。这样的做法简单但精度会受

损。另外一个常用的方法是使用 Delaunay 三角形或

者有限元网格作为背景网格。由于悬挂节点的存

在，常用的 Delaunay 三角形网格的方案需要略加改

变。本文建议的做法是： 

a) 对边界循环，用一系列的点将边界细分； 

b) 找出处于求解域内的有效点； 

c) 将细分边界得到的点和域内有效点一起

Delaunay 三角剖分； 

d) 对每个三角形求形心坐标，判断形心是否在

域内，以确定三角形是否在域内，删掉形心不在域

内的三角形； 

e) 循环域内的三角形，按照 Hammer 积分布置

高斯点。 

值得注意的是，这里节点布置与求解域边界可

能不吻合，边界上没有足够的点，直接利用边界和

域内的节点进行 Delaunay 三角剖分会导致边界附

近狭长单元的出现。因此需要先将边界细分，这样

可以确保边界附近同内部有差不多密度的背景网

格。对于非凸区域，Delaunay 三角剖分得到的三角

形有可能在求解域外，因此需要判断三角形是否  

有效。 

本文使用 MATLAB 平台编制程序，有现成的

函数能够完成前述的布置节点和生成背景网格的

任务。例如，meshgrid 可以生成规则点，delaunay

可以实现三角剖分，inpolygon 可以用于判断点是否

处于多边形内，等等。 

下面通过带圆孔的无限大板检验这种背景积

分方式的精度。考虑一个受 x 方向单向拉伸的带圆

孔无限大板，该问题的解析解可以参考文献[19]。

由于对称性，我们考虑 1/4 区域，如图 10 所示，

0 5x≤ ≤ ，0 5y≤ ≤ ，圆孔半径为 1。计算中取弹

性模量 E=3×107，泊松比 =0.3。下边和左边分别施

加 y 和 x 方向的位移约束，右边和上边施加解析的

应力边界条件。 

 
图 10  带圆孔的无限大板 1/4 区域模型 

Fig.10  Quarter model for the plate with a central hole 

有效节点及背景网格如图 11 所示。为了对比，

按照文献[2]中的思路布置高斯点的方式也做了计

算，不过为了提高精度，其中内部使用 4×4 的高斯

积分点，而与边界相交处使用 8×8 的高斯积分点。

两种做法中 1/4 圆孔均用 15 个点离散，前一种方案

三角形内使用 7 点高斯积分，总共 2751 个高斯点，

后一种方案域内的有效高斯点为 4181 个。在 x=0
边上考察其 x 和 yu 的精度，结果如图 12、图 13

所示。无论是位移还是应力，本文背景积分得到的

解和解析解都吻合得很好，而第二种背景积分方案

在边界处的应力误差很大。本文背景网格方案能够
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一定程度的满足节点影响域与背景网格边界重合

这一条件，因而能有较好的精度，重要的是这种做

法简洁统一，鲁棒性强。另外值得注意的是，一般

用有限元网格时，圆孔附近节点密度会明显大于其

它处的密度，而本文采用统一、均匀的节点布置，

圆孔附近解的精度依然很高，体现了本文做法的优

越性。 

 
图 11  有效节点布置及背景网格 

Fig.11  Nodal arrangement and background mesh 

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
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3.0
本文背景积分方式

文献[2]中背景积分方式

解析解

y  
图 12  带圆孔的无限大板 x=0 上 x 分布 

Fig.12  x stress distribution at x = 0 for  

the plate with a central hole 
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图 13  带圆孔的无限大板 x=0 上 yu 分布 

Fig.13  y-displacement distribution at x = 0 for  

the plate with a central hole 

 

 

3  计算实例-带孔支架 

最后用本文的做法计算一个 ANSYS 里的经典

算例：受集中力作用的带孔支架。如图 14 所示，

支架内含有三个圆孔，其中左边两个圆孔半径为

10，圆孔内部为固定约束，右边圆孔半径为 30，圆

孔底端受向下的集中力作用。支架总的长宽分别为

150 和 100，左边两个圆角半径为 20，圆心为两小

圆孔的圆心，右边大的圆角半径为 50，圆心为大圆

孔的圆心。按照本文前述的方案，最终的有效节点

及背景网格如图 14 所示，其中有效节点的数目为

965。取弹性模量 E=3×107，泊松比 =0.3，集中力

F=-1000，按平面应力计算。将大圆孔的顶点 K 作

为观测点对其位移应力进行分析。为了对比，该问

题同样用 ANSYS 进行了计算，并且采用了两种节

点布置：方案 A，节点数为 970，和无网格的有效

节点数相近；方案 B，节点数为 33439，作为参考

解。结果对比如表 1 所示。很显然，如果以方案 B

为参考解，无论是位移还是应力，本文结果比方案

1 更接近参考解，其中应力解优势非常明显，方案

A 的 y 和 xy 与参考解相差较大。这个算例说明本

文的方法不仅可以适合复杂区域，而且有很高的精

度，具有潜在的工程价值。 

 
图 14  带孔支架模型及其有效节点布置和背景网格布置 

Fig.14  Nodal arrangement and background mesh of bracket 

with holes 

表 1  本文结果与 ANSYS 结果对比 

Table 1  The comparison of proposed method and ANSYS 

 节点个数
u / 

(×105)

v / 

(×104) 
x  y  xy  

本文方法 965 –1.01 –1.97 –27.18 –0.78 –1.08

ANSYS 方案 A 970 –0.96 –1.96 –28.84 –3.03 –6.49

ANSYS 方案 B 33439 –1.10 –1.98 –27.60 –0.64 –0.88

 

 

K 
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4  结论 

基于无网格方法背景网格独立于节点布置这

一性质，本文探讨了无网格域外布置悬挂节点的可

行性。为了能够最大限度的提高精度，本文建议了

一种统一、均匀的节点布置方案，形成了有限覆盖

无网格。这种方案节布置的节点不需要与计算区域

吻合，边界附近的悬挂节点同样参与插值，这样大

大简化了前处理。同时推荐使用两倍的节点间距作

为节点影响域的大小，采用矩形影响域方案，域外

增加的节点以一到两层为佳。数值结果表明，域外

悬挂节点的存在可以大大提高无网格的求解精度，

尤其是边界附近的应力精度。另外为了使所提的节

点布置方案能够适用于复杂区域，本文改进了

Delaunay 三角剖分背景网格方案。改进的方案实施

简单而且精度很高，使得本文的布点方案鲁棒性更

强，从而真正具有了工程实用价值。 
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