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线性规划的一个重要的假设是决策变量可取非整
数的连续值。然而这一假设在很多情况下不能满
足实际问题的要求；

对决策变量有整数要求的数学规划问题称为整数
规划问题；

整数规划是数学规划的一个重要分枝，有广泛的
应用背景，如指派问题、背包问题、旅行推销商
问题都是整数规划问题；

整数规划又是最难求解的问题之一，至今还没有
找到有效算法。

§ 1  基本概念
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例1：邮局一年365天都要有人值班，每天需要的职

工数因业务忙闲而异，据统计邮局每天需要的人
数按周期变化，一周内每天需要的人数如下：

排班要符合每周连续工作五天，休息两天的规定。
如何排班可使用人最少。

11161419151317

日六五四三二一



西南交通大学经济管理学院

邮局排班模型
解：设 xi 为第 i 天开始上班的人数：

min: z = x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7
s.t. x1                        +x4 + x5 + x6 + x7 ≥ 17

x1 + x2 +x5 + x6 + x7 ≥ 13
x1 + x2 + x3 +x6 + x7 ≥ 15
x1 + x2 + x3 + x4 +x7 ≥ 19
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 ≥ 14

x2 + x3 + x4 + x5 + x6 ≥ 16
x3 + x4 + x5 + x6 + x7 ≥ 11

xi ≥ 0  i = 1, 2, . . . , 7
LP解： x = (1.3, 3.3, 2, 7.3, 0, 3.3, 5) T z = 22.3
整数解：x = ( 4, 4, 2, 6, 0, 4, 3 ) T                     z = 23
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例2: 服装厂可生产西服、衬衫和羽绒服。生产不同服装要使

用不同设备，该厂可从租赁公司租用这些设备（每种设备
可租用多台）。服装厂每月可用人工工时为 3000小时，该

厂如何安排生产可使每月利润最大。市场需求、设备租金
和其它经济参数见下表：

序 服装

种类

市场

需求

租金

元/台
生产

成本

销售

价格

人工

工时

设备

工时

可用工

时/台
1 西服 150 5000 280 400 5 3 300
2 衬衫 800 2000 30 40 1 0.5 500
3 羽绒服 350 3000 200 300 4 2 300
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解：令 yi 为租赁 i 类设备的数量; xi为各类服装的生产量, 具
体模型为：

max 120x1+10x2+100x3-5000y1-2000y2-1000y3
s.t.       5x1+    x2 +   4x3                                           ≤ 3000

3x1 - 300y1                     ≤ 0
0.5x2 -500y2 ≤ 0

2x3 - 300y3  ≤ 0
x1 ≤ 150

x2 ≤ 800
x3 ≤ 350

xi ,  yi ≥ 0   i = 1, 2, 3 

服装厂生产模型
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例3:  某电力公司预测明年用电需求将达到80亿度电，且在5年内每年增加用

电量20亿度。电力公司现有发电能力50亿度，可供选择的新电站共有4
个：

发电量 建设投资 年运行费
(亿度)   (百万元)    (百万元)

电站 1   70        200         15
电站 2    50        160         8
电站 3    60 180 13
电站 4    40        140 6

请构造整数规划模型，在满足电力需求前提下使电力公司五年内投入的建
设投资和运行费用总和最小。
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解: yit: 第 t 年是否建第 i 个电站的0-1整数变量;
xit: 第 t 年第 i 个电站的发电量;

目标函数: 投资与运行费最小

min: ∑i {Ii  ∑t yit + Ci ∑t ( 6 - t ) yit }
= 200 (y11 +   y12 +   y13 +   y14 + y15)
+ 15 (5y11 + 4y12 + 3y13 + 2y14 + y15)
+ 160 (y21 +   y22 +   y23 +   y24 + y25)
+ 8   (5y21 + 4y22 + 3y23 + 2y24 + y25)….

动态投资问题模型
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（1）发电量约束:
∑i xit + 50 ≥ 80 + 20(t - 1)   ∀ t
x11 + x21 + x31 + x41 ≥ 30
x12 + x22 + x32 + x42 ≥ 50
x13 + x23 + x33 + x43 ≥ 70
x14 + x24 + x34 + x44 ≥ 90
x15 + x25 + x35 + x45 ≥ 110

模型约束
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（2）发电能力限制约束: 
xit ≤ CAPi ∑t

j =1 yij ∀ i, t
x11 ≤ 70 y11 
x12 ≤ 70(y11 + y12)
x13 ≤ 70 (y11 + y12 + y13)
x14 ≤ 70 (y11 + y12 + y13 + y14)
x15 ≤ 70 (y11 + y12 + y13 + y14 + y15) ……
x21 ≤ 50y21;   x22 ≤ 50(y21+ y22) ; 

模型约束
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（3）电站只能建一次约束:
∑t  yit ≤ 1  ∀ i

y11+ y12+ y13+ y14+ y15 ≤ 1 
y21+ y22+ y23+ y24+ y25 ≤ 1 
y31+ y32+ y33+ y34+ y35 ≤ 1 
y41+ y42+ y43+ y44+ y45 ≤ 1

（4）非负约束:
xit ≥ 0,  yit为0-1整数变量

模型约束
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整数规划 = 相关的线性规划 + 整数约束

整数规划是约束得更紧的问题,  它的可行域
是其相关线性规划问题可行域的一个子集；

整数解的数目远少于线性规划的解，只要可行
域有界，整数解的数目有限；整数规划的求解
难度远大于线性规划。

整数规划分类

纯整数规划：所有决策变量取整数值；
混合整数规划：部分决策变量取整数值；
0-1整数规划：整数变量只能取0或1。

整数规划与线性规划的关系
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x2 max x1 +   x2

s.t.    x1 + 2x2 ≤ 8
2x1  - x2 ≤ 4
x1,  x2 取整数

整数规划与线性规划的关系整数规划与线性规划的关系
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穷举法：方法简单，只可解小问题，计算量很
大；对0-1整数规划，计算量为2n，按指数增长；

四舍五入法：解的质量差，有时无法得到可行解

分枝定界: 计算效率高, 应用广泛;
割平面法: 有理论意义, 但计算效率较低；

启发算法: 效率高, 但不能保证找到最优解, 可解大

规模问题。

求解整数规划方法
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方法简单，只可解小问题，计算量很大；对0-1整
数规划，计算量为2n，按指数增长：

穷举法

4  亿亿年1.27×1030100

36  年1.73×101550 

13  天1.10×101240  
18  分钟1.07×10930  
1.05秒1.05×10620

1.02毫秒1.02×10310 

计算时间计算量n
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例：max: z = 3x1 +  x2

s.t.         2x1 +  x2 ≤ 5
2x1 + 3x2 = 5
x1, x2 为非负整数

松弛问题解: x = (2.5, 0 ) T,  四舍五入得不到可行解;
整数最优解: x = (1,  1) T

凑整法
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凑整法
例：max:   x1 +   5x2

s.t.     x1 + 10x2 ≤ 20
x1 ≤ 2
x1, x2 为非负整数

松弛问题解：x = (2, 1.8 ) T z = 11
四舍五入解：x = (2, 2.0 ) T 不是可行

解；

x = (2, 1.0 ) T     z = 7  
整数最优解：x = (0, 2.0 ) T z = 10

1.0

0 2.01.0

2.0

x1

x2
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§ ２分枝定界法

分枝定界技术(Branch-and-Bound Technique)

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

x1

x2

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

x1

x2
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分枝定界算法举例

整数规划问题：

max: z = x1 +  x2

s.t.  6x1 + 2x2 ≤ 17
5x1 + 9x2 ≤ 44
x1, x2 为整数

按线性规划求解：

x1= 1.477, x2= 4.068
z = 5.545

 

5.0 

4.0 

4.0 

3.0 

3.0 

2.0 

2.0 

0 1.0 

1.0 

x2 

x1 

5x1+ 9x2 ≤ 44 

6x1+ 2x2 ≤ 17 

目标函数线 

线性规划最优解 

整数规划最优解 
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LPLP松弛松弛

zz00 = 5.545= 5.545
xx11 = 1.477= 1.477
xx22 = 4.068= 4.068

SUB  3SUB  3
zz33 = 5.0= 5.0
xx11 = 1.0= 1.0
xx22 = 4.0= 4.0

SUB  2SUB  2
zz22 = 4.5= 4.5
xx11 = 2.0= 2.0
xx22 = 2.5= 2.5

SUB 1 SUB 1 
zz11 = 5.333= 5.333
xx11 = 1.000= 1.000
xx22 = 4.333= 4.333

SUB  4SUB  4

infeasibleinfeasible

zzUU = 5.545= 5.545
zzLL= = --∞∞

zzUU = 5.33= 5.33
zzL L = 5.00= 5.00

xx11≥≥22xx11≤≤11

SUB  SUB  11
maxmax:  :  xx1 1 +  +  xx22
s.ts.t.  6.  6xx1 1 + 2+ 2xx22≤≤1717
55xx11+ 9+ 9xx22≤≤4444
xx11 ≤≤11

xx11, , xx2 2 ≥≥00

SUB  SUB  22
maxmax xx1 1 +  +  xx22
s.ts.t.  6.  6xx1 1 + 2+ 2xx22≤≤1717
55xx11+ 9+ 9xx22≤≤4444
xx11 ≥≥22
xx11, , xx2 2 

SUB  SUB  33
maxmax:  :  xx1 1 +  +  xx22
s.ts.t.  6.  6xx1 1 + 2+ 2xx22≤≤1717
55xx11+ 9+ 9xx22≤≤4444
xx11 ≤≤1 1 

xx22≤≤4 4 
xx11, , xx2 2 

SUB   SUB   44
maxmax xx1 1 +  +  xx22
s.ts.t.  6.  6xx1 1 + 2+ 2xx22≤≤1717
55xx11+ 9+ 9xx22≤≤4444

xx11 ≤≤11
xx22≥≥5 5 

xx11, , xx2 2 

xx22≥≥55xx22≤≤44

zzUU = 5.33= 5.33
zzLL= = --∞∞



西南交通大学经济管理学院

 

5.0 

4.0 

4.0 
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3.0 
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2.0 

0 1.0 
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x2 

x1 

5x1+ 9x2 ≤ 44 

6x1+ 2x2 ≤ 17 

目标函数线 

线性规划最优解 

整数最优解 

xx1 1 ≤≤1 1 

xx1 1 ≥≥2 2 
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§ 3  割平面法

为整数21

21

21

21

21

,
0,

43
1

max

xx
xx

xx
xx

xxz

≥
≤+
≤+−

+=

x2

x1

x1 x2 x3 x4

1           1            0            0 bi
cj

cB xB

1

1

0             1          3/4         1/4

1             0         -1/4        1/4

7/4

3/4

4
7

44
1

34
3

2 =++ xxx

( ) ( ) ( ) 4
3

44
1

34
3

2 10001 +=+++++ xxx

)1( 24
3

44
1

34
3 xxx −+=+

将方程中的系数和右侧常数分解成整数和非负真分数两部分

将上式中自变量带整数系数的部分移到等号右侧，得

4
3

44
1

34
3 ≥+ xx得到
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为了用原来（决策）变量表示，将

代入上式，得和 213213 1  1 xxxxxx −+=−+= 12 ≤x

得到加入到原规划约束中，然后将 1 2 ≤x

0,      
1

43
1

max

21

2

21

21

21

≥
≤

≤+
≤+−
+=

xx
x

xx
xx

xxz

x2

x1

1

o 1

A x2

x1

1

1

o

B

A

12 =x
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§４ 0 -1  规划

（1）0-1 变量可以数量化地描述开与关、取与弃、有

与无等逻辑现象。

（2）一些其它非0-1 规划可以化为0-1 规划来处理。
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投资问题 假定有资金b元可用于投资，共有n 个项目可供选
择，每个投资项目所需的投资金额和收益现值分别为aj 和
cj，现在问如何确定投资方案，使总的收益值最大。

解
xj =

1   对项目j投资；

0   否则。
令

模型

只有选择项目 l 时，才考虑是否选择项目k ，增加约束

lk xx ≤

一、模型实例

njx

bxa

xcz

j

n

j
jj

n

j
jj

,,110

max

1

1

==

≤

=

∑

∑

=

=

或
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背包问题 已知一个背包的容积为b，现有n 种物品可以装
入，物品j的体积和使用价值分别为aj 和 cj，问应如何搭配

装入，使得既不超过背包的容积，又使装入的物品总使用价
值最大。

解
xj =

1   装入物品j；

0   否则。
令

模型

njx

bxa

xcz

j

n

j
jj

n

j
jj

,,110

max

1

1

==

≤

=

∑

∑

=

=

或
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固定费用问题 有A、B、C 三种资源可用来生产甲、
乙、丙三种产品。资源量、单位产品利润和单位产品
资源消耗量见下表所示。由于不同产品的生产组织不
同，因而涉及的固定费用不同，组织三种产品生产的
固定费用也见下表。现在要求制定一个生产计划，使
总收益最大，试建立数学模型。

甲 乙 丙 资源量

单件利润

固定费用

4             5             6

100        150         200

A                    2             4             8              500
B                    2             3             4              300
C                    1             2             3              100
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yj =
1   生产第j种产品（即 xj > 0 )；

0   不生产第j种产品（即 xj = 0 )。
令

解 设xj是第j种产品的产量

3,2,1,10

3,2,10

10032
300432
500842

200150100654max

333

222

111

321

321

321

321321

==

=≥

≤
≤
≤

≤++

≤++

≤++

−−−++=

jy

jx
yMx
yMx
yMx

xxx
xxx
xxx

yyyxxxz

j

j

或

且为整数，

其中常数Mj为的xj上界，可取M1=100 ，M2=50， M3=100/3
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多抉择问题

r组约束条件中，要求至少有 q 组约束得到满足，
而其他 r-q 组约束可以满足，也可以不满足

引入0-1变量yk，及一个充分大的常数Mk，则

yk= 0 对应的约束为起作用约束

rkbxaxaxa knknkk ,,12211 =≤+++（1）

qry

rkMybxaxaxa

k

kkknknkk

−≤

=+≤+++

∑
,,12211
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引入0 -1变量 yk，及一个充分大的常数 Mk ，则

yk= 0 对应的约束为起作用约束

rkbxaxaxa knknkk ,,12211 =≥+++（2）

要求一个约束起作用时

qry

rkMybxaxaxa

k

kkknknkk

−≤

=−≥+++

∑
,,12211

1

,,12211

−=

=−≥+++

∑ ry

rkMybxaxaxa

k

kkknknkk
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若整数规划中，变量满足 则,20 k
lx ≤≤

0
1

1
1

1 222 yyyyx k
k

k
kl ++++= −

−

其中y0 、y1 、…、yk 取 0 或 1

离散值的变量

设 xj 只能取值{a1，a2，…，ak}，则可表示为

101
11

或=== ∑∑
==

i

k

i
ij

k

i
ii yyxya

跳跃变量

10或=≤≤ yUyxLy j

xj的值或者为0，或者为 则可表示为UxL j ≤≤
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非线性整数规划问题线性化

3,2,110
332

min

321

5
32

2
31

==

≤++−

−+=

jx
xxx

xxxxf

j 或

引入 0-1 变量 y

02
1

32

32

≤+−−

≤−+

yxx
yxx

当 x2 = x3 =1 时，y ≥ 1 和 y ≤ 1

当 x2 或 x3 中至少有一个为0

时，

y =0

y =
1          当 x2 = x3 =1

0           否则

则

2/)( 21 xxy +≤

y=1
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10

10
02

1
332

max

32

32

321

31

或

或

=

=

≤+−−

≤−+

≤++−

−+=

y

x
yxx

yxx
xxx

xyxf

j
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集合覆盖问题

有集合 S = {1, 2, ..., m}被一系列 S的子集 ϕi∈S i = 
1, 2, ..., n 覆盖，并要求使用的子集最少。

例:  有集合S={1, 2, 3, 4, 5}, 子集ϕ1={1, 2}, ϕ2={1, 3, 
5}, ϕ3={2, 4, 5}, ϕ4={1}, ϕ5={4, 5}, 求最小的覆盖子

集。

一个可能的覆盖为ϕ1, ϕ2, ϕ3, 另一个 为ϕ2, ϕ3;  该问
题可以用一个整数规划来求解
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令xi为是否使用集合 i 的决策变量
min: z = x1 + x2 + x3 + x4 + x5

s.t. x1 + x2            + x4              ≥ 1  
x1            + x3 ≥ 1  

x2                                   ≥ 1  
x3 + x5   ≥ 1  

x2  + x3 + x5   ≥ 1  
xi = 0 或 1  i=1, ..., 5

若右边项大于1，则为赋权的集合覆盖问题，S中
的某些成员被多次覆盖。

集合覆盖问题模型
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例：某城市有6个区, 规划建消防站, 任何区发生火警
时消防车要在15分钟内赶到, 各区间消防车行驶的
时间见下表, 求设置消防站最少的方案。

地区 1 2 3 4 5 6
1 0 10 16 28 27 20
2 10 0 24 32 17 10
3 16 24 0 12 27 21
4 28 32 12 0 15 25
5 27 17 27 15 0 14
6 20 10 21 25 14 0

集合覆盖问题举例



西南交通大学经济管理学院

解：整数规划问题为：

min: x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6
s.t. x1 + x2 ≥ 1  

x1 + x2 + x6  ≥ 1  
x3 + x4          ≥ 1  
x3 + x4 + x5 ≥ 1  

x4 + x5 + x6  ≥ 1  
x2                       + x5 + x6  ≥ 1  
xi = 0 或 1   i = 1, ..., 6

最优解 x2= x4= 1, 在地区2, 4设消防站。

集合覆盖问题举例
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隐枚举法

要应用隐枚举法，0-1规划模型必须是下述标准型：

其中， 可以是正数、负数或0，所有约
束条件方程必须是 形式。

∑
=

=
n

i
jj xcz

1
min

∑
=

…=≤
n

i
ijij mibxa

1
,,,2,1,

。，对一切或 jx j 10=

{

ij bc ,0≥

≤

满足
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如果0-1规划模型不是标准模型，则可做下述变

换，使其成为标准模型：

1、如目标函数是求最大，可将目标函数乘-1并
求最小；

2、如约束条件方程是“>=”形式，可将不等式两
端乘-1，变换为“<=”形式；

3、如约束条件方程是“=”形式，则将它变换为
“<=”形式和一个“>=”形式的约束条件方程，并
对后一方程两端乘-1，使其成为“<=”形式。
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4、如果有一个变量 的目标函数系数 ，则可用
1- 替换 。

具体计算步骤如下：
1、令全部 都是自由变量且取0值，检验解是否可行。

若可行，已得最优解；若不可行，进行第二步。

2、将某一变量转为固定变量，令其取值为1或0，使问题
问题分成两个子域。令一个子域中的自由变量都取0
值，加上固定变量取值，组成此子域的解。

3、计算此解的目标函数值，与已求出的可行解的目标函

数值比较。如前者大，则不必检验其是否可行而停止
分枝，若子域都检验过，转第七步。如前者小，进行
第四步。

'
jx

0<jc

jx

jx
jx
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4、检验解是否可行。如可行，已得一个可行解，计算并
记下它的z值，并停止分枝，若子域都检验过，转第七

步，否则转第六步；如不可行，进行第五步。

5、将子域固定变量的值代入第一个不等式约束方程，并
令不等式左端的自由变量当系数为负是取值为1，系数
为正是取值为0，这就是左端所能取得的最小值。若此

最小值大于右端值，则称此子域为不可行子域，不再
往下分枝，若子域都检验过，转第七步，否则转第六
步；若此最小值小于右端值，则依次检验下一个不等
式约束方程，直至所有的不等式约束方程都通过，若
子域都检验过，转第七步，否则，转第六步。
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6、定出尚未检验过的另一个子域的解，进行第三
步至第五步，若所有子域都停止分枝，计算停
止，目标函数值最小的可行解就是最优解；否
则，转第七步。

7、检查有无自由变量；若有，转第二步；若没

有，计算停止。目标函数值最小的可行解就是最
优解。

例： ;57428min 54321 xxxxxz ++++=

。，对一切或 jx
xxxxx
xxxxx

j 10
,4235
,23233

54321

54321

=

−≤+−−−−
−≤+++−−
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§５分派问题

例１：某公司的营销经理将要主持一年一度的销售协商会议，
为了更好的安排这次会议，他雇用了四个临时工（张、王、
李、赵），每个人负责完成下面的一项任务：文字处理；
绘图；材料准备；记录。虽然这四个临时工都有基本能力完成
各项任务，但是他们完成每一项任务所表现出来的有效程度有
很大的差异。下表显示了每个人完成每一项工作所用的时间
（单位：小时）,现在他需要确定将哪一项任务分派给哪个人

完成。

91187赵

1316149李

1514410王

413152张

记录材料准备绘图文字处理
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设
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二、匈牙利算法

(一)算法思想

对价值系数矩阵 C，将它的某一行(或某一列)的各元素

都减去一个常数 k，得到的新的价值系数矩阵，构成

一个新的分派问题，则这个新问题的最优解与原分派

问题的最优解相同，目标函数相差常数 k。
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(二)算法步骤

1、转换系数矩阵，在各行各列中都出现零元素

(1)每行各元素减去该行最小元素；

(2)每列各元素减去该列最小元素。

2、试分派

n较小时，可用观察法、试探法找n个独立元素，n较大时，用下面方法：

(1) 从只有一个0元素的行(列)开始，对0元素加框，化去0所在列（行)
的其它0元素，记作×

(2)  反复进行(1)，直到不再有0元素可圈和划去。

(3)  当同行(列)有两个或两个以上0元素时，试探法。

若 m<n ，转下步。

1=ijx
(4)  若加框0 元素的数目 m=n ，已得最优解，即令这些加框0元素对

应 其它0元素对应 。0=ijx
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

91187
1316149
1514410
413152 2

4
9
7 ⎥

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

2410
4750

111006
211130

0     0      4      2

2811944
28

1

43312214

43312214

=+++=
=+++=

====

z
ccccz

xxxx
0      13       7        0
6       0        6        9
0       5        3        2
0       1        0        0   

即张做记录，王绘图，李进行文字处理，赵准备材料

例２
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3、以最少的直线划去所有0 元素

(1)  对没有加框的0所在的行打√

(2)  对已打√的行中所有含 0元素列打√

(3)  再对打有√的列中含框的 0 元素行打√

(4)  重复（2）和（3）直到得不出新的打√号的行，列为止.

(5)  对没有打√号的行画一横线, 有打√号的列画一纵线, 这
就得到覆盖所有0元素的最少直线数.

n 较小时，可用观察法，n 较大时，用下面方法：
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未覆盖的列 覆盖的列

未覆盖的行

覆盖的行

-δ 不变

不变 +δ

-δ

+δ

即所有未被覆盖的元素都减去δ ，单重覆盖(一条线)的元素
不变，双重覆盖(同时被纵横两条线覆盖)的元素增加δ 。

(3) 转 2

4、修改价值系数c
(1)找出未被覆盖部分中最小元素 δ
(2)将未覆盖行的元素都减去δ ，将各覆盖列的元素都加上δ
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例３
5     6      8     4     5
3     4      6     6     1
5     5      7     9     8
6     7      5     7     6
7     4      6     2     8

4
1
5
5
2

1     2      4     0     1
2     3      5     5     0
0     0      2     4     3
1     2      0     2     1
5     2      4     0     6

1     2      4     0     1
2     3      5     5     0
0     0      2     4     3
1     2      0     2     1
5     2      4     0     6

0     1      3     0     0
2     3      5     6     0
0     0      2     5     3
1     2      0     3     1
4     1      3     0     5

1825515
15443322511

=++++=

=====

z
xxxxx
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例４：六项任务由四个工厂担任，每个工厂可担任一至两

项任务，并知各个工厂担任各项任务的费用如下，问应如

何分配任务，使总费用最少。

3     7     3     6     5     5

6     1     8     4     2     7

2     7     5     3     4     6

6     4     8     7     3     2     
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解
每个工厂可担任两项任务，可设想每个工厂有两个分
厂，于是问题变为由八个单位担任六项任务的分派问题

3     7     3     6     5     5     0     0
3     7     3     6     5     5     0     0
6     1     8     4     2     7     0     0
6     1     8     4     2     7     0     0
2     7     5     3     4     6     0     0
2     7     5     3     4     6     0     0
6     4     8     7     3     2     0     0
6     4     8     7     3     2     0     0 

工厂一担任第 3项任务，工厂二担任第 2、5项任务

工厂三担任第 1、4项任务，工厂四担任第 6项任务

结论
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例５：从甲, 乙, 丙, 丁, 戊五人中挑选四人去完成四项工

作，已知每人完成各项工作的时间如下表所示。规定每项
工作只能由一个人去单独完成，每个人最多承担一项工
作。假定甲必须保证分配到工作，丁因某种原因不同意承
担第四项工作。在满足上述条件下，如何分配工作，使完
成四项工作花费的总时间最少。

一 二 三 四

甲 10 5 15 20
乙 2 10 5 15
丙 3 15 14 13
丁 15 2 7 6
戊 9 4 15 8
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解
要求总时间最少，增加一项虚拟工作，则由于甲必须有
工作，所以甲对应的虚拟工作完成时间为最大，又由于
丁不承担工作四，所以对应工作四的时间也为最大，则
分派问题变为

10      5     15      20      20
2     10     5       15       0
3     15    14      13       0
15      2     7      20        0
9       4    15       8        0

结论 甲承担工作二，乙承担工作三，丙承担工作一，
丁不做工作，戊承担工作四，所用总时间为 21


