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§1 运输问题的数学模型

一.  平衡运输问题的数学模型

• 设某种物品有m个产地A1，A2，…，Am，产量分别是a1，a2，…，am个单位

• 有n个销地B1，B2，…，Bn，销量分别为b1，b2，…，bn个单位；

• 假设产销是平衡的，即 ，总产量等于总销量；

• 从Ai 到Bj运输单位物品的运价是cij；
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为了方便，把上面的关系转化成下面的运输表

产地

销地
B1                       … Bj … Bn 产量

A1

…

Ai

…

Am

销量

C11                                                 C1j                                                  C1n

Cm1                                                 Cmj Cmn

Ci1                                                 Cij Cin

x11                                   x1j x1n

xi1                                   xij xin

xm1                                  xmj xmn

… … … … … ...

… … … … … ...

...

...

...

...

...

...

a1

ai

am

......b1
bj bn
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二、 平衡运输问题有最优解

• 定理1. 运输问题有有限最优解。

三、 运输问题基本可行解的特征

1. 系数矩阵
x11       x12 … x1n     x21 x22 … x2n … xm1 x m2    … xmn

A=

1       1    … 1
1       1    … 1

1         1     … 1

...

1                               1                               1
1                                1                              1

1                            1                                  1

... ... ...

m行

n行
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记变量xij对应A中向量为 Aij

Aij=

0
...

1
...

0
...

1
...
0

第 i分量

第 m+j分量

2. 系数矩阵A的秩为 m+n-1
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3.表格中的回路

定义1. 闭回路

闭回路是能折成

形式的变量组集合。其中 i1 , i2  ,  …， is 互不相同，j1 , j2  ,  …， js互不相

同。每个变量称为闭回路的顶点，连接闭回路相邻两顶点的直线段叫做闭
回路的边。

xxxxxx isjisjsjijijiji 132222111 ,,...,,,,

例：x11，x12，x32，x34，x24，x21  就是一个闭回路。

B1                             B2                              B3 B4

A1

A2

A3

x11 x12

x21

x32

x24

x34

运输问题的 m×n个变量恰好和运输表的 m×n 格子相对应
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闭回路的特点：

1.每一个顶点都有两条边与之相接，一条是水平的，一条是铅直的；

2.每一个顶点都是转角点，与之相邻的两个顶点，分别在它的水平和铅直方向；

3.每一行（列）如果有闭回路的顶点，则必出现一对，顶点总个数是偶数；

4.从任何一个顶点出发，沿任何一个方向到它的位于同一行或同一列的相邻

顶点，如此继续下去，经过闭回路的所有顶点和边，最后又回到开始的顶点，

但每一顶点和边在闭回路中只经过一次。

定理：设变量组

是闭回路，则这一变量组对应A中的列向量线性相关。

xxxxxx isjisjsjijijiji 132222111 ,,...,,,,

推论：m+n-1 个变量 构

成基的充要条件是它不含闭回路

xxx
nmnm jijiji 112211

,,,
++++

……



西南交通大学经济管理学院

§2  表上作业法

1、最小元素法

基本思想 ：按单位运价的大小决定供应的先后，优先满
足单位运价最小者的供销要求。

• 从单位运价表中选最小元素，然后比较产量和销量，如果产>销，则划
去列，若销>产，则划去行；

• 修改ai和bj的值；

• 再从划去一列和一行后的单位运价表中找最小元素，……，继续下

去；

• 直到单位运价表的所有元素划去为止。

步骤：

定理：用最小元素法得到的初始解是运输问题的一组

基本可行解。所填的 xij的值是对应基变量的取值。

一、初始基可行解的求法
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供
销 B1 B2 B3 B4 产量

A1

A2

A3

销量

3 11 3 10

1

7
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10

8

5

3                6               5              6 
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2、西北角法

基本思想： 优先满足运输表中左上角（即西北角）空格的供销要

求。

3 4

1

4

2

2

2

2
4

3

3

5

66

供
销 B1 B2 B3 B4 产量

A1

A2

A3

销量

3 11 3 10

1

7

9

4

2

10

8

5

3                   6                  5                    6 

7

4

9

6

6

3

2

13556103229211433 =×+×+×+×+×+×=Z
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3、伏格尔法（Vogel 逼近法. VAM）

• 最小元素法的缺点：为了节省一处的费用，有时造成在

其它处要多花几倍的运费。若不能按最小运费就近供应，就

选择次最小运费，差额越大，说明不能按最小运费调运时，

运费增加越多。

• 每行（列）中次最小价格元素与最小价格元素的数值之

差，称为该行（列）的行（列）罚数。

• 对罚数最大处，采用最小运费调运。

在求一个可行解的过程中注意到包含在矩阵模型中的成本

信息。它通过建立“罚数”来达到此目的。罚数表示对一

方格不进行分配的可能的成本罚款。
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步 骤：

Step1. 给定一个平衡的运输矩阵，分别计算行罚数和列罚
数；
Step2. 确定具有最大罚数的行或列，然后在罚数所在行（或

列）中选择最小价格元素，将可能的最大单位数分配

给此方格，将相应的行（或列）的供应量和需求量减

去这个量，并划去完全满足的行（或列）；

Step3. 重复step1，step2，直到给出初始解为止。

例
见下页！
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0

1

1

供
销 B1 B2 B3 B4 产量 行罚数

A1

A2

A3

销量

3 11 3 10

1

7

9

4

2

10

8

5

3                6             5            6          20 

7
4

9

列
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数

2                   5 1                 3 
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0
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2

2                  — 1                 3 1

3

0

1
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2 — 1                2
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3

7

6
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2
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75

4

2

Z=5×3+2×10+3×1

+1 ×8+6×4+ 3×5

= 85



西南交通大学经济管理学院

二、最优解的判别

1. 闭回路法

定理：设 是一组基变量，

是一个非基变量，则变量组

中存在唯一的闭回路。

xxx nmnm jijiji 112211
,,,

−+−+
……

xxxx nmnm jijijiji 11221100 ,,,,
−+−+

……
x ji 00

从每一空格出发一定存在并可找到唯一的闭回路
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• 对调运方案中每一空格按闭回路法求出检验数

• 若所有检验数大于等于零，则此方案为最优方案；

• 若存在检验数小于零，则需对此方案进行调整。

cc
cccc

ujus

lslkikijij

−+

−+−=γxuj

xij

xlk xls

xus

xik 检验数



西南交通大学经济管理学院

供
销 B1 B2 B3 B4 产量

A1

A2

A3

销量

3 11 3 10

1

7

9

4

2

10

8

5

3               6                5             6 

7
4

9

3

6

4

1

3

3

112332123131111 =−+−=−+−=γ cccc

1

24510113234141212 =−+−=−+−=γ cccc

2

1451032932341413232222 =−+−+−=−+−+−=γ cccccc

1

1231082313142424 −=−+−=−+−=γ cccc

-1

10510321734141323213131 =−+−+−=−+−+−=γ cccccc

10

123105101314343333 =−+−=−+−=γ cccc

12

不是最优解

此种
颜色
代表
检验
数
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产销平衡

的运输

问题：
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其中：ui为前m个约束对应的对偶变量，vj为后n个约束对应的对偶变
量。

2、位势法
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cvu ijji ≤+

结论：对原运输问题，为满足对偶可行性

只要检验数 0)( ≥+−=γ vuc jiijij

运输问题的解X*即为最优解。

jiijB

jmiij

nmB

vuABC

eeA
vvvuuuBC

+=

+=

=

−

+

−

1

2121
1 ),,,;,,,( ""

0)(1 ≥+−=−=γ −
jiijijBijij vucABCc 满足对偶可行性

实际上

所有基变量的检验数等于零 0)( =+− jiij vuc

ijji cvu =+ )(即
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cvu

cvu

cvu

nmnmnmnm jiji

jiji

jiji

1111

2222

1111

−+−+−+−+
=+

=+

=+

……………

运输问题的基可行解

在这一组基变量下，建立求解ui，vj的方程组：

T
jijiji nmnm

xxxX ),,,(
112211 −+−+

= "

位势：方程组的任意一组解叫做位势。
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• 对于运输问题的一个基可行解，用位势法得到的检验
数是唯一的（位势可能不同）。

对基变量，反复利用公式

jiji

iijj

vcu

ucv

−=

−=

jiijij vuc −−=γ 求出空格的检验数。

求出位势后，就可由公式
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三、改进的方法—闭回路调整法

当 γij< 0 时，调运方案需要改进

00
}min{ jiijij o γ=<γγ

})1(min{ 顶点的最小运量调整标有 −=θ

1 2

1 -1

10 12

3 11 3 10

1

7

9

4

2

10

8

5

供
销 B1 B2 B3 B4 ai

A1

A2

A3

bj

3

6

4

1

3

3

7

4

9
3               6               5              6

(-1)

(+1) (-1)

(+1)
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供
销 B1 B2 B3 B4 ui

A1

A2

A3

Vj

3 11 3 10

1

7

9

4

2

10

8

5

3               9               3              10 

0

-2

-5
3

6

5

1
2

3

0 2

2 1

9 12

γj ≥ 0        得到最优解
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四、表上作业法计算中的问题

一. 无穷多最优解

当某个表格空格（非基变量）的检验数为0时，该问题有

无穷多最优解。以此格为调入格，作闭回路，经调整后得另
一最优解。

γ11 = 0，存在多重最优解

供
销 B1 B2 B3 B4 ui

A1

A2

A3

Vj

3 11 3 10

1

7

9

4

2

10

8

5

3               9               3              10 

0

-2

-5
3

6

5

1
2

3

0 2

2 1

9 12

(-2)

(+2) (-2)

(+2)
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供
销 B1 B2 B3 B4 ai

A1

A2

A3

bj

3 11 3 10

1

7

9

4

2

10

8

5

3               6                5               6 

7
4

9

1

6

5

3

2

3

多重最优解
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二. 退化

用表上作业法求解运输问题出现退化时，在相应的格中
一定要填一个0，以表示此格为数字格。

1. 当确定初始解时，若在（i，j）格填入某数字后，出现

ai = bj，这时在运输表上填一个数，而在运价表上相应

的要划去一行和一列，这时需在划去的那行和那列的任

一空格处填一个“0”，这样才能保证运输表上有

m+n-1个数字格。
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供
销 B1 B2 B3 B4 产量

A1

A2

A3

销量

3 11 4 5

7

1

7

2

3

10

8

6

3                   6                  5                    6 

7

4

93

1

66

0

0

0 0

2

2



西南交通大学经济管理学院

2. 在用闭回路法调整时在闭回路的下调顶点上出现两个或

两个以上的相等的最小值，这时多于一个基变量退出基，

经过调整后，得到退化解，在其中一个数字格填

一个“0”，则表明是基变量。

供
销 B1 B2 B3 B4 产量

A1

A2

A3

销量 3                   6                  5                    6 

7

4

9

2

6

-1

2
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§３产销不平衡的运输问题
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增加一个假想的销地Bn+1 ，该销地的总需要量为 ：
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即在运输表上增加一虚拟列。
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二、销大于产

∑∑
==

<
n

j
j

m

i
i ba

11

增加一个假想的产地Am+1，该产地的总产量为

∑∑
==

−
m

i
i

n

j
j ab

11

即在运输表中增加一虚拟行。在单位运价表上，令该假
想产地到各销地的单位运价为 0。
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有三个产地A1，A2，A3和三个销地B1，B2，B3，各产地至销
地的单位运价见下表，各销地的需求量分别为10，4，6个单
位。由于客观条件的限制和销售需要，产地A1至少要发出6个
单位的产品，最多只能发出11个单位； A2必须发出7个单位；
A3至少要发出4个单位。

供
销 B1 B2 B3 产量

A1

A2

A3

销量

2 4 3

1

3

5

2

6

4

10                   4                  6 

116 1 ≤≤ a

43 ≥a

72 =a

解：当 a1= 6，a2=7 
时，

71320)( 213 =−=+−= ∑ aaa jb

74 3 ≤≤ a故

应 用 举 例
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257711 321 ==== ∑aaaa i 总产量>总销量

供
销 B1 B2 B3 B4 产量

A1

A1

A2

销量

2 4 3 M

2

1

4

5

3

6

0

M

10                   4                  6                 5 

6

5

7

3

3

2

2

4

4

M

0
A3

A3
’

4

3
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在下列不平衡运输问题中，已知三个收点的需求量一

旦不能满足，就要承担缺货损失费。单位物资的缺货损失

费分别为4、3 和 7。试建立运输模型,  使运输费用最小。

供
销 B1 B2 B3 产量

A1

A2

销量

4 5 2

6 8 3

8                  7                 14 

10

15
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供
销 B1 B2 B3 产量

A1

A2

A3

销量

4 5 2

6

4

8

3

3

7

8                 7                 14 

10

15

4

解：增加虚拟产地 A3
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在下列不平衡运输问题中，假定任何一个发点的物资没运

出时，都要支出存储费用，且已知三个发点的单位存储费

用各为 5、4和3。由于发点2为其他物资腾出地方，因而要

求把现有物资全部运出，求最优解。

供
销 B1 B2 B3 产量

A1

A2

A3

销量

1 2 1

0

2

4

3

5

3

30                  20               20

20

40

30
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供
销 B1 B2 B3 B4               产量

A1

A2

A3

销量

1 2

0

2

4

3

1

5

3

30                 20                 20 20

20

40

30

5

M

3

解：增加虚拟销地 B4
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供
销 B1 B2 B3 产量

A1

A2

A3

最低需求

4 2 3

5

3

6

4

4

5

10                  10 10

10

15

20

运输表如下表所示，要求发点的发量必须运走。
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航线 起点城市 终点城市 每天航班数

1                E                   D                 3
2                B                   C                 2
3                A                   F                 1
4                D                   B                 1

某航运公司承担六个港口城市A、B、C、D、E、F的
四条固定航线的物资运输任务。已知各条航线的起
点、终点城市及每天航班数见表1。

又知每条 船只每次装卸的时间各需1天，则该航运公司

至少应配备多少条船，才能满足所有航线的要求。
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（2）各港口调度所需船只数

港口城市 每天到达 每天需求 余缺数

A                        0                       1              -1
B                        1                       2       -1  
C                        2                       0       2
D                        3                       1       2
E                        0                       3       -3
F                        1                       0       1
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A              B             C             D              E     F
A            0               1              2             14 7              7
B            1               0              3             13 8              8
C            2               3              0             15 5              5
D           14             13            15             0    17            20
E            7               8              5             17 0              3
F            7               8              5             20 3              0

到
从

解 该公司所需配备船只分两部分：

（1）载货航程需要的周转船只数

航线 装货天数 航程天数 卸货天数 小计 航班数 需周转船只数

1             1                 17                 1           19           3                   57
2             1                  3                  1        5            2                   10
3             1                  7                  1        9            1                    9
4             1                 13                 1         15           1                   15

载货需要 57+10+9+15=91 条船
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为使配备船只数最少，应做到周转空船数为最少。建立
运输问题。

最少需周转空船数：1 × 2+1×5+1×13+1×17+1×3=40

故至少应配备 91+47=138 条船

到 A                 B                  E             每天多余船只

C

D

F

每天缺少船只

2 3 5

14

7

13

8

17

3

1                 1                 3 

2

2

1

从

1

11

1

1


