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非线性因素对隔振器隔振效果影响的研究
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摘要 本文在同时考虑刚度和阻尼非线性的基础上，研究了非线性因素对隔振器隔振效果的影响；获得了

同时考虑立方刚度非线性和椭圆阻尼非线性的非线性系统运动响应和传递率计算公式；讨论了非线性因素对系

统运动响应和传递率的影响.
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Abstract The nonlinear factor influence on the vibration isolation effect of damper was studied under the

foundation on think about stiff nonlinear and damped nonlinear. The computational formula of motion responses

and transmissibility of nonlinear system were obtained under at the same time to consider cube stiff nonlinear

and oval damped nonlinear. The nonlinear factor influence on motion responses and transmissibility were

discussed.
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振动是自然界中广泛存在的现象，为了降低振

动的不良影响，保证仪器设备的正常工作，对生产

现场的精密仪器和设备通常需要采取隔振措施. 但

是典型的隔振材料具有明显的刚度非线性 [1-3]；弹

性材料构成的隔振材料具有显著的阻尼非线性 [4-5].

由于非线性振动在理论分析计算上的困难，工程中

进行隔振设计与分析时，通常不适当地略去其非线

性的影响，必然造成设计与分析结果出现误差. 参

考文献 [6] 用变形立方多项式函数表征材料的非线

性刚度，建立了被动隔振体的非线性动力学方程，

指出忽略客观存在的隔振材料刚度非线性将会使隔

振设计和隔振效果分析产生显著误差，当非线性较

强时，甚至导致完全失败. 显然隔振材料的阻尼非

线性也不可避免地会造成设计与分析结果出现误差.

因此，在隔振设计和隔振效果分析中有必要清楚地

知道非线性因素对隔振器隔振效果的影响.
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因此，国内外许多研究人员对非线性隔振系统

进行了研究.文献 [7]针对滚子和球面接触式的非线

性被动隔振系统进行了刚度建模和分析.文献 [8]针

对隔振器阻尼对机舱动力设备振动的影响进行了研

究. 文献 [9] 对以钢板、橡胶材料为隔振元件的非线

性隔振系统进行了实验研究. 文献 [10] 对具有准零

刚度特性的被动振动隔振器进行了静态刚度分析，

研究对象是一个竖直弹簧和两个倾斜弹簧并联的简

单系统.文献 [11]对正、负刚度并联结构的稳定性及

应用进行了研究. 文献 [12] 研究了基于正负刚度并

联的新型隔振系统. 文献 [13] 对一种非线性隔振器

进行了静力分析与实验研究.文献 [14]研究了如何利

用刚度和阻尼非线性的有利影响设计隔振器. 文献

[15]对二阶非线性隔振系统进行了研究.文献 [16]对

非线性被动隔振器的研究进展进行了介绍. 但以上

研究只是对隔振器的线性和非线性刚度和阻尼分别

进行了研究，或是对线性弹簧上加非线性弹簧或是

线性弹簧的组合进行了研究. 但是对隔振器材料本

身的非线性刚度或阻尼对隔振器隔振效果的影响，

特别是同时考虑非线性刚度或阻尼对隔振器隔振效

果的影响的研究还很少见到相关的报道. 所以，本

文在同时考虑刚度和阻尼非线性的基础上，研究非

线性因素对隔振器隔振效果影响.

1 被动隔振系统的动力学方程

1.1 隔振材料的阻尼非线性

参考文献 [17-18] 已指出，弹性材料构成的隔振

材料中的非线性阻尼可以用图 1 所示的椭圆来近似

表示. 其中，阻尼力 f 的表达式为

f = kdx0 cos(ωt)− kzx0 sin(ωt) (1)

图 1 材料阻尼

式中，kd 和 kz 为参数，可用非线性最小二乘拟合方

法确定；x0 为初始位移；t 为时间；ω 为角频率. 所

以，被动隔振器中的阻尼可以分为材料阻尼和非材

料阻尼；材料阻尼力用方程 (1)表示，非材料阻尼仍

然用线性阻尼等效表示；被动隔振体总阻尼是非线

性阻尼.

1.2 被动隔振系统的非线性动力学方程

图 2 所示为被动隔振系统的动力学模型，其刚

度为非线性刚度. 参考文献 [18] 以弹簧的静平衡位

置为坐标原点，Z 为被隔振体的绝对位移，u 为地

基的振动位移, 根据 Lagrange 原理建立了如图 2 所

示，同时考虑刚度和材料阻尼非线性的被动隔振系

统的非线性动力学方程

mZ̈ + c
(
Ż − u̇

)
+ k(Z − u)±

|β| (Z − u)3 + f(t) = 0 (2)

图 2 计及非线性阻尼的被动隔振器模型

式中, m 为被隔振体的质量；c 为隔振材料的黏性

阻尼系数；k, β 为弹簧刚度参数，如果隔振材料的

刚度具有渐硬特性取 “+”，如果隔振材料的刚度具

有渐软特性取 “−”. 隔振材料的非线性弹性力为

F = k(Z − u)± |β| (Z − u)3. 令

x = Z − u , u = u0 cos (ωt− ϕ) (3)

式中, u0 为地基的振动位移振幅，可以通过测量得

到. 将方程 (1) 和方程 (3) 代入方程 (2) 得

mẍ + cẋ + kx± |β|x3 =

[kzx0 sin(ωt)− kdx0 cos(ωt)]+

[mω2u0 cos ϕ cos(ωt) + mω2u0 sinϕ sin(ωt)]

(4)

并令

p2
0 = k/m , η = ±|β|/m , 2ξp0 = c/m

F1 = ω2u0 cos ϕ− x0kd/m

F2 = ω2u0 sinφ + x0kz/m





(5)
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方程 (4) 为

ẍ + 2ξp0ẋ + p2
0x± ηx3 =

F1 cos(ωt) + F2 sin(ωt) (6)

设方程 (6) 的稳态近似解为

x (t) = B cos(ωt) (7)

在文献 [17] 中已指出：x0 = B，则

F1 = ω2u0 cos ϕ−Bkd/m

F2 = ω2u0 sinφ + Bkz/m



 (8)

方程 (6) 为被动隔振系统的非线性动力学方程.

2 非线性因素对隔振器隔阵效果的影响

用谐波平衡法解方程 (6)，将稳态响应方程 (7)

代入方程 (6)，令同阶谐波系数相等，考虑到方程

(8)，并令

p2 = k/m + kd/m = p2
0 + kd/m (9)

则导出如下方程

− (
ω2 − p2

)
B ± 3 |β|

4m
B3 = ω2u0 cos ϕ

2ξp0Bω + Bkz/m = −ω2u0 sinϕ





(10)

将方程 (10)的两式平方相加，考虑到方程 (5)，得频

率响应方程为

[
− (

ω2 − p2
)
B ± 3 |β|

4m
B3

]2

+

(
2ξp0ωB +

Bkz

m

)2

= ω4u2
0 (11)

根据被动传递率 Tr 定义，由方程 (11) 可得被动传

递率 Tr 的表达式为

Tr =
B

u0
=

ω2

√[
(p2 − ω2)± 3 |β|

4m
B2

]2

+
(

2ξp0ω +
kz

m

)2

(12)

由被动传递率 Tr 定义，方程 (12) 为

Tr =
ω2

√[
(p2−ω2)± 3 |β|

4m
(Tru0)2

]2

+
(

2ξp0ω +
kz

m

)2

(13)

将 x0 = B 代入方程 (4)，考虑到 ẋ(t) =

−Bω sin(ωt)，方程 (4) 为

mẍ +
(
c +

kz

ω

)
ẋ + (k + kd)x± |β|x3 =

mω2u0 cos(ωt− ϕ) (14)

方程 (6) 给出的是系统被动隔振的非线性动力学方

程. 而方程 (14) 则是系统主动隔振的非线性动力学

方程，作用在地基上力的幅值为：F0 = mω2u0 . 由

此地基传给被隔振体的最大合力为

f =
(
c +

kz

ω

)
ẋ + (k + kd)x± |β|x3 =

(k + kd)B cos(ωt)±

|β|B3
[3
4

cos(ωt) +
1
4

cos 3(ωt)
]
−

(
c +

kz

ω

)
ωB sin(ωt) (15)

在参考文献 [6]已指出，基频幅值远远大于其他频率

处的幅值，于是被隔振系统上力的基波幅值为

fT = mB

√(
p2 ± 3 |β|

4m
B2

)2

+
(

2ξp0ω +
kz

m

)2

(16)

根据主动传递率的定义，由方程 (12) 和方程

(16) 可得系统的主动传递率为

Ta =
fT

mω2u0
=

√ (
p2 ± 3 |β|B2/4m

)2 + (2ξp0ω + kz/m)2

[(p2 − ω2)± 3 |β|B2/4m]2 + (2ξp0ω + kz/m)2

(17)

参考文献 [19-20] 指出，Tr = Ta，方程 (17) 为

同一系统的主动隔振 (如图 3 所示) 和被动隔振 (如

图 2 所示) 的传递率；因此有 B = Tru0 = Tau0，则

方程 (17) 为

Ta =

√ [
p2 ± 3 |β| (Tau0)2/4m

]2 + (2ξp0ω + kz/m)2

[(p2 − ω2)± 3 |β| (Tau0)2/4m]2 + (2ξp0ω + kz/m)2
(18)
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同时参考文献 [19] 指出，将 F0 = mω2u0

和 B0 = F0/k(激振力幅产生的静位移) 代入方程

(12)，得主动隔振 (如图 3 所示) 系统的振幅 (动力)

放大系数为

Tm =
B

B0
=

p2
0√[

(p2 − ω2)± 3 |β|
4m

B2

]2

+
(

2ξp0ω +
kz

m

)2
(19)

图 3 计及非线性阻尼的主动隔振器模型

由放大系数的定义，方程 (19) 为

Tm =

p2
0√[

(p2 − ω2)± 3 |β|
4m

T 2
mB2

0

]2

+
(

2ξp0ω +
kz

m

)2

(20)

2.1 非线性因素对振幅 (动力) 放大系数的影响

取参考文献 [6,17,20] 中的参数 m = 1 000 kg，

p0 = 63.2，k = 4 × 106 N/m，ξ = 0.2, B0 = 1 mm,

kd = 3.6 × 105，kz = 13.7 × 104，p = 99.2，u0 =

0.1mm, β = 1.6× 106 N/m3.

2.1.1 刚度非线性因素对振幅 (动力) 放大系数 Tm

的影响

为了讨论刚度非线性因素对振幅 (动力) 放大

系数的影响 β 分别取 0, ±2.7× 1012, ±2.7× 1013 和

±2.7 × 1014，利用 MATLAB 软件对方程 (20) 画曲

线，得出以频率为横坐标，Tm 为纵坐标的频率与振

幅放大系数的关系曲线，如图 4 和图 5 所示. 图 4

为 β > 0(渐硬特性) 时的曲线；图 5 为 β < 0(渐软

特性) 时的曲线.

由图 4可知,由于刚度非线性的存在,对于刚度

具有渐硬特性的隔振材料, 曲线随 β 增大向右偏移,

图 4 β > 0 时的频率与振幅放大系数的关系曲线

图 5 β < 0 时的频率与振幅放大系数的关系曲线

在 0 < ω < ω1 频率段，Tm 及峰值随 β 增大而减

小；在 ω1 < ω < ω2 频率段，Tm 按 β 从小到大的顺

序，分别大于 β 等于零时的 Tm 值；在 ω2 < ω < ω3

频率段，Tm 随 β 增大而增大；在 ω > ω3 频率段，

无论 β 取值多少，Tm 都很小，都等于 β 等于零时

的值，说明刚度非线性对振幅放大系数影响不大.

由图 5可知,由于刚度非线性的存在,对于刚度

具有渐软特性的隔振材料, 曲线随 β 绝对值增大向

左偏移；在 0 < ω < ω1 频率段，β 不为零时的 Tm

值大于 β 等于零时的 Tm 值；在 ω1 < ω < ω2 频

率段，β 值大的 Tm 小于 β 等于零时的 Tm 值, β

为中间值的 Tm 有可能大于 β 等于零时的 Tm 值；

在 ω2 < ω < ω3 频率段，Tm 随 β 增大而减小；在

ω > ω3 频率段，无论 β 取值多少 Tm 都很小，说明

刚度非线性对振幅放大系数影响不大；但 Tm 的峰

值随 β 值的变化是波浪型的，β 中间值对应的 Tm

峰值可能是最大的.

由图 4 与图 5 比较可知，刚度具有渐硬特性的
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隔振材料, 其刚度非线性对于减小振动物体的响应

峰值是有利的；刚度具有渐软特性的隔振材料,其刚

度非线性对于减小振动物体的响应峰值可能不利，

甚至有可能使响应峰值增加几倍.

2.1.2 材料阻尼非线性因素对振幅 (动力) 放大系数

Tm 的影响

为了讨论材料阻尼非线性对振幅 (动力) 放大

系数的影响，kd 分别取 6× 106 N/m, 1.2× 107 N/m,

2.4×107 N/m；kz 分别取 6×105 N/m, 1.2×106 N/m,

2.4 × 106 N/m；利用 MATLAB 软件对方程 (20) 画

曲线，得出以频率为横坐标，Tm 为纵坐标的频率

与振幅放大系数的关系曲线，如图 6 ∼ 图 9 所示.

图 6 和图 8 为 β > 0 (渐硬特性) 时的曲线；图 7 和

图 9 为 β < 0 (渐软特性) 时的曲线. 通过曲线分别

讨论材料阻尼非线性中的 kd 和 kz 系数对振幅放大

系数的影响.

图 6 β > 0 时，kd 取不同值的频率与振幅放大系数关系曲线

图 7 β < 0 时, kd 取不同值的频率与振幅放大系数关系曲线

图 8 β > 0 时，kz 取不同值的频率与振幅放大系数关系曲线

图 9 β < 0 时，kz 取不同值的频率与振幅放大系数关系曲线

由图 6 和图 7 可知, 由于材料阻尼非线性的存

在, 无论刚度是具有渐硬特性还是渐软特性的隔振

材料, 曲线随 kd 增大向右偏移, 在 0 < ω < ω1 频

率段，Tm 及峰值随 kd 增大而减小；在 ω > ω1 频率

段，Tm 随 kd 增大而增加；在 ω > ω2 的范围内，无

论 kd 取值多少，Tm 趋于相同，说明材料阻尼非线

性系数 kd 对振幅放大系数影响不大.

由图 8 和图 9 可知, 由于材料阻尼非线性的存

在, 无论是刚度具有渐硬特性还是渐软特性的隔振

材料，Tm 及峰值随 kz 增大而减小；在 ω < ω1 和

ω > ω2 的范围内，无论 kz 取值多少，Tm 趋于相

同，说明材料阻尼非线性系数 kz 对振幅放大系数影

响不大.

但是在其他条件相同的情况下，刚度具有渐硬

特性的隔振材料的 Tm 值比刚度具有渐软特性的隔

振材料的 Tm 值小；说明刚度具有渐硬特性的隔振

材料其材料阻尼非线性对于减小振动物体的响应峰

值是有利的；刚度具有渐软特性的隔振材料其材料
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阻尼非线性对于减小振动物体的响应峰值是不利的.

2.2 非线性因素对传递率 Ta 的影响

取与 2.1 节相同的值，根据方程 (18) 研究非线

性因素对传递率 Ta 的影响.

2.2.1 刚度非线性因素对传递率 Ta 的影响

为了讨论刚度非线性对传递率的影响，β 分别

取 0, 3.27 × 1013, 5.27 × 1013, 6.27 × 1013 和 0,

−3.27×1013, −6.27×1013, −9.27×1013，利用 MAT-

LAB 软件对方程 (18) 画曲线，得出以频率为横坐

标，Ta 为纵坐标的频率与传递率的关系曲线，如图

10 和图 11 所示. 图 10 为 β > 0 (渐硬特性) 时的曲

线；图 11 为 β < 0 时 (渐软特性) 的曲线.

图 10 β > 0 时，频率与传递率关系曲线

图 11 β > 0 时，频率与传递率关系曲线

由图 10 可知, 由于刚度非线性的存在, 对于刚

度具有渐硬特性的隔振材料, 曲线随 β 增大向右偏

移, 在 ω1 < ω < ω2 频率段，Ta 值随 β 增大而减

小；在 ω2 < ω < ω3 频率段，Ta 随 β 增大而增加,

Ta 的峰值随 β 增大而增大；在 ω > ω1 且 ω > ω3 的

范围内，无论 β 取值多少，Ta 都趋于 β 等于零时的

Ta 值，说明在该范围内刚度非线性对传递率影响不

大.

由图 11 可知, 由于刚度非线性的存在, 对于刚

度具有渐软特性的隔振材料, 曲线随 β 增大向左偏

移, 在 ω1 < ω < ω2 频率段，β 等于零时的 Ta 值小

于 β 不等于零时的 Ta 值；在 ω2 < ω < ω3 频率段，

β 等于零时的 Ta 值大于 β 不等于零时的 Ta 值；但

总体上 Ta 值和 Ta 的峰值，按 β 绝对值从小到大的

顺序减小；在 ω > ω1 且 ω > ω3 频率段，无论 β 取

值多少 Ta 趋于 β 等于零时的值，说明在该范围内

刚度非线性对传递率影响不大了.

但是在其他条件相同的情况下，刚度具有渐硬

特性的隔振材料的 Ta 值比刚度具有渐软特性的隔

振材料的 Ta 值大；说明刚度具有渐硬特性的隔振材

料其刚度非线性对于减小振动物体的传递率是不利

的；刚度具有渐软特性的隔振材料其刚度非线性对

于减小振动物体的传递率是有利的.

2.2.2 材料阻尼非线性因素对传递率 Ta 的影响

为了讨论材料阻尼非线性对传递率的影响，kd

分别取值 0, 3× 106, 6× 106, 9× 106; kz 分别取值 0,

6× 105, 9× 105, 1.2× 106. 利用 MATLAB软件对方

程 (18)画曲线，得出以频率为横坐标，Ta 为纵坐标

的频率与传递率的关系曲线，如图 12 ∼图 15所示.

图 12 和图 14 为 β > 0 (渐硬特性) 时的曲线；图 13

和图 15 为 β < 0 (渐软特性) 时的曲线. 通过曲线分

别讨论材料阻尼非线性中的 kd 和 kz 系数对传递率

的影响.

由图 12 和图 13 可知, 由于材料阻尼非线性的

图 12 β > 0 时，kd 取不同值时频率与传递率关系曲线
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图 13 β > 0 时，kd 取不同值时频率与传递率关系曲线

图 14 β > 0 时，kz 取不同值时频率与传递率关系曲线

图 15 β > 0 时，kz 取不同值时频率与传递率关系曲线

存在,无论刚度是具有渐硬特性，还是渐软特性的隔

振材料, 曲线随 kd 增大向右偏移, 在 0 < ω < ω1 频

率段，Ta 随 kd 增大而减小；在 ω1 < ω < ω2 频率

段，Ta 随 kd 增大而增加；Ta 的峰值随 kd 增大而增

加；在 ω > ω2 的范围内，无论 kd 取值多少，Ta 都

趋于 β 等于零时的 Ta 值，说明在该范围内材料阻

尼非线性系数 kd 对传递率影响不大.

由图 14 和图 15 可知, 由于材料阻尼非线性的

存在,无论刚度是具有渐硬特性，还是渐软特性的隔

振材料, 无论是在低频区，还是在高频区，Ta 及峰

值随 kz 增大而减小；在 ω < ω1 和 ω > ω2 的范围

内，无论 kz 取值多少，Ta 都趋于 kz 等于零时的 Ta

值，说明该范围内材料阻尼非线性系数 kz 对传递率

影响不大.

但是在其他条件相同的情况下，刚度具有渐硬

特性的隔振材料的 Ta 值比刚度具有渐软特性的隔

振材料的 Ta 值大；说明刚度具有渐硬特性的隔振材

料, 其材料阻尼非线性对于减小振动物体的传递率

是不利的；刚度具有渐软特性的隔振材料,其材料阻

尼非线性对于减小振动物体的传递率是有利的.

3 结束语

本文以立方刚度非线性和椭圆阻尼非线性系统

为研究对象，研究了非线性因素对隔振器隔振效果

影响；获得了同时考虑刚度和阻尼非线性的非线性

系统运动响应和传递率计算公式；着重讨论了非线

性因素对系统运动响应和传递率的影响. 结果表明:

非线性因素对它们是有影响的, 有时会产生较大的

影响. 因此，用线性隔振理论设计非线性隔离系统,

势必造成较大的误差, 应当按非线性隔振理论进行

设计.
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n 下的圆柱绕流问题. Re 等于 10 和 40 时，幂律指

数 n 越大，Cd 越大. n 一定时，Re 越大，Cd 越小.

(3) 研究不同形状的椭圆柱的绕流问题. 通过观

察流线图，Re = 40，n = 1.0 时，a/b 越小，椭圆

柱后端的漩涡越大，a/b越大，椭圆柱后端的漩涡越

小. 对比不同椭圆横轴/纵轴长度比 (a/b) 和不同幂

律指数 n下 Cp 和 Cv 的变化，表明：在 Re = 10和

Re = 40时，Cp 和 Cv 都随着幂律指数的增加，呈现

非线性增大趋势. 在指数 n 和 a/b 一样的情况下，

雷诺数 Re 小时，Cp 和 Cv 大. n 相同时，a/b 变大

时，Cp 随之减小，而 Cv 变大.这个规律和有限元方

法 [14] 规律一致.
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