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关于弹性力学平面应力问题与应变问题的判别
1)

任 珊 罗 艳 2)

(成都理工大学环境与土木工程学院力学与工程系，成都 610059)

摘要 大部分《弹性力学》教材都是从构件形状和载荷的角

度去定义两类平面问题，但这种定义有一定的局限性，没有

给出两类平面问题本质的区别. 本文从三维空间问题出发，

推导得到按应力求解平面问题需要满足的条件，并给出平面

应力问题与平面应变问题的判别条件.
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引 言

弹性力学的平面问题，在工程实践中具有重要

意义，因此对于工科专业的弹性力学本科教学，平面

问题是其重点，而两类平面问题的判别是关键.在常

用的教科书中对两类平面问题都是从构件形状和载

荷的角度去定义的，即：平面应力问题表述为：很薄

的等厚度薄板，体力平行于板面且不沿厚度变化，

并且只在板边受平行于板面且不沿厚度变化的面力

或约束；平面应变问题表述为：等截面的长柱体，体

力平行于横截面且不沿长度变化，并且柱面上受平

行于横截面且不沿长度变化的面力或约束 [1-4]. 但

实际问题中，在一定条件下，长柱体也可以是平面应

力问题，而薄板也可能是平面应变问题.因此给出两

类平面问题的判别条件，可以使得学生从本质上理

解两类平面问题的区别.

本文从弹性力学空间问题按应力求解需要满

足的条件 (平衡微分方程、变形协调方程及边界条

件) 出发，推导了平面问题按应力求解需要满足的

条件；给出了连续、均匀、完全弹性、各向同性的材

料在小变形情况下，平面应力问题与平面应变问题

的判别条件.

1 平面应力问题的判别条件

平面应力问题中，应力分量和应变分量为 x, y

的函数，且 σz = τxz = τyz = 0.

1.1 平衡微分方程

将平面应力问题的应力分量代入弹性力学空间

问题的平衡微分方程 [1] 中，简化得
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式 (1c)表明平面应力问题中要求体力是面内载荷，

与 z 无关.

1.2 变形协调方程

由各向同性材料的广义胡克定律 [1]可知平面应

力问题中有 εx 6= 0, εy 6= 0, γxy 6= 0, γxz = γyz = 0,

而 εz = − µ

E
(σx + σy), 一般情况下 εz 6= 0, 且不为零

的应变分量都为 x, y 的函数，因此空间问题的变形

协调方程 [1] 可以简化为
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式 (2b), (2c), (2d) 的解为 εz = Ax + By + C, 将

εz = − µ

E
(σx + σy) 代入，有 σx + σy = ax + by + c.
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因此，当同时满足变形协调方程 (2a) 和 σx +

σy = ax + by + c这个线性变化条件时为平面应力问

题.但一般情况下应力、应变的线性条件较难满足，

教科书 [1-4] 中陈述的平面应力问题是近似理论，可

在近似接受的条件下成立，即 “很薄的等厚度薄板，

体力平行于板面且不沿厚度变化，并且只在板边受

平行于板面且不沿厚度变化的面力或约束，这时即

使不满足线性条件也可近似看作平面应力状态”.

1.3 几何方程

将各向同性材料的广义胡克定律推得的平面应

力问题的应变分量代入空间问题的几何方程 [1]，简

化得

εx = ∂u/∂x (3a)

εy = ∂v/∂y (3b)

εz = ∂w/∂z (3c)

γxy = ∂u/∂y + ∂v/∂x (3d)

γyz = ∂w/∂y + ∂v/∂z = 0 (3e)

γzx = ∂w/∂x + ∂u/∂z = 0 (3f)

由式 (3a)，式 (3b) 可分别求得平面应力问题的

位移分量 u, v, 而由式 (3c) 可推出轴向位移 w =∫
εz(x, y)dz = εz(x, y)z + w0(x, y), 即，平面应力

问题中有 u, v, w 3 个位移分量. w0(x, y) 可由约束

条件得到，例如取固定端或对称面处为 z = 0, 有

w0(x, y) = 0.

由 1.2 节中的讨论可知，εz 满足线性变化条件

(εz = Ax + By + C)，则有 w = (Ax + By + C)z，即

平面应力状态截面能自然地保持平面无翘曲.

1.4 边界条件

空间问题应力边界条件可由斜面应力公式得到

(f̄x)s = (σx cos(n, x) + τyx cos(n, y) + τzx cos(n, z))s

(4a)

(f̄y)s = (τxy cos(n, x) + σy cos(n, y) + τzy cos(n, z))s

(4b)

(f̄z)s = (τxz cos(n, x) + τyz cos(n, y) + σz cos(n, z))s

(4c)

式中 n 表示边界面的外法线.

先讨论侧面 (即法向与 z轴垂直的面)的边界条

件，对于侧面有 cos(n, z) = 0, 在平面应力问题中，

侧面上有 (τxz = τyz)s = 0, 故式 (4) 可以简化为

(f̄x)s = (σx cos(n, x) + τyx cos(n, y))s (5a)

(f̄y)s = (τxy cos(n, x) + σy cos(n, y))s (5b)

(f̄z)s = 0 (5c)

式 (5c)表明要求侧面所受的面力不能有 z 轴方向的

分量，即侧面只能受 x, y 方向的载荷.

再讨论端面，平面应力问题 (σz = τxz = τyz =

0) 要求端面自由，则有

(f̄x)s = (τzx)s = 0

(f̄y)s = (τzy)s = 0

(f̄z)s = (σz)s = 0

(M̄x)s =
∫∫

y(σz)sdxdy = 0

(M̄y)s =
∫∫

x(σz)sdxdy = 0





(6)

2 平面应变问题的判别条件

对于平面应变问题，应力分量和应变分量为 x,

y 的函数，且 εz = γxz = γyz = 0.

2.1 平衡微分方程

由各向同性材料的广义胡克定律 [1]可知平面应

变问题中有 σx 6= 0, σy 6= 0, τxy 6= 0, τyz = τzx = 0,

σz = µ(σx + σy),且应力分量都为 x, y 的函数. 将平

面应变问题的应力分量代入空间问题的平衡微分方

程 [1]，可得
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式 (7c)表明平面应变问题中要求体力是面内载荷，

与 z 无关. 对比式 (1) 发现两类平面问题应满足的

平衡微分方程是相同的，并且都要求体力是面内载

荷，与 z 无关.

2.2 变形协调方程

对于平面应变问题，有 εz = γzx = γyz = 0,

εx 6= 0, εy 6= 0, γxy 6= 0, 且为 x, y 的函数，将此条件

代入空间问题的变形协调方程 [1] 中，得到平面应变

问题的变形协调方程
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与式 (2)对比，平面应变问题只需要满足一个相

容方程 (8)，而平面应力问题除了满足相容方程 (2a)

外还要同时满足线性变化条件 σx +σy = ax+ by + c.

2.3 几何方程

将 γyz = γzx = 0, εz = 0 代入空间问题的几何

方程 [1] 中，可得

εx = ∂u/∂x (9a)

εy = ∂v/∂y (9b)

εz = ∂w/∂z = 0 (9c)

γxy = ∂u/∂y + ∂v/∂x (9d)

γyz = ∂w/∂y + ∂v/∂z = 0 (9e)

γzx = ∂w/∂x + ∂u/∂z = 0 (9f)

将式 (9c) 积分，由约束条件可确定积分常数，

例如取固定端或对称面处为 z = 0, 可得 w = 0, 则

平面应变问题有两个位移分量 u(x, y), v(x, y), 故平

面应变状态要求约束能保证无 z 向位移.

2.4 边界条件

先讨论侧面 (即法向与 z轴垂直的面)的边界条

件，对于侧面有 cos(n, z) = 0, 在平面应变问题中，

侧面上有 (τxz = τyz)s = 0, 故式 (4) 可以简化为

(f̄x)s = (σx cos(n, x) + τyx cos(n, y))s (10a)

(f̄y)s = (τxy cos(n, x) + σy cos(n, y))s (10b)

(f̄z)s = 0 (10c)

式 (10c) 表明要求侧面所受的面力不能有 z 轴方向

的分量，即侧面只能受 x, y 方向的载荷. 对比式 (5)

可知两类平面问题侧面应满足的边界条件相同，都

要求侧面只承受 x, y 方向的载荷.

再讨论端面，平面应变问题 (τxz = τyz = 0,

σz = µ(σx + σy)) 要求端面无切应力，则在端面上

有

(F̄sx)s =
∫∫

(τzx)sdxdy = 0

(F̄sy)s =
∫∫

(τzy)sdxdy = 0

(F̄N )s =
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(σz)sdxdy

(M̄x)s =
∫∫

y(σz)sdxdy

(M̄y)s =
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x(σz)sdxdy





(11)

对于纯平面应变状态，要求端面的约束按

(σz)s = µ(σx + σy)s 分布；若约束未知，去掉约

束，以力边界替代，则按 (σz)s = µ(σx + σy)s 分布

加在构件端面时构件也为纯平面应变状态. 若不是

纯平面应变状态，可利用圣维南原理，即 (σz)s 可以

不按上述分布，但端面的载荷与上述分布静力等效

时，则构件端面附近是圣维南区，不是平面应变状

态，而过了圣维南区，中间部分就是平面应变状态.

3 结 论

通过上述讨论，可知空间问题 (几何形状与 z轴

无关,如柱形体；约束、侧面载荷、体力与 z 轴无关)

在下列情况下，可简化为平面问题：

(1)平面应力问题：对于薄板型构件或自由表面

层，无端面约束和载荷时可视为平面应力问题；对于

长柱体构件，要求端面无约束或载荷，且满足线性分

布条件 σx + σy = ax + by + c，即变形后截面自然地

保持平面，也为平面应力问题.

(2)平面应变问题：约束能保证无 z 向位移时为

平面应变问题；当端面受力满足 (σz)s = µ(σx +σy)s

的分布时也可视为平面应变问题；或当端面的载荷

与 (σz)s = µ(σx + σy)s 静力等效时，越过构件近端

的圣维南区，构件中间部分同样可视作平面应变问

题.

参 考 文 献

1 徐芝纶. 弹性力学简明教程 (第 3 版). 北京：高等教育出版社，

2002

2 王光钦. 弹性力学. 北京：中国铁道出版社，2008

3 李世清. 弹性力学 (第 2 版). 成都：电子科技大学出版社，2005

4 徐芝纶. 弹性力学 (第 4 版). 北京：高等教育出版社，2011

(责任编辑: 胡 漫)




