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基于最优二次型理论的滚转导弹
三回路驾驶仪设计与研究
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摇 摇 摘要: 建立了存在交叉耦合的滚转导弹动力学模型,并将通道耦合效应视为外界干扰,利用最

优二次型(LQR)控制理论,提出了一种三回路驾驶仪的单输入多输出(SIMO)设计方法。 分析了

三回路驾驶仪的基本特点,并研究了权系数矩阵与驾驶仪性能指标之间的关系,可辅助设计者更合

理地选择权系数矩阵。 将考虑耦合的动力学模型视为多输入多输出(MIMO)系统,对滚转导弹控

制系统进行了设计。 设计结果表明:对于存在状态耦合的滚转导弹而言,以 SIMO 设计的三回路驾

驶仪可以很好地抑制耦合的影响,与 MIMO 设计得到的控制律差异很小。 通过对滚转导弹耦合系

统的非线性数学仿真,验证了以上结论的正确性。
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Abstract: A dynamical model including cross鄄coupling effects of rolling missile is built. The couplings a鄄
mong the channels are regarded as external interference. The linear quadratic(LQR)optimal control theo鄄
ry is used to propose a design method of three鄄loop autopilot and analyze its general features. The re鄄
search on the relationship between the weight coefficient matrix and the autopilot performance could assist
a designer in choosing the weight coefficient matrix. The dynamical model is perceived as multiple鄄input
multiple鄄output(MIMO)system, and the corresponding control system of rolling missile is designed. The
results show that the three鄄loop autopilot using single鄄channel design do well in restraining the influence
of couplings in rolling missile with state couplings, which has little difference from the control law derived
by MIMO design. The simulation validates the correctness of the above conclusion.
Key words: control and navigation technology of aerocraft; rolling missile; three鄄loop autopilot; linear
quadratic regulator; channel coupling
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0摇 引言

由美国 Raytheon 公司首次提出的经典三回路

驾驶仪以其良好的性能和工程可实现性而被广泛采

用。 三回路驾驶仪以一阶实根为主导极点,而通过

选取二阶共轭复根可改变开环穿越频率,保证系统

拥有足够的幅相裕度[1 - 6]。 这种驾驶仪存在多种结

构,通过不同方法重构攻角,形成伪攻角反馈,都能

使系统鲁棒性得以改善[4]。
最优二次型(LQR)理论在工程中已经得到了

广泛应用。 Mracek 等[7]、Wise[8] 利用最优 /经典理

论设计、分析了单通道自动驾驶仪;Nesline 等分析

了 LQR 设计常常出现系统失稳的原因,并指出必须

对开环穿越频率进行约束[9];Williams 等运用 LQR
方法为倾斜转弯(BTT)导弹多输入多输出(MIMO)
系统设计控制系统[10];文献[11 - 12]采用 LQR 方

法,通过对比研究最优制导律独立设计和制导 /控制

一体化设计,指出了一体化设计的优越性;而 Li 等
在采用古典控制理论为滚转导弹设计控制系统时忽

略了耦合效应[13 - 14]。
本文建立滚转导弹存在通道耦合的动力学模

型,为消除耦合的影响,基于现代控制 LQR 最优理

论,推导得到一种 I 型系统的三回路驾驶仪结构,对
比研究了 MIMO 和单输入多输出(SIMO)两种设计

结果;并通过分析权系数与驾驶仪性能之间的关系,
旨在辅助设计者合理选取权系数。

1摇 滚转导弹数学模型

滚转导弹因边界层非对称畸变等原因而普遍存

在马格努斯效应,这对弹体姿态运动影响较大,使俯

仰、偏航存在通道耦合。 另外,弹体自身滚转也将产

生陀螺耦合效应。 这两种效应与弹体转速相关,转
速越高,则耦合效应越明显。

滚转导弹动力学建立在准弹体系下的表达形式

相对简单,在线性化小扰动假设下,考虑耦合效应的

轴对称滚转导弹动力学方程可表示为

谆
··

= - a棕谆
·

- a琢琢 - aM茁 + aG鬃
·
- a啄啄z,

鬃
··

= - a棕鬃
·
- a琢茁 + aM琢 - aG谆

·
- a啄啄y,

琢
·
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·
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茁
·
= 鬃

·
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az = v(b琢茁 + b啄啄y
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ï
ï
ïï

ï
ï
ï
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式中: 谆 为俯仰角;琢 为攻角;茁 为侧滑角;鬃 为偏航

角;啄 为舵偏角;v 为导弹速度;ay、az 为 y 轴方向和

z 轴方向的弹体过载;a琢 =
-M琢

z

Jz
,a啄 =

-M啄z
z

Jz
,a棕 =

-M棕z
z

Jz
,M琢

z 、M
啄z
z 、M

棕z
z 分别为俯倾力矩对攻角、舵偏

角、俯倾角速率的偏导数, Jz 为转动惯量; b琢 =
T + Y琢

mv ,b啄 =
Y啄z

mv,T 为推力,Y琢、Y啄z分别为升力对攻角、

舵偏角的偏导数,m 为导弹质量;aM =
-M茁

z

Jz
,aG =

Jx
Jz
棕x,

M茁
z 为俯仰力矩对侧滑角的偏导数,棕x 为导弹自旋

角速率。
不难看出,俯仰、偏航动力学具有反对称通道耦

合的特点,其模型如图 1 所示。

图 1摇 滚转导弹俯仰 /偏航动力学模型

Fig. 1摇 Pitch and yaw dynamics model of rolling missile

在此引入过载误差 ey = ay - ayc,以俯仰为例,制
导指令相对于控制系统而言,可视为慢变量。 设 a·yc

为 0,则过载误差可表示为

e·y = a·y - a·yc抑a·y . (2)
根据(1)式中过载与攻角之间的关系,将过载

引入(1)式的微分方程中而消去攻角,从而得到

a·y = - b琢ay + vb琢谆
·

+ vb啄 啄
·

z,

谆
··

= - a棕谆
·

-
a琢

vb琢
ay -

aM

vb琢
az + aG鬃

· (- a啄 +
b啄

b )
琢

啄z

ì

î

í

ïï

ïï .

(3)
对偏航动力学方程作与俯仰通道相同的假设和
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数学等价变形。 对于以上存在通道耦合的动力学模

型,可将耦合效应视为外界干扰,增加一个积分环节

使之形成玉型控制系统,以消除通道耦合引起的稳

态误差。 对以上方程组中的过载、姿态角速率相关

的微分方程左右两边进行微分。
由于 LQR 控制方法对数学模型准确性的要求

较为严格,模型不准确对于控制系统的各项性能将

有较大的影响,甚至造成系统失稳[15]。 在工程实践

中应用最优控制理论,应尽可能准确地建立系统的

数学模型。 数学模型越准确,则控制系统性能越优

良[9],因此,数学模型考虑二阶舵机环节的动态特

性:
啄( s)
啄c( s)

=
棕2

s

s2 + 2棕s滋ss + 棕2
s
. (4)

2摇 线性二次型最优控制

线性二次型是最优控制理论中一类典型的优化

问题,其指性能泛函选取为状态变量和控制变量的

二次型函数的积分形式。 在合理的假设条件下,该
问题所求得的控制律可以是解析的且线性的[15]。

设线性系统动态方程的状态空间表示为

x·( t) = Ax( t) + Bu( t),
y( t) = Cx( t),
x( t0) = x0

ì

î

í

ïï

ïï ,
(5)

式中:x 为 n 维状态变量;u 为 r 维控制向量;A、B、C
分别为 n 伊 n 维矩阵、n 伊 r 维矩阵、m 伊 n 维矩阵。

给定无限时间假设下的关于状态 x( t)和控制

u( t)的二次型性能指标函数:

J(u) = 1
2 乙

肄

t0
[xT( t)Qx( t) + uT( t)Ru( t)]dt,

(6)
式中:Q、R 为权系数矩阵,Q = QT逸0,为 n 伊 n 维半

正定对称阵;R = RT > 0,为 r 伊 r 维正定对称阵。
所谓二次型最优控制问题,就是寻求一个容许

控制 u*( t)沂Rr 伊 r,使沿着由初态 x0 出发的相应状

态轨迹 x( t),使性能指标函数取为极小值,即
J(u*) = min

u
J(u) . (7)

由二次型最优控制极小值理论可知,为使指标

函数达到最小,最优控制律应为

u*( t) = - R - 1BTP( t)x( t) = - K( t)x( t), (8)
式中:P 为黎卡蒂微分方程式的解,容易证明,P 为

对称正定矩阵。

- P
·
= PA + ATP +Q - PBR - 1BTP. (9)

不难看出,最优控制律为线性时变的全状态反

馈,且非线性的黎卡蒂微分方程求解繁琐,至少需要

求解 n(n + 1) / 2 个一阶微分方程。 随着时间趋向

于无穷,P( t)将趋于常值阵,最优反馈时变系统也

将转换为定常系统。 此时,可以用黎卡蒂代数方程

式的解代替微分方程式的解。
0 = PA + ATP +Q - PBR - 1BTP, (10)

则系统的最优状态轨线 x*( t)为
x·*( t) = (A - BR - 1BTP)x*( t),
x*(0) = x0,t逸0{ .

(11)

性能指标的最小值为

Jmin(x0) = 1
2 xT

0Px0 . (12)

通过全状态反馈,系统的闭环极点发生变化,使
系统运动遵循最优轨线,从而改善了系统的动态特

性。 设 Lyapunov 正定函数

L(x) = xTPx. (13)
对 L(x)求导,并将(11)式代入(13)式可得

L
·
(x) = - xT(Q + PBR - 1BTP)x. (14)

可判定 L
·
(x)为负定,即通过最优控制可保证系

统的稳定性。

3摇 三回路控制系统设计

为简化控制系统的设计,首先将状态耦合视为

干扰,忽略通道耦合效应,建立俯仰通道数学模型,
状态变量、控制变量和输出变量分别为

x = ey a·y 谆
··

啄
·

啄[ ]·· T
,

u = 啄
·
zc,

y = ay 谆[ ]· T

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(15)

则 SIMO 俯仰通道数学模型可描述为

e·y

a··y
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=
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+
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é

ë
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ê
ê
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ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

s

啄
·

zc . (16)

对于具有通道耦合的滚转导弹而言,控制系统
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期望俯仰偏航两个通道的过载响应误差限制在一定

的范围内,这不仅可使制导指令得以准确快速地执

行,也可削弱通道耦合的影响;为防止弹体剧烈振

荡,姿态角加速度必须加以限制;同时,控制能耗即

舵偏角角速率不得过大,应对舵偏角速率进行限制。
因此,提出以下指标函数:

min
u
J = 乙肄

0
(C2

1e2z + C2
2谆
··

+ C2
3 啄
·2

zc)dt, (17)

式中:常数 C i( i = 1,2,3)为权系数,其数值越大,则
对相应变量的限制作用越强。 对应于 LQR 方法中

的权系数矩阵为

Q = diag C1 0 C2[ ]( )0 0 ,

R = C3
{ .

(18)

控制系统性能指标与权系数矩阵密切相关,选
取不同的 C i,则得到不同的控制系统性能品质,因
此,合理选取权系数是 LQR 设计方法的关键。 从 C i

的物理意义来看,控制系统动态品质主要取决于

C1,而阻尼特性、幅相裕度等与 C2也有一定关系。
利用第 2 节提出的 LQR 方法设计控制系统,即

可得到状态反馈增益矩阵 K:

啄
·

c = - R - 1BTPx = - Kx, (19)
对(19)式两边进行积分,可得控制律

啄c = ke 乙 [e + kAay + kg谆
·

+ kD啄z + kp 啄
·

z] . (20)

以上控制律的实现,一方面要改变舵机特性,电
动舵机通过驱动电流和码盘对舵偏角速率和舵偏角

进行反馈控制;另一方面,利用弹体过载和姿态角速

率信息,构建了三回路驾驶仪结构,以改善弹体动态

特性。 图 2 给出了控制系统的基本结构。

图 2摇 SIMO 设计的控制系统示意图

Fig. 2摇 Control system designed via SIMO method
摇

闭环系统极点表征了控制器的性能优劣,研究

闭环极点随着加权矩阵变化的规律可以帮助设计者

选择权系数矩阵,并更好地理解特定的权系数矩阵

所得到的控制器。 注意到最优控制律完全取决于状

态加权矩阵与控制加权矩阵的相对大小关系,这里

固定 C3 = 10 000,通过调节 C1、C2,得到不同性能指

标的控制器。

首先固定 C2 = 25,分别选取不同的 C1,设计结

果如表 1 所示。 图 3、图 4 给出了不同 C1值下设计

结果的开、闭环系统频域特性。

表 1摇 不同 C1下的设计结果

Tab. 1摇 Comparison of designs with different C1

C1 2 5 10 20 50

Pm / (毅) 69郾 0 58郾 7 52郾 9 47郾 8 41郾 2

Gm / dB 17郾 50 13郾 70 11郾 50 9郾 78 8郾 05

棕CR / (rad·s - 1) 20郾 2 23郾 8 26郾 9 30郾 3 34郾 9

一阶实根 - 9郾 20 - 12郾 3 - 15郾 0 - 17郾 9 - 22郾 6

二阶复根
实部 - 6郾 14 - 6郾 48 - 6郾 84 - 7郾 26 - 7郾 82

虚部 13郾 5 14郾 8 16郾 0 17郾 5 19郾 7

图 3摇 不同 C1值下设计结果的开环系统频域特性

Fig. 3摇 Bode diagram of open loop for different C1
摇

摇 摇 固定 C1 = 20,分别选取不同的 C2,设计结果如

表 2 所示。 图 5、图 6 分别给出了不同 C2值下设计

结果的开、闭环系统幅相频特性。
由表 1 设计结果可见,增大权系数 C1,开环穿

越频率和系统闭环带宽随之增大,主导极点远离虚

轴,使系统的响应速度加快,在带宽附近处,闭环系

统相位滞后略有减小,且在高频段的相位特性基本

一致。 但同时,系统幅相裕度有所减小,频域指标将

会下降。
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图 4摇 不同 C1值下设计结果的闭环系统频域特性

Fig. 4摇 Bode diagram of closed loop for different C1
摇

表 2摇 不同 C2值下的设计结果

Tab. 2摇 Comparison of designs with different C2

C2 2 10 25 60 150

Pm / (毅) 43郾 5 45郾 2 47郾 8 52郾 1 57郾 3

Gm / dB 10郾 70 10郾 30 9郾 78 8郾 77 7郾 21

棕CR / (rad·s - 1) 28郾 5 29郾 1 30郾 3 32郾 9 38郾 9

一阶实根 - 17郾 4 - 17郾 6 - 18郾 0 - 22郾 5 - 30郾 2

二阶复根
实部 - 6郾 54 - 6郾 81 - 7郾 27 - 8郾 11 - 9郾 26

虚部 18郾 1 17郾 9 17郾 5 16郾 5 14郾 1

摇 摇 权系数 C2主要影响系统的幅相裕度,由图 5 可

见,增大 C2,可提高相位裕度,但将减小幅值裕度。
此外,C2对闭环系统带宽有一定影响,增大 C2 将减

小系统带宽,而对闭环系统的相频特性影响甚微。
由最优理论设计的控制系统,可能出现满足相

位裕度指标但穿越频率很大的现象。 由于动力学模

型仅考虑弹体与舵机环节,而系统纯延迟、惯性器件

动力学、结构滤波器等都会带来相位滞后,直接威胁

控制系统稳定性,因此,必须对开环穿越频率进行约

束,以保证系统的稳定裕度[7]。
从图 3 和图 5 可看出,开环截止频率 棕CR与 C1

关系密切。 如图 7 所示给出了 棕CR与 C1 的关系曲

线。

图 5摇 不同 C2值下设计结果的开环系统幅相频特性

Fig. 5摇 Bode diagram of open loop for different C2

摇

图 6摇 不同 C2值下设计结果的闭环系统幅相频特性

Fig. 6摇 Bode diagram of closed loop for different C2

摇
设计者可根据 棕CR与 C1的关系,合理选取 C1;

综合考虑 C1、C2系统与时域指标之间的关系调整权

系数取值,使得到的控制器满足时域与频域的复合
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图 7摇 棕CR与 C1的关系曲线

Fig. 7摇 Relationship between 棕CR and C1

摇
指标。 最终选取 C1 = 20,C2 = 25,C3 = 10 000. 由于

俯仰、偏航动力学具有对称性,则采用 SIMO 设计的

反馈增益矩阵

K =
K1 0
0 K

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

1
, (21)

式中:K1 [ ]= 45 3郾 2 120 - 220 0郾 41 伊 10 - 3 .
若考虑耦合效应,则俯仰、偏航一体化数学

模型为 MIMO 系统,如(22)式所示。 仍采用 LQR
方法设计控制律,称为 MIMO 设计,示意图如图 8
所示。

图 8摇 MIMO 设计的控制系统示意图

Fig. 8摇 Control system designed via MIMO method
摇
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摇 摇 选取二次型性能指标函数为

J = 乙肄
0

[C2
1(e2z + e2y) + C2

2(谆
··

+ 鬃
··
) +

C2
3( 啄

·2
zc + 啄

·2
yc)]dt. (23)

选取以单通道设计相同的权系数取值:C1 = 20,
C2 = 25,C3 = 10 000,所得到状态反馈增益矩阵

K =
K1 - K2

K2 K
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

1
, (24)

式中:K1 [ ]= 46 3郾 3 120 - 230 0郾 43 伊 10 - 3;
K2 [ ]= 2郾 1 - 0郾 2 4郾 2 21 0 伊 10 - 3 .

反馈增益矩阵具有分块反对称的特点,通过多

组设计结果对比两种设计方法,可归纳出:1)两个

通道来源于自身通道反馈回路的控制参数 K1差异

很小;2)俯仰通道控制系统来自俯仰通道状态反馈

的增益 K1各元素,远大于来自偏航通道相应的增益

K2各元素,偏航控制亦然;3)通道耦合使增益矩阵

中的 K2不为 0,且耦合越大,则椰K2椰2 越大。
滚转导弹的马格努斯效应和陀螺效应分别与静

稳定力矩和阻尼力矩相对应,三回路驾驶仪中的过

载反馈、角速率反馈人为增大了弹体静稳定系数和

阻尼系数,使耦合效应在弹体姿态运动方程中所占

的比重将有所减小,相对削弱了耦合效应的影响,从

638



摇 第 5 期 基于最优二次型理论的滚转导弹三回路驾驶仪设计与研究

而使 K2各元素远小于 K1各元素。 因此,滚转导弹存

在的耦合效应对控制系统的设计结果影响不大,完
全可以单通道独立设计。

4摇 数学仿真

为验证第 3 节的设计结果与分析,建立存在通

道耦合的数学仿真模型,各项气动参数为攻角、侧滑

角的非线性函数,气动耦合项马格努斯力矩系数为

静稳定力矩系数的 40% ,陀螺力矩系数为阻尼力矩

系数的 10% ;引入角速率陀螺和加速度计的动力学

环节,带宽均为 40 Hz,阻尼系数为 0郾 8. 在俯仰通道

输入 40 m / s2的阶跃过载指令,分别对不同 C1、C2值

下的设计结果进行仿真,俯仰、偏航通道过载响应分

别如图 9 ~图 12 所示。

图 9摇 不同 C1值下设计结果的俯仰通道过载响应

Fig. 9摇 Response of pitch acceleration for different C1
摇

图 10摇 不同 C1值下设计结果的偏航通道过载响应

Fig. 10摇 Response of yaw acceleration for different C1
摇

由仿真结果可看出,与原弹体响应相比较,设计

的控制系统使系统动态响应特性得以改善,且对耦

合的抑制作用较为显著,可完全消除由耦合引起的

响应稳态误差。 增大权系数 C1,可有效限制过载误

差,加快系统响应速度;而权系数 C2与超调量相关,
增大权系数 C2将减小系统超调。

图 11摇 不同 C2值下设计结果的俯仰通道过载响应

Fig. 11摇 Response of pitch acceleration for different C2
摇

图 12摇 不同 C2值下设计结果的偏航通道过载响应

Fig. 12摇 Response of yaw acceleration for different C2
摇

如图 13 所示给出了本文 SIMO 和 MIMO 设计

结果对俯仰通道阶跃过载指令的响应曲线。

图 13摇 两种设计结果的俯仰和偏航过载响应曲线

Fig. 13摇 Responses of pitch and yaw accelerations
摇

由图 13 可见,与 SIMO 设计相较而言,MIMO 设

计得到的控制系统在时域响应方面差异很小,在提

高响应速度方面并不明显。 且二者对耦合的抑制效

果都十分理想,不存在稳态误差。 作为玉型系统,
三回路驾驶仪结构中的积分器可使由耦合运动造成

的误差不断衰减,直至归 0.
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5摇 结论

通过对滚转导弹控制系统的设计与研究,本文

应用 LQR 理论提出了一种控制系统的设计方法,所
得到的控制律具有三回路驾驶仪的结构;指出驾驶

仪性能与权系数密切相关,通过对比不同权系数取

值的设计结果,验证了权系数与驾驶仪的时频、频域

性能之间的关系;SIMO 设计的三回路驾驶仪在抑制

弹体耦合方面的效果十分理想,并具有良好的时域

和频域性能,可使系统准确无误地跟踪阶跃指令,将
耦合运动的稳态误差完全消除。 最后,通过对比分

析 SIMO 设计和 MIMO 设计,指出两种设计结果的

差异很小。 工程上,为滚转导弹设计三回路驾驶仪

忽略状态耦合进行独立设计完全合理。 最后,通过

非线性数学仿真验证了以上结论。
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