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要!破产概率是非寿险保险风险理论的核心问题"与经典的
%./4m.]J-(OS).

3

模型相比!由
J'G)&-'

等建立

的现代风险模型更为准确地描述了非寿险保险运营的主要特征!对现实保险业务具有较好的解释力"本文基于现

代风险模型!考虑保险公司多个险种混合经营这一更为现实的情形!在索赔额服从正则尾分布条件下获得了破产

概率的渐近等价估计"我们发现!在具有大额索赔特征的多个险种混合的条件下!公司面临的极端索赔风险将由

索赔额分布尾部最厚的那些险种决定!而索赔额分布尾部相对较薄的那些险种的影响作用将被淹没"该结论的有

效性可用
2D_JDI

数值模拟得到理想的验证"本文结果是对风险模型研究的重要推广!也为多险种混合情形下

保险公司的风险控制与初始保证金界定提供了依据"

关键词!现代风险模型$混合险种$破产概率$渐近等价$正则尾分布$数值模拟
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管理#系统可靠性#应用随机过程
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引言

经典风险模型 %即
%./4m.]J-(OS).

3

模型&是

保险风险理论的核心内容之一!基本形式为'
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其中
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为公司的初始保证金!
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&

#

为保费收入

率!

M

%

%

&表示时间
%

之前的索赔次数!

P

9

为第
9

次

索赔的索赔额!
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!-"于是
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&及和式
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就分别表示时间
%

之前公司的总盈余及累

计索赔额"称 2

M

%

%

&$
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#

3为索赔过程!2

N

%

%
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%
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#

3为盈余过程 %或风险过程&"规定
N

%

#

&
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模型的中心问题为破产概率"此处(破产)并非

字面含义!而指盈余过程 2

N

%

%

&3在某时刻跌至
#

水平以下的一种状态"在过去的一百余年里!关于

经典模型的研究从未中断!产生了丰硕的成果!形

成了破产理论!极大地促进了风险理论的发展和完

善"大体而言!关于破产概率的求解或估计一般在

齐次
,̀'**,(

索赔过程假设及索赔额随机变量分别

服从轻尾和重尾分布等条件下进行"索赔额具有轻

尾分布意味着(小额索赔)条件成立 %典型的例子如

汽车保险险种&!这一方面的代表性工作可见
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+等"索赔额服从重尾分布

对应于(大额索赔)背景 %例如现实中常见的火灾

险#风暴险及洪水险等巨灾险种&!此时破产概率没

有精确表达!只能讨论其渐近结果!一些重要的结

果包括
T4S.)7&5*

等*

$

+
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P,0O')

等*

?

+及
D*4-*]
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@>B

+等"此外还有许多学者对模型进行了各种推

广!细节可见
T4S.)7&5*

等*

$

+

"然而!经典模型的

结构简单!忽略保单信息!对保费收入进行线性估

计!关于索赔过程的假设过强!只是一个(易于计

算的模型)
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+

!而对非寿险保险业务的现实特征

缺乏足够的描述力"

不同于经典模型及其众多推广模型粗略估计保

费收入#直接考虑索赔过程而忽略保单进入的思想!

由
J'G)&-'

等*

""

+提出的现代风险模型首先从保单

售出与索赔产生的因果关系出发!利用保单进入过

程自然地引出索赔过程!清晰地描述了保险风险的

产生机制$其次!模型还引入随机保期的概念!并

允许所有保单在保期内可产生多次索赔!充分强调

了保险业务的完整信息记录"总体上!这一模型更

为贴近现代保险业务的现实运行规律"但由于模型

的结构复杂!破产概率研究的难度相对较大"目前!

关于这一模型的工作主要包括三个方面'风险过程



的弱收敛性质*

"!>"=

+

!索赔额服从轻尾及重尾分布

条件下的破产概率估计*

"$>"A

+

!不同条件下风险过

程的精细大偏差*

"?>"@
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"

另一方面!无论经典模型或现代模型!现有工

作均侧重于讨论单一风险!其中索赔额一般被假设

为独立同分布的随机变量!这意味着保单及险种是

单一类型的"然而现实中!保险公司经常面对多个

险种业务一揽子管理的情形!此时公司面临的索赔

风险分散地来自于所有险种!呈现聚合特征!风险

控制需要新的依据"为解决这一问题!本文针对现

代风险模型!以巨灾风险为背景!在多个险种的混

合条件下寻求破产概率的估计方法"同时!考虑到

重尾分布尾部特征的模糊性!为在多险种混合条件

下尽可能清晰地描述大额索赔的风险性质!获得更

具说服力的结论!我们选取重尾分布族中最具代表

性#尾部特征刻画相对更为清晰的正则尾分布作为

主要工具"正则尾分布是重尾分布族的重要子族之

一!是描述(极端事件)%包括大型自然灾害#恶性

事故#金融风暴及巨额索赔等&的有效工具"关于

正则尾分布的定义及主要性质!可参见附录
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模型及假设

我们在现代风险模型的基础上建立多险种混合

结构"数学上只需考虑两个险种即可!其结果可直

接推广到有限多个险种的情形"记两个险种为
[

和

[[

"从非寿险保险的现实特点出发!规定两个险种

具有如下风险结构 %为方便!以下只叙述险种
[

$险

种
[[

完全类似!只需将各符号的上标(

[

)换为(
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即可&'
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&保单依次售出!一经售出立即生效"记售

出时刻为
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的第
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张

保单的售出时刻!
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计数过程 2
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3!称为险种
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的保单售出

过程"
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&保单价格由保期决定!保期越长!保单价

格越高"记第
9

张保单的保期为
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!价格为
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&"其中
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为严格正的单调增函数"至时间
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&保单在保期内可多次索赔!索赔一经产生

立即赔付"对第
9

张保单!从售出时刻
D
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开始!记

其第
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次索赔的发生时刻为
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数过程 2
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3!称为第
9

张保单的索赔过

程"这样!至时间
%

!第
9

张保单产生的索赔次数及

相应的累计索赔额分别为'
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其中(
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)为取最小值运算!(
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)为随机事
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3的示性函数!2
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计算发生在保期内及时间
%

之前的索赔"
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&每张保单为公司产生的净利润等于其保单

收入与累计索赔之差"

根据上述规定!至时间
%

!险种
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和险种
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产
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两个险种产生的混合总收益及混合索赔总支付

分别为'
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从而!保险公司至时间
%

的总盈余可表示为
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其中
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#

为初始保证金"称由上式决定的随

机过程 2

N
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%

%
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%

8

#

3为公司的盈余过程!约定

N

H

%

#

&

"
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我们称 %

=

&为具有多险种混合结构的现代风

险模型!其破产时刻及破产概率可仿照经典模型分

别定义如下'
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显然!
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8

&表示盈余过程2

N

H

%

%

&3在某有限时

间
8

内跌至水平
#

以下的概率!风险理论中称之为

有限时间破产概率"

关于多险种混合结构的现代风险模型 %

=

&!我

们首先规定独立险种假设!即两个险种
[

和
[[

是独

立的$其次!对于每一个险种!以下假设成立'

D

"

!

保单售出过程为非齐次
,̀'**,(

过程!在

有限时间内只能出售有限张保单$

D

!

!

索赔过程为一族独立同分布的随机点过

,
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,

第
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期
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白建明等'重尾索赔条件下现代风险模型的破产概率估计'多险种混合情形



程!在有限时间内只能产生有限次索赔$

D

=

!

所有保单的保期为独立同分布的非负离

散随机变量!且只取有限个值$

D

$

!

索赔额为独立同分布的非负随机变量!服

从正则尾分布$

D

E

!

保单售出过程#索赔过程#保期#索赔额之

间彼此独立"

假设
D

"

中选取非齐次
,̀'**,(

过程是考虑到

某些非寿险保单销售在季节上的不均匀性"假设

D

!

允许索赔过程可以是一般的计数过程!放宽了经

典模型中齐次
,̀'**,(

过程假设的限制"假设
D

=

将

保期处理为随机变量!意味着客户可在公司提供的

若干种保期 %以及相应的保单价格&中进行选择"

假设
D

$

表明索赔额服从重尾分布!因而大额索赔

条件成立"

本文目标即在上述假设条件下寻求有限时间破

产概率
+

%

8

&的渐近等价估计"为便于讨论!我们

利用 %

=

&式定义一个新的随机过程 2
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显然
%

H

%

%

&表示时间
%

前保险公司的累计净支

付!称 2

%

H

%

%

&3为现代风险模型的净支付过程"利

用上述关系!有限时间破产概率可等价表示为'
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2存在
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主要结果

由假设
D
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!设两个险种的非齐次
,̀'**,(

保单

售出过程2
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"由假设
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!我

们记两个险种对应的索赔额分布函数为
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&和

1
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&!分别具有正则变化指数
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和
"

"由附录
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的性质
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&的尾部可以分别表示为
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其中
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&为缓变函数"

以下给出有限时间破产概率
+

%

8

&的渐近等价

估计结果"与经典模型的研究思路完全一致!重尾

索赔情形下破产概率的讨论仍在初始保证金
H

趋于

无穷大的极限条件下进行"我们使用符号(

6

)表

示极限等价关系"结果由一个引理和两个定理组

成!定理证明见附录
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对任意有限时间
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&两式!引理
"

的结论是显然的!它

不依赖于本文假设!与索赔额的分布类型无关"依

据两个险种
[

和
[[

混合产生的索赔总支付
P

%

8

&及

净支付
%

H

%

8

&的特征!引理
"

给出了有限时间破产

概率
+

%

8

&的上界与下界!提供了估计
+

%

8

&的基

本思路"

定理
!

!

若本文假设成立!并且
)"

"

!即两个

险种的索赔额分布
1

[

%

B

&和
1

[[

%

B

&具有相同尾部

指数!则对任意有限时间
8

$

X

!当
H

"

X

时'

+

%

8

&

6

K

*

!

[

%

8

&+

,

K

*

M

[

"

%%

8

,

W

[

"

&

E

A

[

"

&+

,

1

[

%

H

&

&

K

*

!

[[

%

8

&+

,

K

*

M

[[

"

%%

8

,

W

[[

"

&

E

A

[[

"

&+

,

1

[[

%

H

& %

B

&

其中
W

[

"

和
W

[[

"

均为%

#

!

%

+上的随机变量!分别

具有分布函数
5

[

%

Y

&0

5

[

%

%

&和
5

[[

%

Y

&0

5

[[

%

%

&!

Y

#

%

#

!

%

+"

定理
"

!

若本文假设成立!并且
)

$

"

!即两个

险种的索赔额分布
1

[

%

B

&和
1

[[

%

B

&具有不同尾部

指数!则对任意有限时间
8

$

X

!当
H

"

X

时'

+

%

8

&

6

K

*

!

[

%

8

&+

,

K

*

M

[

"

%%

8

,

W

[

"

&

E

A

[

"

&+

,

1

[

%

H

& %

"#

&

其中
W

[

"

是定义在 %

#

!

%

+上的随机变量!具有

分布函数
5

[

%

Y

&0

5

[

%

%

&!

Y

#

%

#

!

%

+"

定理
"

表明!在双险种混合风险情形下!如果

两个险种对应的索赔额分布具有相同的正则变化指

数!则两类索赔额的分布具有相同级别的尾部厚

度!两个险种具有同等风险级别$此时!保险公司

的风险将由两个险种共同决定"具体而言!若初始

保证金足够大!那么有限时间破产概率将由两个险

种的保单售出数量#索赔次数及其索赔额分布的尾

部厚度等六个因素决定"定理
!

则揭示了另一种情

形!如果两个险种的索赔额分布具有不同的正则变

化指数!那么其中指数较小#尾部更厚#从而极端行

为更为强烈的那个险种将单独地决定混合风险的性

质!而另一个险种 %其索赔额分布尾部相对较薄&

的影响将被(淹没)"

由证明过程可以看出!两个定理的结论可直接

推广至任意有限多个险种混合的情形"具体地!设

保险公司同时经营
$

个不同的非寿险险种!

$

8

!

$

相应的索赔额分别服从指数为
)

9

的正则尾分布!

9

"

"

!

!

!-!

$

"那么!在本文假设下!

%

"

&若
$

个指数
)

9

完全相同!即
)

"

")

!

"

-

"

)

$

!则公司面临的混合索赔风险将由
$

个险种 %的

,

A""

,
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保单数量#索赔次数及索赔额分布尾部&共同决定$

%

!

&若
$

个指数
)

9

不全相同!令
)

M

"

4'(

%

)

"

!

)

!

!-!

)

$

&!则保险公司的混合索赔风险将由
$

个

险种中具有最小正则指数
)

M

的某
C

个 %

"

'

C

$

$

&

险种决定!其余
$

,

C

个险种的影响将被淹没"

特别需要指出!如果保险公司的混合险种中既

包括轻尾索赔的类型!又包括重尾索赔的类型!那

么由附录
"

的性质
!

之%

E

&!此时极端索赔风险将

完全取决于重尾索赔险种!轻尾索赔险种的影响可

忽略不计"

上述结论一方面充分体现了重尾分布完全不同

于轻尾分布的特性!另一方面!它们为多险种混合

条件及聚合风险情形下保险公司风险控制的目标与

方向#初始保证金的合理界定提供了明确的理论依

据和现实指导"

%

!

数值模拟

本节给出
2D_JDI

数值模拟算例!对上节主

要结果 %定理
"

和定理
!

&进行验证"根据两个定理

中有限时间破产概率
+

%

8

&的渐近等价表达形式!

模拟过程设计为如下
$

个步骤'

%

"

&对各随机过程及各随机变量的分布特征进

行选取!并对所有参数赋值$

%

!

&给定时间
8

!对 %

B

&#%

"#

&两式右端的估

计函数分别进行模拟与计算!得到估计函数关于初

始保证金
H

的变化趋势$

%

=

&对 %

B

&#%

"#

&两式左端的破产概率进行模

拟!得到
+

%

8

&的模拟值及其关于
H

的变化趋势$

%

$

&将%

!

&#%

=

&的模拟结果进行比较"

有关保单保期与价格#索赔次数#索赔额等参数

的选取主要参考了保险公司非寿险业务 %包括巨灾

保险与建筑工程意外保险等具有大额索赔特征的险

种&的实际数据!为模拟和计算方便进行了一定的

简化处理!并满足本文基本假设"其中险种
[

的参

数取值如下'保单售出过程 2

!

[

%

%

&3为齐次
,̀'*]

*,(

过程!来到速率为
"

$保单价格
0

%

A

[

9

&

5

"#

!保

期
A

[

9

5

"#

$索赔过程 2

M

[

9

%

%

&3为独立同分布齐次

,̀'**,(

过程族!来到速率为
#9##"

$索赔额均值

K

*

P

[

9

6

+

"

$##

"险种
[[

的参数取值如下'保单售出

过程 2

!

[[

%

%

&3为齐次
,̀'**,(

过程!来到速率为
"

$

保单价格
0

%

A

[[

9

&

5

"E

!保期
A

[[

9

5

"#

$索赔过程

2

M

[[

9

%

%

&3为独立同分布齐次
,̀'**,(

过程族!来到

速率为
#9##"E

$索赔额均值
K

*

P

[[

9

6

+

"

E##

"模拟时

间
_ ZE##

!模拟次数为
E###

次"

为更好地验证定理的有效性!我们分别选用

/̀.)5,

分布与
R)'S-00

分布两类典型的重尾分布对

索赔额分布进行两次重复模拟"在上述参数条件

下!对于定理
"

!

1

[

%

B

&和
1

[[

%

B

&具有相同尾部指

数!在
/̀.)5,

分布情形!根据
2D_JDI

编程中的

广义
/̀.)5,

分布生成命令
3U

.(O

%

$

!

.

!

'

&!取
1

[

Z

3U

.(O

%

#9A

!

BA

!

"A#

&!

1

[[

Z

3U

.(O

%

#9A

!

"!#

!

!##

&$在
R)'S-00

分布情形!根据
2D_JDI

编程

中相应的函数
KS0.(O

%

-

!

6

&取
1

[

Z KS0.(O

%

$##

!

#9$

&!

1

[[

Z KS0.(O

%

E##

!

#9$

&

9

对于定理
!

!

1

[

%

B

&

和
1

[[

%

B

&尾部指数不同!在
/̀.)5,

分布情形取
1

[

Z

3U

.(O

%

#9=

!

@$

!

!@#

&!

1

[[

Z

3U

.(O

%

#9A

!

"!#

!

!##

&$

R)'S-00

分布情形取
1

[

Z KS0.(O

%

$##

!

#9$

&!

1

[[

Z KS0.(O

%

E##

!

#9?

&"

依据上述参数选取!索赔额服从
/̀.)5,

分布的

破产概率估计及模拟结果见表
"

及图
"

!索赔额服

从
R)'S-00

分布的破产概率估计及模拟结果如表
!

及图
!

所示"结果显示!破产概率
+

%

8

&的模拟值

%%

B

&!%

"#

&两式左端&与估计值 %%

B

&!%

"#

&两式

右端&均表现出随
-

增加而减小的趋势!印证了保

险风险理论中破产概率关于初始保证金单调递减的

性质"同时!各种情形下破产概率的模拟值与估计

值具有明显的渐近等价关系!随着初始保证金逐渐

增大!二者之间的差值越来越小!表现出良好的渐

近等价估计效果!理想地验证了定理
"

和定理
!

的

估计效果"

表
!

!

破产概率的模拟及估计结果 "

S3)*-1

索赔#

初始保证金

定理
"

C

[

Z

3U

.(O

%

#9A

!

BA

!

"A#

&

C

[[

Z

3U

.(O

%

#9A

!

"!#

!

!##

&

估计值 模拟值 差 值

定理
!

C

[

Z

3U

.(O

%

#9=

!

@$

!

!@#

&

C

[[

Z

3U

.(O

%

#9A

!

"!#

!

!##

&

估计值 模拟值 差 值

E### #9#E$$ #9#!B@ #9#!$A #9#=A! #9#"A# #9#!#!

?E## #9#!@! #9#"E! #9#"=# #9#"A@ #9#"## #9##A@

"#### #9#"@B #9#""# #9##?B #9##B? #9##?@ #9##"B

"!E## #9#"!" #9##@@ #9##== #9##A= #9##A# #9###=

"E### #9##B" #9##AA #9##!E #9##$? #9##E$ >#9###?

,

?""

,

第
""

期
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初始保证金

定理
"

C

[

Z

3U

.(O

%

#9A

!

BA

!

"A#

&

C

[[

Z

3U

.(O

%

#9A

!

"!#

!

!##

&

估计值 模拟值 差 值

定理
!

C

[

Z

3U

.(O

%

#9=

!

@$

!

!@#

&

C

[[

Z

3U

.(O

%

#9A

!

"!#

!

!##

&

估计值 模拟值 差 值

"?E## #9##AB #9##E! #9##"? #9##=@ #9##=@ #9####

!#### #9##EE #9##=@ #9##"? #9##=! #9##!@ #9###$

!!E## #9##$? #9##=$ #9##"= #9##!@ #9##"@ #9##"#

!E### #9##$" #9##=A #9###E #9##!= #9##!$ >#9###"

!?E## #9##=@ #9##=$ #9###$ #9##!# #9##"A #9###$

=#### #9##== #9##!@ #9###E #9##"@ #9##"$ #9###$

图
"

!

破产概率的模拟及估计结果 %

/̀.)5,

索赔&

表
"

!

破产概率的模拟及估计结果 "

I*,EK66

索赔#

初始保证金

定理
"

C

[

Z KS0.(O

%

$##

!

#9$

&

C

[[

Z KS0.(O

%

E##

!

#9$

&

估计值 模拟值 差 值

定理
!

C

[

Z KS0.(O

%

$##

!

#9$

&

C

[[

Z KS0.(O

%

E##

!

#9?

&

估计值 模拟值 差 值

"#### #9$#A# #9=E!A #9#E=$ #9!AB$ #9!$$! #9#!E!

!#### #9"=@= #9"?@$ >#9#$#" #9#B$@ #9""E$ >#9#!#A

=#### #9#A=" #9"#"$ >#9#=@= #9#$"$ #9#EA@ >#9#"E$

$#### #9#=!E #9#E@A >#9#!A" #9#"B? #9#=!$ >#9#"!?

E#### #9#"?@ #9#="A >#9#"=@ #9#"#A #9#!!# >#9#""$

A#### #9#"#@ #9#"@! >#9##?$ #9##A@ #9##B@ >#9##="

?#### #9##?! #9#"!@ >#9##EA #9##$# #9##@! >#9##$!

@#### #9##$B #9##?$ >#9##!E #9##!@ #9##$$ >#9##"A

B#### #9##=$ #9##E$ >#9##!# #9##!! #9##=# >#9###@

"##### #9##!" #9##=! >#9##"" #9##"$ #9##!# >#9###A

&

!

结 语

破产概率是保险风险理论的核心问题"随着风

险模型的逐步现实化!模型结构日趋复杂!获得破

产概率的精确表达已不可能!因此对其进行估计成

为研究的主流"基于对经典风险模型的反思!本文

研究了对非寿险保险业务特征具有较好描述力的现

代风险模型!并在其基础上考虑多个险种的混合结

构!进一步贴近非寿险业务的现实情形"本文在相

当宽松的条件下!利用正则尾分布工具获得了重尾

索赔情形下有限时间破产概率的渐近等价估计表

达!并应用
2D_JDI

工具进行数值模拟与计算!

很好地验证了估计结果"本文工作是对风险模型研

究的推广!并为现实中保险公司在多险种混合及聚

合风险条件下初始保证金的合理界定与索赔风险控

制提供了明确的理论依据"

,
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图
!

!

破产概率的模拟及估计结果 %

R)'S-00

索赔&

附录
!

!

正则尾分布及其性质

以下内容直接或间接地来源于
C)00).

*

!

+

!

T4S.)7&5*

等*

$

+

!

P,0O')

和
M0N

UU

)0S).

3

*

?

+

!

I'(

3

&/4

等*

"B

+等文献"

正则尾分布是重尾分布族的一个重要子族!是描述(极

端事件)的有效工具"常见的极端事件包括大型自然灾害#

恶性事故#金融风暴及巨额索赔等"正则尾分布的概念源于

正则变化函数"

定义
"

!

%正则变化函数&一个定义在 %

#

!

X

&上的正可

测函数
0

%

<

&称为 %无穷远处的&正则变化函数!如果存在
)

8

#

!使得'

0'4

<

"

X

0

%

$<

&

0

%

<

&

"

$

)

!对
$

&

#

记为
0

%

<

&

#

N

)

!并称
)

为
0

%

<

&的正则变化指数"

特殊地!若
0

%

<

&

#

^

#

!则称
0

%

<

&为 %无穷远处的&

缓变函数"缓变函数在全体正则变化函数中具有最慢的变

化速度!对数函数为典型的缓变函数之一"

定义
!

!

%正则尾分布&设
1

%

<

&为某一非负随机变量

E

的分布函数!称
1

%

<

&为以
)

&

#

为指数的正则尾分布!

如果
1

,

%

<

&

#

^

,)

!即'

0'4

<

"

X

1

,

%

$<

&

1

,

%

<

&

"

$

,)

!对
$

&

#

其中
1

,

%

<

&

"

"

,

1

%

<

&为
E

的生存函数"此时也称
E

为正则尾分布随机变量"

显然!

)

清晰地刻画了分布函数
1

%

<

&右尾的下降速度'

)

越大!

1

%

<

&的尾部下降就越快!相应地!其尾部
1

,

%

<

&就

越(薄)"

正则尾分布函数具有特殊的表示!这为其应用带来了

很大的方便"

性质
"

%特殊表示&

!

设
1

%

<

&是正则尾分布函数!指数

为
)

!则对足够大的
<

!有
1

,

%

<

&

"

<

,)

S

%

<

&"其中
S

%

<

&为

缓变函数"

全体正则尾分布函数构成正则尾分布族!该分布族具

有良好的封闭性"

性质
!

%封闭性&

!

以下叙述中!符号(

+

)表示卷积运

算!(

#

+

)表示
(

重卷积运算!(

6

)表示极限等价关系!

所有极限均指
<

"

X

"

%

"

&若
1

,

#

^

,)

!则对任意正整数
#

!有
1

#

+

#

^

,)

!且

1

#

+

%

<

&

0

1

,

%

<

&"即由有限个独立同分布的正则尾分布随

机变量组成的独立和!仍为正则尾分布随机变量!且具有相

同指数"

%

!

&若
1

,

!
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白建明等'重尾索赔条件下现代风险模型的破产概率估计'多险种混合情形




